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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

NOVOS ALGORITMOS DE PROGRAMAÇÃO DINÂMICA APLICADOS À
CADEIA DE SUPRIMENTO DE MINERAÇÃO

João Marcelo Leal Gomes Leite

Novembro/2022

Orientador: Lino Guimarães Marujo

Programa: Engenharia de Produção

Este trabalho apresenta um modelo de otimização estocástica para a cadeia lo-
gística de mineração, envolvendo todos os seus elos, das minas até os clientes finais.
Pela natureza sequencial das decisões e pelos longos horizontes envolvidos, utilizou-
se a modelagem de Processos de Decisão Markoviano (Markov Decision Processes
- MDP). Comparando com os trabalhos existentes, verificou-se que muitos novos
trabalhos com otimização estocástica em mineração foram publicados recentemente,
porém nenhum englobava todos os elos da cadeia simultaneamente, principalmente
dada sua complexidade que dificulta a obtenção da solução em tempos computa-
cionais razoáveis (mal da dimensionalidade). Para contornar este problemas, foi
necessário o desenvolvimento de dois novos algoritmos de programação dinâmica
que atuassem na redução do espaço de estados e espaço de ações. O TABA é base-
ado em agregação temporal e expande a aplicação deste tipo de algoritmo para uma
nova classe de MDP. O LSPSI atua na redução do espaço de ações, melhorando o
processo de busca introduzido no passo de avaliação de política pelo algoritmo PSI.
Estes algoritmos, quando combinados, trouxeram grande ganho de performance e
sobrepuseram a eficiências tanto dos algoritmos mais tradicionais, iteração de valor
e iteração de política, como de algoritmos mais modernos, SDDP. No final, o modelo
e os algoritmos são testados em um problema numérico da cadeia de mineração e os
resultados obtidos comprovam a importância da otimização estocástica considerando
a visão completa da cadeia e a eficiência dos algoritmos propostos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

NEW DYNAMIC PROGRAMMING ALGORITHMS APPLIED TO MINING
SUPPLY CHAIN

João Marcelo Leal Gomes Leite

November/2022

Advisor: Lino Guimarães Marujo

Department: Production Engineering

This work presents a stochastic optimization model for the mining supply chain,
involving all its links, from mines to final clients. Due to the sequential nature of the
decisions process and the long terms involved, Markov Decision Processes (MDP)
modeling was used. Comparing with the existing works, it was found that many
new stochastic optimization in mining papers were recently published, but none
encompassed all supply chain links simultaneously, mainly given its complexity that
makes it difficult to obtain the solution in reasonable computational times (curse
of the dimensionality). To circumvent this problem, it was necessary to develop
two new dynamic programming algorithms to reduce the state space and action
space. TABA is based on temporal aggregation and expands the application of this
type of algorithm to a new class of MDP. LSPSI works to reduce the action space,
improving the search process introduced by in the policy evaluation step by PSI
algorithm. These algorithms, when combined, brought great performance gains and
overlapped the efficiencies of both more traditional, as value iteration and policy
iteration, and more modern algorithms, as SDDP. In the end, the model and the
algorithms are tested in a numerical problem of the mining chain and the results
obtained prove the importance of stochastic optimization considering supply chain
complete view and the efficiency of the proposed algorithms.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

A indústria da mineração é uma atividade econômica bastante relevante no Brasil
e no mundo. Em 2021, esta foi responsável por aproximadamente 80% da balança
comercial brasileira e atingiu um faturamento total de R$ 339 bilhões (cerca de
5% do PIB nacional), segundo dados do Instituto Brasileiro de Mineração (Ibram)
[2]. No mundo, a mineração também tem um papel bastante significativo, e seu
faturamento total chegou a 656 bilhões de dólares em 2020 [3]. Por ser uma indústria
globalizada, sua cadeia logística é bastante complexa. As primeiras etapas envolvem
a extração nas minas, o transporte ferroviário e o carregamento nos portos dos países
produtores. Em seguida ocorre o transporte marítimo até os clientes nos países
consumidores.

Essa cadeia logística complexa é um terreno fértil para o uso da pesquisa opera-
cional (PO). LEITE et al. [1] realizaram uma revisão bibliográfica sobre a aplicação
de PO na cadeia logística de mineração. Apesar das diversas incertezas presentes
na cadeia estudada (por exemplo: capacidades operacionais, custos de transporte,
demanda e preço do minério), os autores constataram que a aplicação de modelos
estocásticos apresentou crescimento significativo apenas nas últimas décadas e ainda
há espaço para desenvolvimento de novos trabalhos nessa área. Um maior detalha-
mento sobre as aplicações de PO na indústria da mineração pode ser encontrado na
Seção 2.1.

Entre os diversos modelos de otimização estocástica existentes, processos de deci-
são markovianos (Markovian Decision Processes - MDP) se destacam por conseguir
tratar todas as informações disponíveis e retornar o melhor conjunto de decisões
(política) considerando longos intervalos de tempo (horizontes infinitos). Por conta
dessas características, MDP são bastante utilizados em problemas de gestão de es-
toques (inventory management problems). Tais problemas envolvem decisões de
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produção e transferência de estoques em face às incertezas na demanda, nos prazos
de entrega e nos níveis de produção. Tipicamente, uma política ótima de estoque
prescreve decisões com base nos níveis de estoque observados [4–7]. Modelos de
gestão de estoques serão abordados mais detalhadamente na Seção 2.2. Apesar de
todo sucesso atingido em outras indústrias, LEITE et al. [1] também constataram
que o uso de MDP na otimização da cadeia logística da mineração é muito baixo,
se limitando a alguns elos da cadeia.

Avalia-se que a pouca utilização de MDP na indústria da mineração pode ser
causada por dificuldades na modelagem e na solução de problemas complexos, co-
nhecida na literatura como maldição da dimensionalidade (curse of dimensionality)
[4, 8, 9]. De fato, problemas de dimensão relativamente moderada podem gerar
espaços de estados e de decisões com dimensões muito elevadas, dificultando ou in-
viabilizando sua solução. A busca por algoritmos que contornem esta dificuldade
motivou o surgimento de extensiva literatura, notadamente nas áreas de: agrupa-
mento de estados [10–12], agregação temporal [13–15] redução do espaço de ações
[16], aprendizado por reforço (reinforcement learning - RL) [17] e programação di-
nâmica aproximada (approximate dynamic programming - ADP) [18]. A Seção 2.3
traz um maior detalhamento dessas linhas de pesquisa. Ambas as áreas promoveram
considerável avanço em domínios específicos, embora muitas de suas soluções sejam
aproximações sub-ótimas e a maldição da dimensionalidade continue sem solução
definitiva.

1.2 Problema e Objetivo

Nesse contexto, espera-se que este trabalho responda às seguintes perguntas:

1. Como a modelagem por meio de MDP pode contribuir para o planejamento
logístico da cadeia de mineração?

2. É possível melhorar o desempenho dos algoritmos de MDP já existentes para
solução de problemas de grande escala?

Para resolver o problema proposto e responder às perguntas listadas acima, este
trabalho tem por objetivo:

1. Desenvolver uma nova modelagem para o planejamento logístico da indústria
da mineração que englobe todas as suas etapas (minas, ferrovia, porto, na-
vegação) por meio de MDP, e validar os resultados por meio de comparações
com outras técnicas de otimização estocástica;

2. Desenvolver novos algoritmos que possam ser aplicados em conjunto e tenham
bom tempo de resposta para problemas envolvendo cadeias logísticas com-
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plexas, a fim de contornar a maldição da dimensionalidade e mantendo os
benefícios inerentes aos MDP.

1.3 Relevância e Originalidade

Como foi possível constatar em [1], a aplicação de otimização estocástica na cadeia
logística de mineração ganhou força a partir da última década. Os problemas exis-
tentes trazem grande complexidade devido à quantidade de elos envolvidos, bem
como às incertezas existentes em todo o processo. Várias técnicas de otimização
estocástica já foram usadas, principalmente em partes isoladas da cadeia, tais como:
planejamento de produção nas minas considerando sua arquitetura e alocação de
equipamentos e navios nos portos. Quando aplicada de forma isolada, apenas os
resultados locais são otimizados, não necessariamente atingindo o ótimo global para
toda a cadeia de suprimentos. LEITE et al. [1] também concluíram que há poucos
trabalhos envolvendo otimização estocástica em toda as etapas de forma conjunta,
das minas até os clientes finais. Apesar dos resultados comprovados para problemas
de gestão de estoques, os autores não localizaram aplicação da modelagem MDP na
cadeia da mineração. Complementando o levantamento feito em [1], foram identifi-
cados apenas dois trabalhos que aplicam o MDP em problemas de mineração, sendo
o escopo em elos específicos e não em toda a cadeia logística [19, 20]. Quando se
trabalha apenas com alguns dos elos da cadeia, apenas estes têm seus custos otimi-
zados, podendo não trazer a maior eficiência para toda cadeia logística. Por outro
lado, quando se trabalha com todos os elos, espera-se que a solução traga o aumento
da eficiência e a redução do custo logístico de toda a cadeia, não ficando restrita às
partes isoladas. Considerando a importância e os valores envolvidos na indústria da
mineração, citados na Seção 1.1, os impactos na melhoria da performance e redução
de custos ao se buscar a otimização global serão extremamente significativos.

Por outro lado, para que a aplicação da modelagem MDP em uma cadeia tão
complexa tenha êxito, é necessário que o tempo computacional para obtenção das
soluções seja baixo. Desta forma, conseguir avançar com a fronteira do conheci-
mento dos algorítimos de programação dinâmica, ajudando a contornar a maldição
da dimensionalidade é fundamental, e contribuirá para o avanço da aplicação do
MDP em problemas complexos. Nesta tese, dois algoritmos inspirados nos traba-
lhos recentes de [21, 22] são propostos. O primeiro usa a ideia de grupos de políticas
desenvolvidas em [21] para reduzir o espaço de decisões. O segundo utiliza os concei-
tos de partição de estados e seus pontos de equilíbrio para criar cadeias agregadas,
reduzindo o espaço de estados [22]. Como os dois algoritmos atuam em frentes di-
ferentes, o primeiro no espaço de ações e o segundo no espaço de estados, é possível
combiná-los aumentando ainda mais a eficiência final. Já que os dois algoritmos
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propostos avançam com trabalhos apresentados recentemente [21, 22], eles são iné-
ditos na literatura. Conforme será mostrado na Seção 4, os resultados obtidos foram
promissores e apontam para um possível contorno à maldição da dimensionalidade.

1.4 Delimitação

Além de definir o objetivo e o problema que será estudado nesta tese, também é
importante definir seus limites de atuação.

Na modelagem para o planejamento logístico da indústria da mineração por
meio de MDP, foi elaborado um modelo específico, com características comuns a
essa indústria. Contudo, o modelo não é genérico e aplicável de forma direta a todas
as cadeias desta indústria. Espera-se que no futuro, adaptações do modelo proposto
permitam sua aplicação em outras cadeias da atividade de mineração, ou até mesmo
em outros segmentos com características comuns, tais como a indústria de petróleo e
gás. O modelo a ser apresentado aborda os problemas de planejamento da produção
e gerenciamento de estoques. Não serão tratados os problemas específicos das minas,
como: modelos de arquitetura de minas, bem como o planejamento de produção e
extração de minério. No porto, não serão tratados os problemas de roteirização de
esteiras nem o planejamento do pátio de armazenagem. Também não serão tratados
os problemas de alocação de equipamentos nos pontos de estoque e alocação de
navios e trens nos modais de transportes. Para finalizar, também não será abordado
o problema de expansão de capacidade, nem de mistura.

Os dois algoritmos desenvolvidos são específicos para aplicação em problemas
com modelagem de MDP e serão comparados tanto com algoritmos clássicos, como
com alguns dos mais modernos em programação dinâmica. Além da performance
isolada, os dois serão combinados em um algoritmo final. Os detalhes específicos
desses algoritmos, bem como as características dos problemas que favorecem suas
implementações, estão descritos na Seção 3.2.

Para finalizar, na aplicação da modelagem e do algoritmo em um caso prático,
não se entrará em detalhes sobre as rotinas de obtenção e a armazenagem dos da-
dos. Assume-se que os dados estão disponíveis de forma estruturada, prontos para
serem utilizados. Neste trabalho, tanto a modelagem como os algoritmos dela resul-
tantes foram implementados usando a linguagem Python, os pseudo-códigos serão
apresentados oportunamente.

1.5 Definição dos termos

Tendo em vista a natureza interdisciplinar do trabalho, esta seção contém um glos-
sário dos termos técnicos mais utilizados no decorrer do trabalho.
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Cadeia de Suprimentos ou Cadeia Logística: “Cadeia de Suprimentos con-
siste em todas as partes envolvidas, direta ou indiretamente, no cumprimento
de uma entrega a um cliente. A cadeia de suprimentos engloba não apenas
o produtor e os fornecedores, mas também os transportadores, os pontos de
armazenagem, os pontos de venda, e até os próprios clientes” [23].

Cadeia de Markov: é um processo estocástico no qual a probabilidade de tran-
sição para o próximo estado depende apenas do estado atual. Sistemas com
essa propriedade são também chamados de markovianos ;

Minas: local onde é feita a operação de extração do minério de ferro. Após a
extração, o minério é escoado pelos trens e levado para o embarque no porto;

Navegação Marítima: Transporte do minério por navio, do porto de origem até
uma região próxima ao cliente final;

Porto: onde o minério é armazenado até o carregamento nos navios. Durante a
armazenagem pode ocorrer a mistura de produtos básicos, gerando novas com-
posições de produtos comerciais;

Porto de Armazenagem Avançada: local próximo ao cliente final onde o miné-
rio pode ser descarregado e armazenado, aguardando a entrega aos clientes
finais. Durante a armazenagem pode ocorrer a mistura de produtos básicos,
gerando novas composições de produtos comerciais;

Transporte Ferroviário: meio de transporte usando o sistema ferroviário geral-
mente utilizado para levar o minério de ferro da mina até o porto onde será
embarcado nos navios.

Valor Presente Líquido: teoria financeira em que a mesma quantia em dinheiro
vale mais se recebida hoje do que no futuro. O valor do dinheiro reduz com o
passar do tempo. O valor total de um projeto é a soma dos resultados obtidos
em cada período, trazidos a valor presente, considerando um desconto que
aumenta para fluxos com prazos mais distantes.

1.6 Organização do texto

O texto está organizado da seguinte forma. O Capítulo 2 faz uma breve revisão
bibliográfica nas áreas de estudo definidas na Seção 1.2 apontando os caminhos a
serem seguidos por este trabalho. Partindo da fronteira do conhecimento atual, o
Capítulo 3 descreve o modelo e os algoritmos propostos. O Capítulo 4 apresenta os
resultados obtidos em um problema teórico, comprovando os ganhos obtidos com as
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metodologias propostas. E, para finalizar, o Capítulo 5 faz as análises finais e indica
os próximos passos para avanços do conhecimento.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Seguindo a linha de raciocínio apresentada na seção 1.1, a revisão bibliográfica irá
cobrir três áreas do conhecimento. Inicialmente, na seção “2.1 Aplicações de PO na
cadeia de mineração”, será feito um mapeamento das aplicações de PO na cadeia
de mineração, onde ficará claro até onde já se avançou neste tema. Este levanta-
mento indicará oportunidades na direção da otimização estocástica. Seguindo este
caminho, em seguida, na seção “2.2 Modelos estocásticos aplicados em logística”,
será colocado o foco em problemas de otimização estocástica aplicados à logística.
Serão comparadas as aplicações encontradas quando se abre o escopo para todas as
cadeias logísticas, com as encontradas na indústria da mineração. Espera-se mos-
trar claramente as oportunidades existentes relacionadas aos modelos de otimização
estocástica para cadeias de suprimentos, e assim identificar as lacunas e possibili-
dades de avanço na cadeia logística de mineração. Esta análise deixará claro que o
desenvolvimento de modelos MDP aplicados à cadeia de mineração é uma oportuni-
dade real de desenvolvimento de pesquisa. Para finalizar, na seção “2.3 MDP e seus
algoritmos de solução”, dada a complexidade da cadeia logística de mineração e a
já comentada maldição da dimensionalidade que assombra os MDP, será explorado
o estado da arte dos algoritmos e técnicas para solução destes problemas. Será a
partir desta fronteira do conhecimento que serão propostos os dois novos algoritmos
que ajudarão na solução do problema de otimização estocástica, envolvendo toda a
cadeia de mineração, usando MDP.

2.1 Aplicações de PO na cadeia de mineração

Para iniciar o mapeamento das aplicações de PO na cadeia de mineração, será usado
como base o trabalho realizado por LEITE et al. [1].

Os autores iniciam o trabalho analisando e dividindo a cadeia logística de mine-
ração em quatro elos até o cliente final. Eles apresentam os problemas mais comuns
abordados em cada um destes elos.
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Minas: englobam tantos os problemas em minas abertas quanto em minas sub-
terrâneas, tais como: modelos de arquitetura de minas (layout and design
models); problemas de planejamento e produção de minas (mine production
and scheduling problems); e modelos de alocação de equipamentos operacionais
(operational equipment allocation models).

Transporte Ferroviário: envolve os problemas de planejamento ferroviário (train
scheduling problems);

Porto: cobre os modelos de planejamento de pátio de armazenagem (stockyard plan-
ning models) e os modelos de roteirização de esteiras (conveyor routing models)
na área portuária;

Navegação marítima: engloba os modelos de planejamento e alocação de navios
(vessel allocation and scheduling models);

Eles também criam uma quinta categoria (cadeia de suprimentos) para os pro-
blemas que envolvem mais de um elo.

Cadeia de Suprimentos: envolve todas as aplicações que englobam mais de um
estágio da cadeia logística, tais como: problemas de planejamento de produção
da cadeia de suprimentos (supply chain production, planning and scheduling
problems); problemas de mistura (blending problems); e problemas de expansão
de capacidade (capacity expansion problems).

A Figura 2.1 mostra a ilustração da cadeia com seus elos. Os números entre pa-
rênteses mostram a quantidade de artigos pesquisados em cada uma das categorias.
É possível perceber que a maioria dos trabalhos se dedica a apenas um elo da cadeia,
em particular destaca-se a mina com 105 artigos. Apenas 88 pesquisas englobavam
mais de um elo da cadeia.

Figura 2.1: Classificação da Cadeia de Suprimentos da Mineração. Fonte: [1]

Em seguida, os autores detalharam o escopo dos 88 trabalhos que englobavam
mais de um elo na cadeia e constataram que apenas 1 englobava todos os quatro
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elos da cadeia de mineração [24] (Figura 2.2). Este panorama aponta que problemas
envolvendo todos os elos da cadeia de suprimentos da cadeia de mineração ainda
não são muito estudados e representam uma área a ser explorada.

[24–56]

[24, 26, 27,
57–65]

[24, 27, 35,
62, 65–68]

[24, 60, 65–
67, 69–72]

[73–111]

Figura 2.2: Análise dos Artigos que Englobam mais de um Elo da Cadeia. Fonte:
[1]

Outro recorte realizado pelos autores explorou a abordagem estocástica ao longo
das décadas. Apesar das diversas incertezas presentes na cadeia de mineração, como
por exemplo capacidades operacionais, custos de transporte, demanda e preço do
minério, a aplicação de modelos estocásticos é relativamente recente, tendo apresen-
tado crescimento nas últimas décadas, conforme mostra a Figura 2.3.

A Figura 2.4 mostra os modelos estocásticos encontrados em [1]. Entre os mo-
delos estocásticos mais usados encontram-se:

• Simulação Condicional (Conditional Simulation): É mais usada nos
problemas envolvendo o planejamento das minas. Nos modelos de arquitetura
de minas e nos problemas de planejamento e produção das minas, o mape-
amento do grau de pureza do minério em toda a mina é uma informação
fundamental para a otimização do problema. Por outro lado, não é viável
realizar a pesquisa geológica em toda a região da mina, ela é feita apenas em
alguns pontos espalhados. A simulação condicional é utilizada para inferir a
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Figura 2.3: Modelos determinísticos e estocásticos aplicados à indústria da minera-
ção. Fonte: [1]

[30, 36, 39,
40, 42, 47,
52, 53, 72,
98, 103,
111–119]

[38, 43, 44,
55, 74, 102,
103, 120–
123]

[81, 95–
97, 99–101,
107, 108,
115, 124]

[106, 108]
[50, 125–
127]

[51, 54, 65,
104, 128–
142]

Figura 2.4: Modelos estocásticos na cadeia da mineração. Fonte: [1]
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pureza da mina nos pontos não estudados, com base no resultados obtidos nos
pontos pesquisados. Com a simulação condicional, busca-se emular a incerteza
geológica através da geração de diversos cenários. Conforme a escavação da
mina avança e os valores reais são apurados, esses novos dados são utilizados
para atualizar a simulação condicional da região ainda não minerada [42, 117].

• Simulação de Eventos Discretos (Discrete Event Simulation - DES):
A maior parte dos trabalhos que fazem uso de DES é encontrada nos proble-
mas de roteirização de esteiras nos portos [65, 138]. Isto se deve à variação
nas configurações de porto, uma vez que cada sistema de esteiras possui uma
configuração própria e única, tornando a montagem de um modelo único ade-
quado a todos os portos inviável. A prática mais comum é o desenho de uma
modelagem DES específica para cada porto, onde é possível simular cenários
e apurar os tempos de fila e gargalos operacionais.

• Programação Estocástica de Dois Estágios (Two-Stage Stochastic
Programming - TSSP) ou Multiestágios (Multi-Stage Stochastic
Orogramming - MSSP): São usadas tanto nos problemas de planejamento
e produção de minas, quanto nos problemas de planejamento de produção da
cadeia de suprimentos sob incerteza, veja por exemplo [44, 55, 103, 120, 143].

• Programação Matemática com Restrições Probabilísticas (Chance-
Constraint Programming): É bastante usada para tratar o problema de
mistura, que envolve a elaboração de uma receita apropriada para o produto
final a partir das matérias primas disponíveis. Esta abordagem é mais efici-
ente para problemas com um único período (ou estágio) [115, 124] e enfrenta
dificuldades para problemas multi-períodos [108].

• Programação Linear por Intervalos (Interval Linear Programming):
Entre os modelos usados mais raramente, programação linear por intervalos
tem a desvantagem de apresentar seus resultados em intervalos [108], dificul-
tando seu entendimento e sua aplicação.

• Teoria de Filas (Queuing Theory): Também foram encontrados poucos
trabalhos envolvendo teoria de filas. A maioria está ligada aos modelos de
alocação de equipamentos operacionais [50, 125]. Devido à complexidade da
cadeia da mineração, é difícil deduzir analiticamente as equações da teoria de
filas e é mais fácil aplicar a DES.

Complementando a revisão bibliográfica realizada por LEITE et al. [1], foram
encontrados dois trabalhos envolvendo MDP e a indústria da mineração. ZHAO
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et al. [20] utiliza um MDP para resolver um problema de estoque gerido pelo forne-
cedor (vendor-managed inventory - VMI ), com horizonte infinito. O autor utiliza
o algoritmo de iteração de política. Este modelo é aplicado à cadeia logística de
uma empresa de carvão, com um depósito central e quatro armazéns avançados ao
longo do Rio Yangtze, na China. Ele não contempla as etapas iniciais da produção
(por exemplo: mina, ferrovia, porto) e também não trata o problema de mistura.
ARCHAMBEAULT [19] utilizou um MDP para a otimização do planejamento de
minas, se concentrando na etapa da extração. Em seu modelo, a sequência da ex-
tração dos blocos já está pré-definida, cabendo decidir a quantidade a ser extraída,
dependendo do preço de mercado no momento e da pureza prevista.

2.1.1 Conclusão

Após esta pesquisa sobre aplicações de PO na cadeia logística de mineração, foi
possível constatar que:

1. Devido à complexidade e ao tamanho global da cadeia logística da mineração,
há poucos trabalhos cobrindo todos os elos, das minas até os clientes finais;

2. Apesar de todas as incertezas existentes, a aplicação de modelos e algoritmos
de otimização estocástica cresceu apenas na última década. Mesmo com este
forte crescimento, ainda há diversos problemas não resolvidos que podem ser
explorados;

3. Parte do motivo para a predominância da modelagem determinística ocorre
em função da complexidade da cadeia da mineração, dificultando a implemen-
tação e a solução de problemas estocásticos. Entre os modelos estocásticos
já consagrados na literatura, constata-se que o uso de MDP é muito baixo,
também se apresentando como uma oportunidade a ser explorada.

Em função destas conclusões, na próxima seção, serão explorados os principais
modelos de otimização estocástica aplicados à logística. Confrontando os modelos
aplicados à todas as cadeias com os encontrados na cadeia de mineração, espera-se
que fique claro as oportunidade existentes a serem exploradas na cadeia de minera-
ção.

2.2 Modelos estocásticos aplicados em logística

Modelos estocásticos encontraram um terreno bastante fértil na logística. Há di-
versas aplicações de modelos estocásticos envolvendo os mais diversos tipos de pro-
blemas logísticos, desde decisões estratégicas, como planejamento de redes, até ati-
vidades operacionais do dia-a-dia, como roteirização. Como apontado na seção
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anterior, o foco desta tese está apontado para problemas logísticos envolvendo o
planejamento de cadeias logísticas com vários elos, tais como [144]: desenho de rede
logística (supply chain network design) [145–149], planejamento de produção (pro-
duction scheduling and planning) [150, 151] e controle de estoque (inventory control)
[6, 7, 152, 153]. Por este motivo, dentro de todas as modelagens disponíveis no uni-
verso da otimização estocástica [9], serão focados os modelos comumente aplicados
aos problemas acima: TSSP [154–157], MSSP [156, 157], MDP [4, 8, 10, 158–160],
RL [9, 17] e ADP [9, 18, 161, 162]. Cada um deles apresenta pontos positivos e ne-
gativos quando aplicados a problemas de planejamento de cadeias logísticas. Estes
pontos serão analisados com maiores detalhes nas próximas sub-seções.

2.2.1 Programação estocástica de dois estágios (two-stages

stochastic programming - TSSP)

A TSSP, como o próprio nome diz, assume que o problema pode ser dividido em
dois estágios, sendo o resultado total a soma dos resultados nos dois estágios. No
primeiro, deve-se tomar uma decisão (x), baseada nas informações existentes neste
momento (c, A, b eW ), que irá influenciar o cenário do segundo estágio. Entretanto,
parte das informações do segundo estágio (q(ξ), T (ξ) e h(ξ)) depende de uma variável
aleatória (ξ = ξ(ω)) que só será conhecida após a decisão do primeiro estágio e antes
da decisão do segundo estágio (y(ω)). O modelo clássico de TSSP pode ser escrito
como [154–157]:

min z = cTx+ Eξ{min q(ω)Ty(ω)}

(s.t.) Ax = b

T (ω)x+Wy(ω) = h(ω)

x ≥ 0, y(ω) ≥ 0

, onde Eξ{·} significa o valor esperado com relação à variável aleatória ξ.
Nos modelos de TSSP aplicados ao planejamento de rede logística, é comum

colocar o desenho da rede no primeiro estágio (localizações das unidades, investi-
mentos em capacidades, compra de equipamentos e etc.) e a operação (produção e
transporte dos produtos até o cliente final) no segundo estágio [163–169]. Nos pro-
blemas envolvendo planejamento de produção e gestão de estoques, diversos autores
definem o planejamento de produção como variável do primeiro estágio e as ações de
correção envolvendo gestão dos estoques, distribuição dos produtos e a apuração dos
desvios no segundo estágio [39, 52, 112, 170–179]. É possível misturar TSSP com
programação matemática com restrições probabilísticas, quando o planejamento en-
volve o problema da mistura [167]. Em trabalhos mais recentes, também encontra-se
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indicadores ambientais [164–166] e avaliação de risco [166, 173] na função objetivo.
Para avaliar os possíveis cenários para o segundo estágio, a técnica mais utilizada é
a aproximação do valor esperado da função de custo pela sua média amostral (sam-
ple average approximation). Enquanto [163, 167–169, 176] utilizam a simulação de
Monte Carlo, [179] utilizou a amostragem por hipercubo latino. Como exceções,
podemos citar [175], que utiliza a técnica de geração de cenários com o método de
preservação dos quatro primeiros momentos (moment matching) combinado com a
redução de cenários através da seleção de avanço acelerado (fast foward selection).

Na cadeia de mineração, a TSSP também é bastante utilizada no planejamento
de produção nas minas. Nesta modelagem, é comum que a decisão dos blocos a
serem minerados seja tomada no primeiro estágio, enquanto que a minimização dos
desvios, em função da incerteza na qualidade do minério, é feita no segundo está-
gio. Nestes problemas, diversos autores utilizam simulação condicional (conditional
simulation) para inferir a qualidade do minério em toda a área da mina, usando
como base os pontos onde foi feita a amostragem [38, 39, 52, 55, 112, 123, 174]. São
encontrados poucos trabalhos usando a TSSP que não estejam focados no planeja-
mento de produção nas minas. Um exemplo é o modelo não linear desenvolvido por
ZHANG e DIMITRAKOPOULOS [103, 180], que com uma abordagem mais ampla,
define a capacidade dos sistemas de transportes no primeiro estágio e as variáveis
operacionais no segundo. Esse modelo é interessante pois abrange a cadeia logística
das minas até os clientes finais, os quais são categorizados como clientes de contrato
ou clientes spot. Também são consideradas diversas incertezas no modelo, tais como:
capacidade de produção, custo operacional, produtividade e qualidade nas plantas,
qualidade na armazenagem, custo de transporte, preço final de venda e demanda.

Há diversos algoritmos para solução de modelos de TSSP porém o mais encon-
trado nesta pesquisa foi o algoritmo de decomposição acelerada de Benders (acce-
lerated Benders decomposition - ABD) [181]: [163, 164, 169, 178]. Este algoritmo
é combinado com relaxação lagrangeana em [164]. Outro algoritmo encontrado foi
aproximações externas (outer approximation algorithm) [170]. Para acelerar a con-
vergência, alguns autores utilizam diversas heurísticas e meta-heurísticas, tais como:
ad hoc [103, 179, 180], busca de colônia de vírus (virus colony search) [166], enxame
de partículas (particle swarm) [38, 55], evolução diferencial (differential evolution)
[38, 55], heurística de concentração (heuristic concentration) [168], proteção pro-
gressiva (progressive hedging) [123] e recozimento simulado (simulated annealing -
SA) [38, 39, 55, 112, 174].

De forma resumida, é possível constatar que a TSSP é bastante utilizada em
problemas de otimização estocástica envolvendo planejamento logístico, incluindo
a cadeia da mineração. O grande motivador da utilização desta modelagem é a
facilidade de implementação e solução, principalmente através da ABD, dado que
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o problema envolve apenas dois estágios. Entretanto, esta mesma facilidade serve
como limitação pois a TSSP não é aplicável em problemas com múltiplos estágios e
longos horizontes de tempo.

2.2.2 Programação estocástica de multi-estágios (multi-

stages stochastic programming - MSSP)

Seguindo a mesma lógica da TSSP e tentando contornar a limitação de apenas
dois estágios, a MSSP permite que os problemas tenham diversos estágios (t ∈
{1, 2, · · · , H}) em que deve-se tomar decisões sob incerteza. No primeiro estágio (t =

1) parte das informações são conhecidas (c1, Wt e h1) quando é tomada a primeira
decisão (x1). A partir do segundo estágio (t ∈ {2, 3, · · · , H}), antes da tomada de
decisão (xt(ωt)), uma evento aleatório ocorre dando origem à uma variável aleatória
(ξ = ξ(ω)) que irá influenciar as informações disponíveis naquele estágio (ct(ω),
ht(ω) e Tt−1(ωt)). Normalmente, são utilizadas árvores de decisão para representar
as incertezas em cada estágio do modelo, fazendo com que a quantidade de cenários
cresça exponencialmente com o aumento dos estágios, que também pode ser visto
na modelagem clássica de MSSP proposta em [156, 157]:

min z = cT1 x1 + Eξ2{min c2(ω)Tx2(ω2)+ ...+ EξH{min cH(ω)TxH(ωH)}...}

(s.t.) W1x1 = h1,

T1(ω2)x1 +W2x2(ω2) = h2(ω),

...
...

TH−1(ωH)xH−1(ωH−1) +WHxH(ωH) = hH(ω),

x1 ≥ 0;xt(ωt) ≥ 0, t = 2, ..., H

Usando a modelagem MSSP para problemas de desenho de rede logística, muitos
autores colocam as decisões de montagem da infra-estrutura da rede no primeiro
estágio e as decisões de operação logística nos demais estágios [182–184]. Entretanto,
é possível trabalhar com horizontes mais longos entre os estágios e permitir que as
decisões estratégicas ocorram em todos eles [111]. Nos problemas de planejamento
de produção e gestão de estoques, os modelos de MSSP permitem que em diversos
horizontes de tempo sejam tomadas decisões de planejamento operacional que serão
avaliadas após o conhecimento das variáveis aleatórias, normalmente associadas à
demanda [185–190].

Há poucas aplicações de modelos de MSSP na indústria da mineração. Provavel-
mente devido ao aumento exponencial da complexidade. Apenas um artigo aplicou
o MSSP no planejmaneto de produção nas minas [191], usando como base o artigo
[55]. Os outros dois artigos encontrados já não entram no detalhamento da extração
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nas minas. ARIGONI [102] utilizaram a MSSP para otimizar o custo de compra
de carvão em uma usina termo-elétrica norte americana. Cada estágio representa
um ano de operação e as decisões são operacionais (volumes de compra, de produ-
ção e de estoques), considerando incerteza no preço do carvão. REUS et al. [143]
construíram um modelo que, além da aleatoriedade do preço, também considera a
possibilidade de acidentes e incidentes.

Assim como na TSSP, alguns autores trabalham com simulação Monte Carlo
[102, 182] ou hipercubo latino [183] para gerar os possíveis cenários. Também há
diversos trabalhos que utilizam o algoritmo de ABD [183, 184]. Além disso, foram
encontrados algoritmos de relaxação Lagrangeana [111] e metaheurísticas tais como:
busca variável de vizinhança (variable neighborhood search - VNS ) [188, 191], MSDV
(multi-objetivo baseado no algoritmo de evolução diferencial auto-adaptativa - self-
adaptive differential evolution) [188], programação dinâmica estocástica (stochastic
dynamic programming) [187] e SA [191]

O algoritmo de programação dinâmica dual estocástica (Stochastic Dual Dyna-
mic Programming - SDDP) desenvolvido por PEREIRA e PINTO [192] vem obtendo
ótimos resultados nos problemas de planejamento energético, até para horizontes
mais longos [192–196]. O SDDP aproxima as funções de custo esperado da progra-
mação dinâmica estocástica (stochastic dynamic programming) através de funções
lineares por partes, obtidas através das soluções duais dos problemas de otimização
em cada estágio. O uso do SDDP em logística não é tão difundido [190, 197] e foi
localizado apenas um trabalho aplicando este algoritmo à cadeia logística de mine-
ração [143]. Apesar de todos os ótimos resultados obtidos até o momento, o SDDP
apresenta duas limitações importantes para que haja garantia da otimalidade global
do resultado: sua função objetivo precisa ser convexa e suas variáveis de decisão de-
vem ser contínuas, não podendo ser binárias ou inteiras. Recentemente, foi proposta
uma alternativa para sua aplicação em problemas com variáveis binárias (Stochastic
Dual Dynamic integer Programming - SDDiP) [198]. Os resultados apontados pelos
autores são bastante promissores, mas ele ainda precisa ser testado e diferentes tipos
de problemas.

Pode-se concluir que a grande dificuldade em se trabalhar com modelos de MSSP
é o aumento exponencial de cenários relacionados ao aumento de estágios. Desta
forma, é difícil encontrar exemplos de aplicação em problemas com longos horizontes
de tempo ou com horizontes infinitos. A Tabela 2.1 mostra a quantidade de estágios
utilizadas nos trabalhos pesquisados. Os trabalhos com maior horizonte utilizam o
SDDP, porém este apresenta a limitação da função objetivo ser convexa e as variáveis
necessitarem ser contínuas.
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Qtd. Estágios Trabalhos
3 [185, 188]
4 [183, 186]
5 [102]
7 [111]
8 [182]
9 [187]
10 [192]
12 [197]
15 [143]
20 [191]
30 [189]
50 [190]
60 [194, 196]
84 [195]

Tabela 2.1: MSSP: Quantidade de estágios nos artigos pesquisados

2.2.3 Processos de decisão markovianos (Markov decision

processes - MDP)

Processos de decisão markovianos é uma abordagem desenvolvida especialmente
para a solução de problemas com decisões sequenciais, em especial aqueles envol-
vendo um longo horizonte de tempo, onde busca-se uma política de ações, baseadas
no estado atual do sistema, que otimize a sua resposta, considerando os ganhos pre-
sentes e futuros [4]. Considere um sistema dinâmico com tempo discreto, podendo
ser infinito (t ≥ 0 e t ∈ T , onde T é o conjunto de todos os períodos possíveis). Em
cada período t, o tomador de decisão observa o estado do sistema (st = s ∈ S, onde
S é o conjunto de todos os estados possíveis para o sistema) e escolhe uma decisão
(at = a), dentre o conjunto de decisões possíveis para o estado s (A(s)), que está
contido no espaço de todas as decisões (A): at = a ∈ A(s) ⊂ A.

Ao aplicar a ação a, o sistema sofre uma transição dependente da variável ale-
atória ξt, que representa as incertezas do modelo, do estado s para um novo es-
tado s′ (st+1 = s′ ∈ S), cuja probabilidade é p(s′|s, a) independente de t. Por
ser uma função de probabilidade indexada, tem-se que p : S × A × S → [0, 1] e∑
s′∈S

p(s′|s, a) = 1, ∀s ∈ S e ∀a ∈ A(s). Desta forma, podemos descrever o estado

seguinte através da seguinte função de transição:

st+1 = f(st, at, ξt). (2.1)

Além da transição para o estado s′, ao se aplicar a ação a estando no estado
s, em cada período é obtida uma recompensa r(s, a, s′), determinada pela função
r : S × A × S → R, com limites inferiores e superiores e independente de t. É
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possível calcular a recompensa esperada dependente apenas de s e a:

r(s, a) =
∑
s′∈S

r(s, a, s′)p(s′|s, a). (2.2)

Para um MDP com horizonte finito, rN(st=N) é a recompensa final ao atingir o
estado st no último período (t = N).

Estando o sistema no estado s, a função de custo (V (s)), que será maximizada,
é construída usando as recompensas esperadas obtidas em cada período (r(s, a)).
Considerando problemas com horizonte infinito, há três principais formas de se ava-
liar a função de custo, sendo a recompensa total descontada esperada o critério de
otimalidade mais aplicado e estudado [4].

1. Recompensa Total Esperada: Representa a soma de todas as recompensas
obtidas até t = ∞ períodos de tempo, conforme a Equação (2.3). Em alguns
casos, esse limite pode não existir. Quando o limite existe, é possível calcular
V (s) conforme a Equação (2.3).

V (s) ≡ lim
N→∞

Es

{
N∑
t=1

r(st, at)

}
. (2.3)

2. Recompensa Total Descontada Esperada: Representa o cálculo do valor pre-
sente de todas as recompensas esperadas até t = ∞ períodos de tempo, con-
siderando um fator de desconto 0 ≤ λ < 1 por período. É calculada conforme
a Equação (2.5). Se r(s, a) for limitado conforme a Equação (2.4), o limite da
Equação (2.5) existe e é possível calcular V (s) conforme a Equação (2.6).

sup
s∈S; a∈A

|r(s, a)| <∞, (2.4)

V (s) ≡ lim
N→∞

E

{
N∑
t=1

λt−1r(st, at)

}
, (2.5)

V (s) = E

{
∞∑
t=1

λt−1r(st, at)

}
. (2.6)

3. Ganho ou recompensa médios : Representa a recompensa média quando o sis-
tema atinge o estado de equilíbrio, conforme a Equação (2.7), quando esta
equação tem solução:

V (s) ≡ lim
N→∞

1

N
E

{
N∑
t=1

r(st, at)

}
. (2.7)
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Como já foi dito inicialmente, o objetivo final do MDP é obter uma regra de
decisão para todos os períodos (dt) que maximize a função de custo. Para sistemas
markovianos, nos quais as probabilidades de transição e as recompensas dependem
exclusivamente do estado atual s, não dependendo de t ou de estados anteriores st−n,
é provado que as regras de decisão determinísticas e dependentes exclusivamente do
estado s são capazes de maximizar o sistema (d : S → A) [4, 10]. Definindo política
(π = {dt=1, dt=2, . . .}) com uma sequência de regras de decisão e Π o conjunto de
todas as políticas disponíveis, o sistema pode ser maximizado através de uma política
de controle estacionário π ∈ Π, π = {d, d, . . .} e πt(s) = π(s) = d(s).

Considerando a função de custo como a Recompensa Total Descontada Esperada
para problemas com horizonte infinito, o seu valor, aplicando-se a política π (V π(s)),
pode ser calculado como:

V π(s) = Eπ

{
+∞∑
t=0

λtr(st, π(st))|s0 = s

}
, ∀s ∈ S. (2.8)

O objetivo final do MDP é achar a política π∗ ∈ Π que maximiza a função de
custo para cada estado s ∈ S, obedecendo as Equações (2.1) e (2.2):

V ∗(s) = V π∗(s) = max
π∈Π

V π(s),∀s ∈ S.

π∗ = arg max
π∈Π

V π(s),∀s ∈ S.

Analisando a Equação (2.8), ela pode ser reescrita como:

V π(s) = r(s, π(s)) + λEπ

{
+∞∑
t=1

λt−1r(st, π(st))|s1 = s′

}
,∀s ∈ S. (2.9)

Entretanto, pela própria Equação (2.8) tem-se que:

Eπ

{
+∞∑
t=1

λt−1r(st, π(st))|s1 = s′

}
= V π(s′),∀s′ ∈ S. (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9), chega-se a equação recursiva de Bellman:

V π(s) = r(s, π(s)) + λV π(s′),∀s e s′ ∈ S. (2.11)

Utilizando a notação vetorial e considerando que:

• vπ (vetor da função de custo): vetor com dimensão |S|, em que cada elemento
representa o valor esperado da função de custo para cada estado, aplicando-se
a política π;
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• rπ (vetor de recompensas): vetor com dimensão |S|, em que cada elemento
representa a recompensa esperada em t + 1 para cada estado, aplicando-se a
politica π;

• P π (matriz de probabilidades de transição): matriz com dimensão |S| × |S|,
em que cada elemento representa a probabilidade de transição do estado s = i

para os estado s′ = j, aplicando-se a politica π, onde i são as linhas e j as
colunas da matriz.

• I: matriz identidade.

Continuando a trabalhar com a Recompensa Total Descontada Esperada, é pos-
sível escrever a equação de Bellman de forma vetorial como [4]:

vπ = rπ + λP πvπ (2.12)

Sendo possível isolar o vetor da função de custo:

vπ(I − λP π) = rπ (2.13)

vπ = (I − λP π)−1rπ (2.14)

Esses resultados (equações (2.12) e (2.14)) são bastante utilizados no principais
algoritmos para resolver MDP com Recompensa Total Descontada Esperada.

Apesar do sucesso obtido em diversas aplicações, o MDP possui algumas limita-
ções, tais como:

• Intervalo de tempo discreto: em sua modelagem original, os MDP assumem
intervalos de tempo discretos e com mesmo tamanho. Entretanto, através dos
semi-Markov decision processes - SMDP é possível modelar o tempo continu-
amente e as decisões podem ser tomadas toda vez que houver uma mudança
de estado no sistema. Os tempos entre mudanças no sistema são variáveis
aleatórias que dependem do estado e das ações tomadas.

• Ações e estados discretos: os espaços de estados e ações não são contínuos.
A metodologia mais comum para adaptar espaços contínuos é a discretização.
Para melhorar a precisão, utiliza-se intervalos menores, aumentando a quanti-
dade de estados e ações discretas. Esta solução, por outro lado, acaba levando
à maldição da dimensionalidade (ver abaixo). Outra alternativa é modelar
esses espaços de estados e ações através de funções aproximadas. Essa me-
todologia é conhecida como programação dinâmica aproximada (approximate
dynamic programming - ADP), que será tratada com mais detalhes na Seção
2.2.5.
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• Maldição da dimensionalidade: Os principais algoritmos de solução dos MDP
têm seus tempos computacionais aumentados exponencialmente quando os
espaços de estados e ações aumentam. Este fato, torna-se a principal barreira
para aplicação de MDP em problemas com grande complexidade. Até hoje,
buscam-se algoritmos que ajudem a contornar esse problema. Na Seção 2.3
será feita uma revisão do progresso já obtido até hoje.

Maiores detalhes sobre MDP e SMDP, incluindo suas limitações, podem ser
obtidos em [4, 8, 10, 158–160].

Voltando para o foco em problemas de otimização estocástica em cadeias de
suprimentos, MDP podem ser aplicados em diversos problemas. Os mais recorrentes,
e que serão objeto de foco neste trabalho por envolverem mais de um elo da cadeia,
são aqueles relacionados à: gestão de estoques e planejamento de produção. É
possível encontrar revisões bibliográficas específicas sobre estes temas [199, 200].
Apesar de não ser o foco desta tese, há aplicações de MDP em outros tipos de
problemas envolvendo logística, tais como: consolidação de carga [201], terceirização
de logística reversa[202] e definição de políticas de preços [203, 204].

No planejamento de produção, utiliza-se MDP para decidir as próximas ações
dos equipamentos produtivos, baseado nos estoques, nas filas e no que está sendo
fabricado no momento da decisão, considerando as incertezas na demanda e no
próprio processo produtivo. YIH e THESEN [205] aplicam a modelagem SMDP
para definir o deslocamento dos produtos através de esteiras entre as estações de
trabalho. ARRUDA e DO VAL [161] definem as ações de uma única máquina,
que trabalha em lotes, sendo capaz de realizar todas as etapas na fabricação de
diversos produtos. Na indústria da mineração, conforme já citado na Seção 2.1,
ARCHAMBEAULT [19] utilizou um MDP para a otimização do planejamento de
produção das minas. Seu modelo, além de cobrir apenas a etapa de extração do
minério, considera que a sequência dos blocos já está pré-definida, tratando apenas
a decisão de produção ou postergação dos mesmos.

Entre todos os problemas logísticos, MDP é bastante aplicado na gestão de es-
toques, apresentando ótimos resultados. Na modelagem mais básica, a variável de
estado é composta pelo nível do estoque de cada produto em cada elo da cadeia. A
decisão a ser tomada é a compra, ou fabricação, de novos produtos considerando a
incerteza na demanda. Além da incerteza na demanda, também é possível consi-
derar outras variações tais como a chegada de produtos e perecibilidade [206, 207].
A recompensa engloba o custo de aquisição, ou de fabricação, de estocagem e a
receita de venda. Em seu livro clássico, PUTERMAN [4] já apresenta um exemplo
simples de gestão de estoques. Dado a eficácia da aplicação de MDP para esse tipo
de problema, diversos autores usam-no para provar a otimalidade de políticas de
estoques, em especial a (s, S) (onde s é o nível do estoque mínimo para a efetivação
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de um pedido e S o nível de estoque máximo admitido). FEINBERG e LEWIS [208]
provam a otimalidade desta política para problemas que incluem pedidos pendentes
e FLEISCHMANN e KUIK [209] para problemas com possibilidade de retorno de
mercadorias. Ainda analisando a política (s, S), BIJVANK et al. [210] provam que
ela não é ótima quando há vendas perdidas e o autor propõe uma política (s, S) mo-
dificada. Como citado anteriormente, um dos principais problemas enfrentados pelos
MDP quando aplicado a cadeias mais complexas é a maldição da dimensionalidade.
Além da busca por algoritmos mais eficientes (que será visto na Seção 2.3), outra al-
ternativa encontrada é trabalhar na modelagem. Em vez de considerar a quantidade
total de produto como estado do sistema, SUN et al. [211] dividem esta quantidade
em duas variáveis: a quantidade de referência, calculado no período anterior, e a
quantidade adicional. Trabalhando com um exemplo da indústria siderúrgica, os
autores provam que a metodologia usada reduz o espaço de estados, acelerando a
convergência do modelo. Na indústria da mineração, conforme já citado na Seção
2.1, ZHAO et al. [20] utilizaram um MDP para resolver um problema de VMI na
cadeia de suprimentos de carvão com dois elos (depósito central e subsidiárias).

Como é possível observar, apesar de ter bastante sucesso no planejamento de
produção e na gestão de estoques, os trabalhos com MDP normalmente são aplica-
dos a cadeias de suprimentos pequenas com poucos elos. A principal causa desta
limitação é a maldição da dimensionalidade, dado que o aumento da complexidade
da cadeia logística significa aumento dos espaços de estados e ações. Algoritmos
que ajudem a solucionar esse problema contribuirão na difusão e popularização do
MDP. Na Seção 2.3 serão abordados os principais algoritmos usados para solução
de MDP, sinalizando os avanços já obtidos e suas limitações.

2.2.4 Aprendizado por reforço (reinforcement learning - RL)

Seguindo a modelagem de decisões sequenciais utilizada no MDP para maximização
da recompensa total descontada esperada, o RL sugere uma outra abordagem para a
solução. Em vez de utilizar a Equação de Bellman (2.11) para atualizar a função de
custo para todos os estados em cada iteração, o RL propões que o aprendizado ocorra
a medida que o agente interaja com o meio-ambiente. Desta forma, o RL consegue
duas importantes reduções na análise do espaço de estados. Primeiramente, em cada
iteração, apenas o valor do estado atual é atualizado. O algoritmo aposta que os
estados mais importantes serão os mais visitados, e por isso terão uma aproximação
mais acurada para suas funções de custo. A segunda vantagem é que ele não trabalha
com todas as transições possíveis partindo do estado s e tomando a ação a, pois
utiliza apenas a informação da transição observada para o estado s′. A solução
obtida pelo RL é uma solução aproximada, já que apenas os estados visitados são
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atualizados. Como o aprendizado é feito através de tentativa e erro interagindo com
o próprio sistema, o RL é bastante aplicado quando as probabilidades de transição
ou as recompensas não são conhecidas previamente [9, 17].

No RL, o cálculo da função de custo através da Equação de Bellman (2.11) é
substituído pelos fatores Q (Q-factors). Os fatores Q (Q(s, a)) aproximam o custo
de estar no estado s e tomar a ação a (Q : S × A→ R):

Q(s, a) := (1− α)Q(s, a) + α

{
r(s, a, s′) + λ max

a∈A(s′)
Q(s′, a)

}
onde α é a taxa de aprendizagem (0 < α ≤ 1).
Uma das aplicações de maior sucesso da técnica de aprendizado por reforço (RL)

é no planejamento de produção, mais especificamente no planejamento dinâmico
de estações de trabalho (dynamic job shop scheduling). Assim como no MDP, as
variáveis de estado normalmente englobam os estoques, as filas de espera e o que está
sendo produzido no momento. Em quase todos os trabalhos, a chegada dos novos
pedidos é incerta, porém outras variações como a quebra de equipamentos [212]
podem ser inseridas. Os problemas mais simples envolvem uma única estação de
trabalho [213] e os mais complexos modelam diversas estações que realizam etapas
do processo produtivo [214, 215]. Seguindo uma modelagem similar, o RL também
pode ser usado no planejamento de serviços [216].

Dada sua modelagem semelhante ao MDP e seu sucesso na solução de proble-
mas mais complexos, RL também é bastante aplicado a problemas de gestão de
estoque em cadeias de suprimentos com vários elos [217–219]. Nesses problemas,
normalmente a variável de estado é a quantidade em estoque em cada componente
da cadeia, mas outras informações podem ser consideradas, tais como o tempo de
validade dos produtos [219]. A decisão quase sempre encontrada é a quantidade de
produto a ser pedida para repor seu estoque, em cada elo, contudo é possível incluir
decisões sobre o meio de transporte [218]. Além da incerteza na demanda, outras
variações podem ser consideradas tais como: taxa de câmbio [218], tempo de pro-
dução [218, 220] e tempo de transporte [218, 220]. Assim como ocorre com o MDP,
alguns autores utilizam o RL para avaliar políticas de estoque, obtendo sucesso em
cadeias maiores [220–222].

Apesar dos esforços, não foram encontrados trabalhos de RL no planejamento
de cadeia logística da indústria da mineração. Em compensação, foram encontrados
trabalhos na indústria de óleo e gás, que também possui uma cadeia de suprimentos
complexa e global. Além de modelar a gestão de estoques, é comum também a
otimização do planejamento de produção, o que causa um aumento na complexidade
dos modelos. [223] propôs uma abordagem que combina simulação baseada em
agentes e aprendizado por reforço (learning-agent-based model), englobando toda a
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cadeia de valor. Neste modelo, cada agente da cadeia avalia seu estado baseado
nas informações dos agentes em sua vizinhança. Com base nessas informações,
o mesmo agente toma decisões que impactarão o sistema e os agentes vizinhos.
Essa abordagem foi utilizada também para o controle de redes de filas em [224].
Já em [225] o modelo combina decisões estratégicas (compra de petróleo bruto) e
operacionais aplicadas a uma refinaria. As primeiras são obtidas a partir de um
modelo de MDP, ao passo que as últimas resultam de um modelo de MSSP que
opera numa escala de tempo mais rápida. As variáveis de estado do MDP são os
níveis de estoque e de preços e as incertezas estão nos preços do óleo cru e dos
produtos acabados.

Resumindo, é possível observar que os algoritmos de RL são bastante utilizados
em problemas complexos envolvendo cadeias logísticas com vários elos. Seu sucesso
se deve à obtenção de boas soluções para problemas computacionalmente intratáveis
por meio de algoritmos clássicos de MDP. Entre as desvantagens dos algoritmos
de RL estão a solução sub-ótima e a necessidade de um período de testes para
aprendizado. Esse período de testes exige que no início sejam testadas soluções
aleatórias não-ótimas. Somente após um período de aprendizado é que o modelo
passa a fornecer boas respostas.

2.2.5 Programação dinâmica aproximada (approximate dyna-

mic programming - ADP)

Como mencionado na Seção 2.2.3, os modelos de MDP enfrentam dificuldades
quando o número de estados, a quantidade de ações e o número de possíveis transi-
ções crescem. Uma das alternativas para tentar contornar este problema é utilizar
funções paramétricas aproximadas. O ADP continua utilizando a modelagem MDP
para problemas com decisões sequenciais, porém utiliza funções paramétricas apro-
ximadas para:

• Função de custo: em vez de atualizar a função de custo para cada estado
(V (s)), estima-se uma aproximação (V̂ (s,w)) onde atualiza-se apenas o vetor
de parâmetros (w).

V̂ (s,w) ≈ V π(s) (2.15)

onde w ∈ Rd é o vetor de pesos da função de custos paramétrica aproximada.

• Política: em vez de atualizar a política para cada estado (π(s)), estima-se uma
aproximação (π(a|s,θ)) para a probabilidade da ação a ser tomada dado que
o sistema está no estado s, e atualiza-se apenas o vetor de parâmetros (θ).

π(a|s,θ) = p {at = a|st = s,θt = θ} (2.16)
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onde θ ∈ Rd′ é o vetor de pesos da função de política paramétrica aproximada.

Com as funções paramétricas aproximadas, reduz-se o esforço computacional
pois apenas os vetores de pesos precisam ser atualizados (w,θ) [9, 18, 161, 162].

Dados os bons resultados obtidos para problemas mais complexos, há diversas
aplicações de ADP para problemas de planejamento de produção e serviços. Como
utiliza a mesma modelagem MDP, a variável de estado normalmente engloba a
situação das estações de trabalho e as filas de atendimento. A incerteza usualmente
está na demanda [216, 226–230].

Na gestão de estoques, a modelagem tradicional continua considerando os níveis
de estoque e os produtos em trânsito como as principais variáveis de estado utilizadas
para a tomada de decisão dos pedidos de reposição de estoques, com incerteza na
demanda [231, 232]. Também não foram encontradas aplicações de ADP na indústria
da mineração. Na indústria de óleo e gás, foi encontrada uma aplicação otimizando
o fornecimento global de petróleo [233].

Foi possível observar que ADP é uma alternativa para a maldição da dimen-
sionalidade, a qual pode ser aplicada a problemas bastante complexos de forma a
produzir boas soluções sub-ótimas em tempos computacionais razoáveis. O ponto
negativo dessa metodologia é exatamente o fato de que as soluções fornecidas são
sub-ótimas, dado que ela utiliza aproximações da função de custo ou de política.
Ademais, como é difícil atestar a qualidade das aproximações à priori, também não
se pode garantir que a solução obtida seja de boa qualidade.

2.2.6 Conclusão

Analisando a aplicação de modelos estocásticos em cadeias de suprimentos, prin-
cipalmente nos problemas de planejamento de produção e gestão de estoques, é
possível concluir que:

1. O TSSP é bastante utilizado porém tem como grande limitador trabalhar
apenas com dois estágios;

2. Apesar de resolver a limitação dos dois estágios, o MSSP tem sua complexidade
bastante aumentada para longos horizontes de tempo. O SDDP consegue
contornar esse aumento de complexidade, mas apenas para problemas com
função objetiva convexa e variáveis contínuas;

3. O MDP possui bastante sucesso, principalmente considerando longos horizon-
tes de tempo. Entretanto, perde eficiência computacional quando aplicado a
cadeias grandes e complexas.
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4. Também usando a modelagem MDP para problemas com decisões sequenciais,
tanto o RL quanto a ADP são soluções bastante aplicadas em cadeias comple-
xas. A grande desvantagem dessas abordagens são suas soluções sub-ótimas.

Comparando esses algoritmos com a realidade da indústria da mineração,
percebe-se que seus longos horizontes de tempo, bem como sua natureza de de-
cisões sequenciais, indicam a utilização da abordagem MDP, que pode ser resolvida
com seus algoritmos tradicionais ou RL ou ADP. Esses algoritmos serão aprofun-
dados na próxima seção. Espera-se mapear até onde já se avançou para contornar
a maldição da dimensionalidade e ter uma indicação de novos caminhos possíveis,
tornando mais eficiente a aplicação do MDP à cadeia de mineração.

2.3 MDP e seus algoritmos de solução

Como já foi dito anteriormente (seções 1.1 e 2.2.3), MDP são bastante utilizados em
problemas de gestão de estoques para modelar decisões de produção e de estocagem
(inventory management problems). Entretanto, modelos MDP perdem eficiência
computacional a medida que aumenta a quantidade de estados e ações. Nesta seção,
serão estudados os algoritmos existentes para se obter a solução ótima em problemas
com horizonte infinito. Espera-se que essa análise abra caminho para novas oportu-
nidades de melhoria, viabilizando a aplicação de MDP em cadeias complexas como
a da mineração. Como também já foi informado na Seção 2.2.3, o função de custo
mais usada é a recompensa total descontada esperada [4], sendo assim, as avaliações
dos algoritmos serão concentradas no uso dessa função.

2.3.1 Iteração de política (policy iteration - PI )

O algoritmo de iteração de política rivaliza com o de iteração de valor pelo posto
de algoritmo clássico para a solução de MDP. No algoritmo de iteração de política,
inicia-se com a escolha de uma política qualquer (πn), onde n representa a iteração
percorrida pelo algoritmo. Em seguida, obtém-se a função de custo dessa política
nesta iteração n (vn) por meio do passo de avaliação de política, baseado na Equação
(2.14). Utilizando essa atualização da função de custo, obtém-se então uma nova
politica através de um passo de melhoria de política, que escolhe a ação que maximiza
a recompensa total a partir de cada estado s ∈ S, Equação (2.17). Retorna-se
então ao passo de avaliação de política se o critério de parada não for satisfeito. O
algoritmo termina quando a função de custo da nova política coincide com aquela
da política anterior, o que significa que a política ótima foi encontrada. O pseudo-
código do procedimento está detalhado no Algoritmo 1 abaixo.
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Algoritmo 1: Iteração de Política
Entrada: Defina n = 0 e escolha π0 ∈ Π.
Saída: A solução ótima para o vetor da função de custo v∗, e a política

ótima estacionária π∗
1 repita

Passo de avaliação de política
2 Calcule vn:

(I − λP πn)vn = rπn

Passo de melhoria de política
3 Escolha πn+1 (sendo possível, escolha πn+1 = πn):

πn+1 ∈ arg max
π∈Π
{rπ + λP πvn} (2.17)

n← n+ 1
4 até πn = πn−1;
5 Defina π∗ = πn e v∗ = vn
6 retorna v∗, π∗

Buscando melhorar a performance, principalmente o tempo computacional, al-
guns autores desenvolveram variações para o algoritmo PI. CHANG [21] considera
um conjunto de políticas, em vez de apenas uma, a cada passo de avaliação de po-
lítica. O conjunto contém a melhor política calculada na iteração anterior, além
de políticas sorteadas aleatoriamente. Desta forma, o autor introduz uma possibili-
dade de melhoria de política no passo que originalmente fazia apenas avaliação. O
algoritmo foi denominado de iteração de conjunto de políticas (policy set iteration -
PSI ). Buscando facilitar a avaliação da política e evitando o cálculo de inversão de
matrizes, BERTSEKAS [234] utiliza um número finito de iterações de valores (ver
Seção 2.3.2) nesta etapa, criando um algoritmo modificado chamado de iteração de
política-λ (λ-policy iteration).

Entre os trabalhos pesquisados aplicando MDP em cadeias logísticas, é possível
encontrar alguns poucos exemplos de aplicação do algoritmo de PI. ARCHAMBE-
AULT [19] aplica o algoritmo de PI original. YIH e THESEN [205] utilizam um
procedimento empírico para reduzir o tamanho dos estados e da matriz de probabi-
lidades de transição. Os autores fazem a redução consultando pessoas experientes
no problema modelado e considerando apenas os estados e transições mais relevan-
tes. ZHAO et al. [20] utilizam um procedimento de eliminação de ações na etapa de
busca pela nova política ótima, após a avaliação da política anterior.

O grande problema do PI é o cálculo da função de custo por meio de inversão de
matriz, passo 2 do Algoritmo 1. Esse cálculo consome muito tempo computacional e
faz uso extensivo de memória, sendo inviável para problemas muito complexos. Por
esse motivo não são encontradas muitas aplicações deste algoritmo puro e alguns
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autores usam procedimentos para redução da complexidade do problema, mesmo
que assim percam a garantia da solução ótima.

Dentre as variações propostas para o PI, o PSI apresenta uma alternativa inte-
ressante na tentativa de redução da quantidade de passos de melhoria de política,
e consequentemente reduzindo a busca no espaço de ações. Melhorias no passo de
avaliação modificado, que aumentem a quantidade de políticas testadas sem com-
prometer o tempo computacional, podem apresentar bons resultados e indicam o
caminho a ser seguido neste trabalho.

2.3.2 Iteração de valor (value iteration - VI )

O primeiro autor a desenvolver o algoritmo de VI foi BELLMAN [8]. O algoritmo
usa a Equação (2.18), baseada na Equação de Bellman na forma vetorial (2.12),
para atualizar o cálculo da função de custo (vn) para a iteração n. O pseudo-código
para o VI está detalhado no Algoritmo 2. O algoritmo é interrompido quando a
modificação na função de custo é considerada insignificante, passo 3 do Algoritmo
2.

vn+1 := max
π∈Π
{rπ + λP πvn} (2.18)

Algoritmo 2: Iteração de Valor
Entrada: Defina n = 0 e escolha v0 e ε > 0.
Saída: A solução ótima para o vetor da função de custo v∗, e a política

ótima estacionária π∗
1 repita
2 Para cada s ∈ S, calcule vn+1(s) conforme:

vn+1(s) := max
a∈As

{
r(s, a) +

∑
s′∈S

λp(s′|s, a)vn(s′)

}
(2.19)

n← n+ 1
3 até ‖vn − vn−1‖ < ε;
4 Para cada s ∈ S, escolha:

π(s) ∈ arg max
a∈As

{
r(s, a) +

∑
s′∈S

λp(s′|s, a)vn(s′)

}

5 Defina π∗ = π e v∗ = vn
6 retorna v∗, π∗

Também buscando a otimização do tempo computacional, vários autores propu-
seram variações para o VI. Em 2001, [235] utilizou a busca heurística com iteração
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de valor (ou iteração de política) como alternativa para solucionar MDP. Em vez
de buscar a melhor política para todos os estados, a busca heurística otimiza um
estado inicial específico, desconsiderando os estados que não podem ser atingidos a
partir deste estado inicial. O autor baseou seu algoritmo em duas buscas heurísti-
cas: A* (quando a solução tem a forma de um grafo acíclico ou um caminho) e OA*
(quando a solução tem a forma de uma árvore de decisão). O algoritmo desenvolvido
(LAO*) incorpora a solução através de ciclos e utiliza a programação dinâmica na
etapa de atualização dos custos e das ações. Os autores mostram que o LAO* pode
ser utilizada com sucesso em MDP.

Uma outra variação desenvolvida foi o algoritmo de iteração de valor com infor-
mação parcial (partial information value iteration algorithm - PIVI ), apresentado
em [236, 237]. A ideia por trás do algoritmo é usar modelos cuja acurácia cresça
conforme as iterações avancem. Ou seja, no início, quando ainda está longe da so-
lução, o algoritmo utiliza uma modelagem simplificada com o objetivo de reduzir o
tempo computacional. Conforme as iterações vão avançando, o algoritmo aumenta
a complexidade do modelo, gradualmente caminhando para a modelagem completa.

Usando uma metodologia similar ao seu trabalho anterior [21], CHANG [238]
propôs uma variação chamada de iteração de conjunto de valores (value set iteration
- VSI ). Além de utilizar o vetor de valores calculado na iteração anterior, o algoritmo
também utiliza um grupo de vetores de valores calculados no sorteio aleatório de
políticas. O autor demonstra que essa metodologia nunca usa mais iterações que a
VI.

Não há muitos trabalhos aplicando a VI em cadeias logísticas, principalmente
devido ao aumento da complexidade em função da grande quantidade de estados e
decisões. Ainda assim, é possível encontrar alguns trabalhos que utilizam o algoritmo
de VI puro [19, 206, 210]. Por outro lado, [161] optou por uma solução aproximada
batizada como VI truncado, que percorre apenas um subconjunto finito do espaço
de estados em cada iteração.

2.3.3 Agregação temporal (time aggregation)

Em 2002, CAO et al. [13] propuseram um novo algoritmo para a solução do custo
médio de horizonte infinito para MDP, chamado de agregação temporal. O algoritmo
proposto se baseia no PI. Inicialmente, a agregação temporal é aplicada em proble-
mas onde parte dos estados possuem apenas uma ação disponível. Pela agregação
temporal, a cadeia de Markov original é reduzida para apenas os estados onde há
mais de uma ação a ser escolhida, criando um problema SMDP. Apesar dos estados
com apenas uma decisão possível não aparecerem na nova cadeia embutida, suas
informações (probabilidades de transição e função de custo) são usadas para se criar
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as probabilidades de transição e função de custo da nova cadeia. O nome agrega-
ção temporal é dado pois todo período de tempo em que a cadeia original percorre
os estados com apenas uma ação disponível é agregado em apenas uma transição
na nova cadeia embutida. Quanto maior for a quantidade de estados com apenas
uma ação possível, maior será o ganho computacional do algoritmo de agregação
temporal, comparando-se com o método tradicional de PI.

Comparando com a agregação de estados, na qual é feita uma partição do espaço
de estados e uma nova cadeia agrupa os estados pertencentes a uma mesma partição
e um mesmo meta-estado, os autores provam que na agregação temporal as propri-
edades de Markov da cadeia original permanecem na nova cadeia e que a solução
ótima da nova cadeia é a mesma da cadeia original. Na agregação de estados, devido
a aproximação das partições nos meta-estados, não é garantido que nova cadeia seja
markoviana e, mesmo que seja, o resultado encontrado será sub-ótimo [10–12].

Para problemas onde todos os estados possuem mais de uma ação possível (e que
precisa-se definir a ação ótima) CAO et al. [13] propõem uma adaptação, criando
uma partição do espaço de estado em n conjuntos. Para cada um desses n conjuntos,
utiliza-se a metodologia da agregação temporal fixando-se a ação para os outros
n − 1 conjuntos. Otimiza-se cada conjunto por vez, retornando para os conjuntos
iniciais até que se ache a política ótima para todos os conjuntos. Os autores deixam
claro que o benefício dessa metodologia para problemas em que todos os estados
possuem mais de uma ação possível ainda não estaria claro. Ainda trabalhando com
o critério de recompensa média em horizonte infinito, recentemente, uma abordagem
de dois estágios com agregação de tempo foi proposta por ARRUDA e FRAGOSO
[14, 239]. Os autores utilizam uma política fixa na maioria do espaço de estados
e otimizam as ações apenas no subconjunto de estados mais visitados. A política
fixa então é atualizada por meio de um passo de melhoria de política, gerando uma
nova condição de contorno para a otimização da iteração seguinte. Os passos de
otimização e melhoria de política são alternados até a convergência.

Em seu trabalho original, CAO et al. [13] desenvolvem um algoritmo que é uma
variação do iteração de política específica para resolver MDP com agregação tem-
poral e custo médio. O novo algoritmo se baseia no fato, provado pelos autores,
de que a cadeia embutida pode ser modelada como um MDP fracionário. Seguindo
esta característica, novos algoritmos foram desenvolvidos, tais como: variações da
iteração de valor [240–242] e da iteração de política [13, 240, 243], programação
linear [242], baseados em performance de gradiente (performance based-based al-
gorithms)[242] e utilizando técnicas de aprendizado por reforço [243]. Em vez de
trabalhar no algoritmo, ARRUDA e FRAGOSO [244, 245] propõem a aplicação de
uma transformação [4] que converte um SMDP em um MDP padrão e assim torna
possível a aplicação de algorítmos convencionais de programação dinâmica. Os au-
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tores utilizam a agregação temporal para transformar o MDP original em um SMDP
e depois aplicam uma transformação que retornar à modelagem MDP porém mais
simples que a original.

Apesar das primeiras aplicações serem focadas em custo médio, foi natural o sur-
gimento de adaptações da agregação temporal para problemas com recompensa total
descontada esperada. Antes do trabalho de CAO et al. [13], HAUSKRECHT et al.
[246] já havia dado os primeiros passos utilizando modelos hierárquicos e aplicando
o conceito de cadeia embutida para esse tipo de problema. Mais recentemente, [15]
extrapolam a metodologia de duas etapas apresentada em [14, 239] para o problema
com critério de custo total descontado. Na primeira etapa, o algoritmo considera
uma política fixa para uma parte do espaço de estados, otimizando as ações para o
restante. Na segunda etapa, ele resolve um problema SSP (stocastic shortest path)
para atualizar a função de custo e em seguida atualizar a política fixa. O algoritmo
alterna as etapas um e dois até atingir a convergência.

As primeiras aplicações da agregação temporal foram em problemas nos quais
parte dos estados possui apenas uma ação disponível [13] ou estrutura semelhante.
Por exemplo, WAN e CAO [247] mostra que a metodologia de agregação temporal
também se ajusta muito bem em MDP de dois níveis com as seguintes caracterís-
ticas: quando o tempo de permanência de cada modo é incontrolável e quando os
conjuntos das distribuições de configuração inicial após uma mudança de modo são
independentes das configurações antes da mudança de modo. Neste caso, a otimiza-
ção do nível 1 pode ser feitas através de agregação temporal e a do nível 2 através de
cadeias de Markov embutidas. Em outro exemplo, XU e CAO [243] aplica a agre-
gação temporal no problema de controle ótimo com amostragem Lebesgue. Pela
método de amostragem Lebesgue, as decisões aplicadas em um sistema só são re-
visadas quando um controle atinge um valor determinado, antes disso mantém-se a
decisão da última revisão. Os autores mostram que é possível converter esse pro-
blema de controle ótimo em um MDP com tempo discreto com características que
permitem a aplicação da agregação temporal com sucesso.

A busca por adaptações à metodologia de agregação temporal, que facilitem sua
implementação em problemas onde todos os estados possuem mais de uma ação viá-
vel, ainda está aberta. Baseado nas ideias de agregação temporal, [22, 248] sugerem
uma nova alternativa para reduzir o espaço de estados. Os autores fazem uma par-
tição do espaço de estados, e trabalham com as transições entre os grupos e dentro
dos grupos. Eles usam essa metodologia para calcular a distribuição estacionária de
longo prazo de uma cadeia de Markov, sem otimização. Os próprios autores indicam
como próximos passos o uso desta técnica para avaliação de políticas, possibilitando
a otimização em MDP. Esta tese de doutorado irá seguir este caminho apontado
pelos autores.
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Entre os trabalhos pesquisados envolvendo otimização de cadeias logísticas, ne-
nhum utilizou agregação temporal.

A agregação temporal se apresenta como uma alternativa interessante na redução
da busca no espaço de estados. Entretanto, sua aplicação e desempenho em MDP
onde todos os estados possuem mais de uma ação disponível ainda é uma área com
possibilidades de desenvolvimento e também indicam outro caminho a ser seguido
nesta tese.

2.3.4 Aprendizado por reforço (reiforcement learning - RL)

Como previamente mencionado na Seção 2.2.4, aprendizado por reforço (RL) busca
soluções aproximadas sem a utilização direta da Equação de Bellman (2.11). Um
dos algoritmos clássicos de RL é o Q-learning, que faz uso de fatores Q, onde cada
fator Q(s, a) estima o valor de estar no estado s e aplicar a ação a. Os fatores
Q(s, a) são calculados de forma iterativa em função das observações dos resultados
obtidos no passado, por isso o método é chamado de aprendizado por reforço. O
Algoritmo 3 descreve os passos do Q-learning. Nele a escolha das decisões an é feita
de forma ε-gulosa porém a atualização de Q(sn, an) é feita utilizando a decisão a
que maximize Q(sn+1, a).

Algoritmo 3: Q-learning
Entrada: Escolha α ∈ ]0, 1], ε > 0, 0 < λ < 1, nmax, defina n = 0 e

inicialize Q(s, a) ∀ s ∈ S e a(s) ∈ A
Saída: A solução ótima para o vetor da função de custo v∗, e a política

ótima estacionária π∗
1 Defina um sn inicial
2 enquanto n <= nmax faça
3 Escolha uma ação an possível em sn, usando uma política ε-gulosa em Q
4 Tome a ação an e observe r(sn, an) e sn+1

5 Atualize:

Q(sn, an) := Q(sn, an) + α

[
r(sn, an) + λ max

a∈A(s′)
Q(sn+1, a)−Q(sn, an)

]
6 sn = sn+1 e n = n+ 1

7 fim
8 Defina ∀s ∈ S:

v∗(s) = max
a
Q(s, a); e

π∗(s) = arg max
a
Q(s, a)

9 retorna v∗, π∗

Uma variação do Q-learning é o algoritmo SARSA. Nele, a escolha de an+1
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também é feita de forma ε-gulosa. Este mesmo an+1 é utilizado na atualização
de Q(sn, an) e é utilizado como an na próxima iteração. O nome SARSA vem da
sequencia: sn, an, rn, sn+1, an+1 [17, 18, 249].

Algoritmo 4: SARSA
Entrada: Escolha α ∈ ]0, 1], ε > 0, 0 < λ < 1, nmax, defina n = 0 e

inicialize Q(s, a) ∀ s ∈ S e a(s) ∈ A
Saída: A solução ótima para o vetor da função de custo v∗, e a política

ótima estacionária π∗
1 Defina um sn inicial
2 Escolha uma ação an possível em sn, usando uma política ε-gulosa em Q
3 enquanto n <= nmax faça
4 Tome a ação an e observe r(sn, an) e sn+1

5 Escolha uma ação an+1 possível em sn+1, usando uma política ε-gulosa
em Q

6 Atualize:

Q(sn, an) := Q(sn, an) + α [r(sn, an) + λQ(sn+1, an+1)−Q(sn, an)]

7 sn = sn+1, an = an+1 e n = n+ 1

8 fim
9 Defina ∀s ∈ S:

v∗(s) = max
a
Q(s, a); e

π∗(s) = arg max
a
Q(s, a)

10 retorna v∗, π∗

A programação dinâmica em tempo real (real-time dynamic programming) mis-
tura o conceitos de aprendizado por reforço com programação dinâmica. Nela, a
atualização dos valores dos estados é feita somente no estados visitados, como no
Q− Learning e no SARSA. Para atualização dos valores, utiliza-se o valore espe-
rados como na iteração de valor.

Uma técnica que ajuda na convergência dos algoritmos de aprendizado por re-
forço com política ε-gulosa é iniciar os valores Q(s, a) com estimativas otimistas.
Assim, nas primeiras iterações, conforme os Q(s, a) visitados tem seus valores atu-
alizados para valores menores mais reais, o algoritmo é incentivado a percorrer os
demais estados com valores otimistas, fazendo com que o algoritmos explore mais
estados e ações nas iterações iniciais. [17, 18].

Trabalhando com SMDP e recompensa média, [250] desenvolveu a técnica
de recompensa média de semi-Markov (semi-Markov average reward technique -
SMART ). Os autores utilizam o cálculo de recompensas médias com tempo de per-
manência, conforme apresentado em [4], e fazem a estimativa da recompensa usando
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o método de diferenças temporais com decaimento exponencial.
Dentre os trabalhos aplicados a cadeias logísticas pesquisados, o algoritmo de RL

mais usado é o Algoritmo Q-learning [213, 219–221]. [219] também utiliza o SARSA
em seu trabalho. Alguns autores desenvolveram variações do Q-learning buscando
melhoria na solução e redução do tempo computacional. Comparando sua variação
chamada de Q-III [214] com o Q-learning, o Q-III permite que o agente atualize as
experiências obtidas por meio de uma ação para todas as ações semelhantes; essa
experiência tem caráter permanente. [212] e [215] combinaram o Q-learning com
outras técnicas: o VNS e um módulo de aprendizado desacoplado (off-line).

Nos problemas envolvendo modelagem SMDP, o SMART é bastante utilizado
[217, 218]. Uma abordagem que combina ADP com RL, utiliza uma variação desse
algoritmo denominada λ-SMART [216].

Entre os algoritmos empregados mais ocasionalmente, o R-learning é utilizado
em [223], com o intuito de reduzir a necessidade de definição de parâmetros e suas
calibrações em um processo de simulação. Já [222] faz uso de um procedimento
denominado algoritmo de aprendizado por reforço baseado em casos (case-based
reinforcement learning).

Os modelos de RL são alternativas bastante interessantes para contornar a mal-
dição da dimensionalidade. Eles apresentam bons resultados para problemas bas-
tante complexos. Entretanto, devido à utilização de funções aproximadas, eles não
garantem a otimalidade em suas soluções. A grande vantagem do RL ocorre nos
problemas onde as probabilidades de transição ou as recompensas não são conheci-
das previamente. Neste caso, os algoritmos tradicionais como VI e PI não podem
ser aplicados.

2.3.5 Programação dinâmica aproximada (approximate dyna-

mic programming - ADP)

Uma das alternativas para contornar a maldição da dimensionalidade é o uso de
funções aproximadas. Um dos primeiros trabalhos avaliando métodos estocásticos
aproximados foi elaborado por ROBBINS e MONRO [251], que propõem um al-
goritmo de aproximação estocástica e provam a sua convergência. Utilizando uma
abordagem distinta, BELLMAN [8] utiliza uma aproximação da função de custo em
dimensão reduzida.

Apesar da originalidade desses trabalhos pioneiros, o uso da programação di-
nâmica aproximada só veio a crescer nas últimas décadas. Atualmente, o uso de
aproximações (lineares ou não) para a função de custo (Equação (2.15)) é uma das
técnicas mais utilizadas. O vetor de parâmetros w é atualizado a cada iteração (n).
Uma técnica bastante utilizada é o gradiente-descendente estocástico (stochastic
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gradient-descent) [17]:

wn+1 := wn −
1

2
α5

[
V π(sn)− V̂ (sn,wn)

]
Quando não é possível calcular a matriz de transição, a estratégia utilizada pelo

algoritmo de iteração de valor aproximada (approximate value iteration - AVI ) é a
geração de cenários em cada iteração. A atualização da função de custo é feita com o
decaimento exponencial, dando peso maior para a realização mais recente [18, 252].
Buscando aumentar a velocidade de convergência, [162] incorpora a busca local ao
AVI obtendo bons resultados.

Outro algoritmo bastante empregado é o de iteração de política com mínimos
quadrados (least squares policy iteration). Este utiliza a estrutura do algoritmo
de PI, combinando a avaliação de políticas através das diferenças temporais com
mínimos quadrados (least squares temporal differences) e a melhoria de política
exata [18, 252]. O método de mínimos quadrados é utilizado para se aproximar a
função de custo a partir de observações do sistema.

Trabalhos mais recentes utilizam uma aproximação finita para os erros da função
de custo, com vistas a garantir a convergência. [253] propõem um novo método,
que faz uso de inferência bayesiana para definição do período de exploração em
algoritmos que combinem ADP com RL [254].

Outra alternativa, menos utilizada, para reduzir a complexidade dos problemas
é utilizar funções aproximadas de políticas (Equação (2.16)).

Dentre os trabalhos pesquisados, não foram encontradas funções aproximadas
de políticas. A aproximação linear da função de custo foi o método mais utilizado
[216, 226, 227, 230, 231]. Já CHENG e DURAN [233], além da aproximação li-
near, decompuseram o sistema global de distribuição de petróleo em subsistemas
(um para cada continente), simplificando a sua solução. [232] também combina a
decomposição com a aproximação paramétrica. No primeiro método, decompõe-se
o problema de roteirização de entrega em subproblemas (um para cada cliente) e
aproxima-se a função de custo pelo valor ótimo de um problema de programação
inteira não-linear, similar ao problema da mochila, respeitando a frota total de dis-
tribuição. No segundo método, utiliza-se um aproximação paramétrica para função
de custo.

Analisando os trabalhos que aplicam ADP às cadeias logísticas, o cenário encon-
trado reflete a diversidade de algoritmos disponíveis. A iteração de política aproxi-
mada por mínimos quadrados (least square approximate policy iteration) foi a abor-
dagem mais utilizada nos trabalhos pesquisados [226, 227, 230]. Entretanto, vários
outros algoritmos foram encontrados. [231] utiliza o algoritmo de aprendizado em
tempo real por diferença temporal (on-line temporal-difference learning), ao passo
que [216] opta pelo algoritmo λ-SMART, que combina ADP com RL. ZÉPHYR
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et al. [228] propõem um algoritmo com otimização aproximada via programação
linear generalizada (generalized linear programming) e LI et al. [229] utilizaram dois
algoritmos, um baseado em simulação (simulation-based algorithm) e um com agre-
gação (aggregation algorithm).

Os modelos ADP também são alternativas bastante interessantes para contornar
a maldição da dimensionalidade, para problemas complexos. O principal ponto
negativo é que devido à utilização de funções aproximadas, eles não garantem a
otimalidade em suas soluções.

2.3.6 Comparação final

Comparando os algoritmos para MDP, é possível constatar que:

• O PI utiliza menos iterações do que o VI; entretanto, uma iteração de PI é
muito mais custosa que uma de VI. O PI apresenta melhores resultados em
problemas menores. Quando o número de estados é muito grande, o tempo
gasto por iteração aumenta muito, tornando-se proibitivo [10, 21, 160, 255].
Por outro lado, o VI é o mais utilizado, o mais estudado e o mais fácil de ser
implementado [4, 237, 238, 255];

• A variação PSI apresenta uma alternativa interessante para a redução da busca
no espaço de ações, principalmente se o poder de busca do seu passo de avali-
ação modificado for aprimorado;

• A agregação temporal também apresenta-se com uma alternativa interessante,
porém atuando na redução da busca no espaço de estados. Para aplicá-la
a problemas envolvendo a indústria de mineração é necessário aumentar sua
eficiência em problemas onde todos os estados possuem mais de uma ação
disponível;

• ADP e RL são alternativas interessantes para problemas com muitas variáveis
de estados e muitas decisões possíveis, quando não se conhece a matriz de
transição à priori. Os trabalhos analisados mostram que esses algoritmos con-
seguem convergir em tempos computacionais aceitáveis, melhores que os PI e
VI. Entretanto, as soluções obtidas não são ótimas, dado que tanto a ADP
quanto o RL trabalham com funções aproximadas;

A utilização de métodos de aproximação se justifica quando os algoritmos com
solução ótima global não conseguem convergir em tempo computacional aceitável.
Por este motivo, conseguir aplicar uma metodologia que garanta a solução ótima com
tempo computacional aceitável sempre terá mais valor que o uso de técnicas apro-
ximadas. Neste sentido, a agregação temporal se apresenta como uma alternativa
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eficiente na redução do espaço de estados, porém ainda necessitando de aprimora-
mento, principalmente em problemas em que todos os estados possuem mais de uma
decisão possível. Ou seja, conseguir avançar com a aplicação da agregação temporal
em problemas onde todos os estados possuem mais de uma decisão, irá contribuir
para a aplicação de MDP em problemas complexos, especialmente na otimização
da cadeia de suprimentos de mineração, onde até hoje ela nunca foi aplicada. Por
outro lado, atuar na frente da redução do espaço de ações irá complementar a agre-
gação temporal e aumentar a eficiência do algoritmo. Neste sentido, aprimorar o
algoritmo PSI tornando a melhoria do passo de avaliação de política mais eficiente,
irá reduzir a necessidade de passos de melhoria de política, reduzindo o tempo gasto
com avaliação das ações.

Na próxima seção serão propostos dois novos algoritmos, sendo um baseado na
agregação temporal e outro no PSI, que aplicados em conjunto reduzem a busca
no espaço de estados e ações, e apresentaram ótimos resultados em uma classe
específica de problemas complexos. A otimização da cadeia de mineração pode ser
enquadrada nessa classe específica, e estes novos algoritmos serão aplicados em um
problema desta cadeia. Tanto os novos algoritmos, quanto a aplicação de MDP
envolvendo todos os elos da cadeia de mineração serão avanços inéditos que serão
buscados neste trabalho.
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Capítulo 3

Metodologia

Neste capítulo serão estabelecidas as duas abordagens inovadoras propostas por esse
trabalho. Primeiramente, na seção 3.1, será introduzida a modelagem MDP aplicada
a cadeia completa da mineração. Em seguida, na seção 3.2, serão apresentados os
dois novos algoritmos para solução de problemas MDP com alta complexidade.

3.1 Modelagem de MDP para planejamento logís-

tico da indústria da mineração

A modelagem proposta considera a cadeia de mineração completa, a começar pe-
las minas, considerando o transporte ferroviário até o porto, de onde o minério é
transportado via navegação até um porto de armazenagem avançada (PAA), ou
até os clientes finais. Estes podem ser clientes com os quais se tem um contrato
de fornecimento, ou clientes eventuais, denominados na literatura como clientes de
mercado spot. A Figura 3.1 mostra o modelo esquemático. As elipses negras com
letras brancas são os elos de produção e armazenagem na cadeia.

O problema enfrentado tipicamente possui decisões sequenciais durante um longo
horizonte de tempo. Com base nas informações disponíveis ao longo da cadeia na-
quele momento (tipicamente capacidades, demandas, preços de venda, custos e posi-
ções de estoque) e considerando incertezas futuras (tais como capacidades, disponibi-
lidades, demandas, preços e custos) deve-se tomar decisões operacionais (produção,
transportes, reabastecimento de estoques e volumes vendidos). Esta dinâmica se
repete ao longo de vários períodos (por exemplo, meses) e as empresas buscam as
decisões que maximizem seus lucros. As decisões são tomadas levando em considera-
ção apenas as informações disponíveis no período, não sendo importante as decisões,
as informações e o lucro obtido em períodos anteriores, o objetivo é sempre maxi-
mizar o lucro futuro. Como já foi visto na Seção 2.2.3, o uso de MDP se enquadra
perfeitamente nesta dinâmica. O fato de apenas as informações do período serem
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Figura 3.1: Modelagem da cadeia logística da mineração

relevantes para a tomada de decisão, garante a suposição markoviana. Os estados
são as informações disponíveis, as ações são as decisões e o lucro total é apurado em
função dos resultados financeiros mensais.

Seguindo a modelagem MDP apresentada na Seção 2.2.3, em cada período, o
tomador de decisão precisa observar as seguintes informações, que variam ao longo
do tempo (texto em preto, não sublinhado e sem negrito na Figura 3.1):

• Capacidade máxima do fluxo operacional no porto (s1
t );

• Capacidade máxima do fluxo operacional no PAA (s2
t );

• Demanda dos clientes com contrato (s3
t );

• Preço do mercado spot (s4
t );

• Custo da navegação internacional partindo do porto (s5
t );

• Volume armazenado no porto (s6
t );

• Volume armazenado no PAA (s7
t ).

O vetor de estados do sistema (s) tem 7 componentes, sendo representado por:
st = [s1

t , s
2
t , s

3
t , s

4
t , s

5
t , s

6
t , s

7
t ].

As variáveis de decisão são as setas em preto na Figura 3.1 (texto em preto,
sublinhado e em negrito). Seja A o conjunto de todas as ações possíveis. Em
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cada etapa o decisor deve escolher um vetor de ação (at ∈ A) de seis dimensões
(at = [a1

t , a
2
t , a

3
t , a

4
t , a

5
t , a

6
t ]), a saber:

• Volume de produção e transporte ferroviário das minas até o porto (a1
t );

• Volume transportado do porto para o PAA (a2
t );

• Volume transportado do porto para os clientes com contrato (a3
t );

• Volume transportado do porto para o mercado spot (a4
t );

• Volume transportado do PAA para os clientes com contrato (a5
t );

• Volume transportado do PAA para o mercado spot (a6
t ).

O modelo possui cinco incertezas que compõem o vetor da variável aleatória
(ξt = [ξ1

t , ξ
2
t , ξ

3
t , ξ

4
t , ξ

5
t ], que também estão representados na Figura 3.1:

• Variável aleatória que representa as incertezas na capacidade de fluxo opera-
cional no porto (ξ1

t );

• Variável aleatória que representa as incertezas na capacidade de fluxo opera-
cional no PAA (ξ2

t );

• Variável aleatória que representa as incertezas na demanda dos clientes com
contrato (ξ3

t );

• Variável aleatória que representa as incertezas no preço do mercado spot (ξ4
t );

• Variável aleatória que representa as incertezas no custo da navegação interna-
cional partindo do porto (ξ5

t );

As capacidades de fluxo operacional no porto e no PAA dependem das manuten-
ções programadas em função das vistorias realizadas nos equipamentos operacionais.
Pode-se assumir que o cronograma de manutenção do mês corrente é conhecido e o
dos próximos meses dependerá das ocorrências observadas nas vistorias. Nos contra-
tos com os clientes, há um intervalo de demanda prevista e eles precisam informar
com uma antecedência combinada qual volume necessitarão. Neste modelo, assume-
se que a antecedência exigida é de um mês. Apesar dos preços do mercado spot de
mineração e do custo da navegação internacional sofrerem importantes variações ao
longo do tempo, sua volatilidade e suas negociações não são diárias. Assim, pode-se
assumir que o preço do mês corrente é conhecido, pois já está negociado e a incerteza
está nos preços futuros. Desta forma, apesar das incertezas envolvendo todas essas
informações, no modelo proposto elas são conhecidas no início do período (mês)
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e a incerteza está nos meses futuros. Além disso, as variáveis aleatórias possuem
distribuições de probabilidades estacionárias, ou seja:

ξit ∼ U i,∀t ∈ T e i ∈ {1, 2, . . . , 5},

onde U i é uma distribuição de probabilidade genérica estacionária (independente
de t) ∀i ∈ {1, 2, . . . , 5}.

Conhecendo o vetor de estados (st), de decisão (at) e da variável aleatória (ξt),
é possível escrever a função de transição (st+1 = f(st, at, ξt)) para cada um dos
elementos do vetor de estados:

s1
t+1 =ξ1

t (3.1)

s2
t+1 =ξ2

t (3.2)

s3
t+1 =ξ3

t (3.3)

s4
t+1 =ξ4

t (3.4)

s5
t+1 =ξ5

t (3.5)

s6
t+1 =s6

t + a1
t − a2

t − a3
t − a4

t , (3.6)

s7
t+1 =s7

t + a2
t − a5

t − a6
t . (3.7)

No modelo proposto, as seguintes informações não variam ao longo do tempo e
estão com o texto em cinza na Figura 3.1:

• Capacidade de produção e transporte ferroviário máxima (c1) e mínima (c8)
das minas até o porto: Considerando o conjunto de todas as minas disponíveis
e o transporte ferroviário, é comum que manutenções e interrupções ocorram
de forma distribuída, não havendo grandes alterações na capacidade total do
sistema e mantendo a capacidade máxima constante. Por outro lado, é comum
haver um volume mínimo de produção desejado, para evitar ociosidade nos
equipamentos fixos;

• Custo de produção (c2): Por ser uma operação muito baseada em investimentos
em equipamentos, os custos são relativamente estáveis durante o período;

• Capacidade de armazenagem no porto (c3) e capacidade de armazenagem no
PAA (c4): As capacidades de armazenagem nos portos não sofrem alterações,
exceto em momentos pontuais de redimensionamento, que exigem grandes in-
vestimentos.

• Custo do transporte marítimo (navegação) local (c5): Ao contrário da nave-
gação de longo curso, que sofre influência dos fluxos mundiais de produtos e
pode sofrer variações significativas de custo, a cabotagem local muitas vezes é
uma operação dedicada com custos estáveis;
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• Preço de venda para os clientes com contrato (c6) e penalidade contratual
por não atendimento da demanda (c7): O preço para clientes de contrato
é normalmente fixado em contrato, assim como as penalidades para o não
atendimento da demanda.

As restrições que delimitam o espaço de ações viáveis para o estado s (A(s)) são:

• Cap. de prod. e transp. ferroviário: a1
t ≤ c1;

• Produção mínima: a1
t ≥ c8;

• Cap. fluxo oper. no porto: a2
t + a3

t + a4
t ≤ s1

t ;

• Cap. fluxo oper. no PAA: a5
t + a6

t ≤ s2
t ;

• Cap. armazenagem no porto: s6
t + a1

t − a2
t − a3

t − a4
t ≤ c3;

• Cap. armazenagem no PAA: s7
t + a2

t − a5
t − a6

t ≤ c4;

• Demanda dos clientes de contrato: a3
t + a5

t ≤ s3
t .

Seguindo a modelagem MDP apresentada na Seção 2.2.3, a recompensa (r(st, at))
é o lucro obtido em cada período (mês):

rt(st, at) = Receita(st, at)− CustoOper(st, at)− Penalidades(st, at),

Receita(st, at) = c6 · (a3
t + a5

t ) + s4
t · (a4

t + a6
t ),

CustoOper(st, at) = c2 · a1
t + s5

t · (a2
t + a3

t + a4
t ) + c5 · (a5

t + a6
t ),

P enalidades(st, at) = c7 · (s3
t − a3

t − a5
t ).

Complexos de mineração são operações que duram bastante tempo. Por exemplo,
a mina do Cauê em Itabira está funcionando há 80 anos [256] e a mina de Carajás
é prevista durar 400 anos [257], ambas operadas pela Vale no Brasil. Desta forma,
com o modelo de intervalos mensais, será considerado que o horizonte de tempo é
infinito.

Para calcular o lucro total, será utilizada a metodologia do valor presente líquido
(VPL), pela qual os lucros obtidos nos diversos períodos (Rt) são trazidos a valor
presente considerando uma taxa de desconto i (0 ≤ i < 1), conforme a Equação
(3.8).

VPL =
n∑
t=0

Rt

(1 + i)t
(3.8)

Considerando que:
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• Os lucros nos diversos períodos são as recompensas do MDP:

Rt = r(st, π(st));

• A relação entre a taxa de desconto i e o fator de desconto λ é dada como:

λ =
1

1 + i
;

• O horizonte de planejamento é infinito e cada período corresponde a um mês:
n =∞

• O objetivo é achar a política estacionária (π∗) que maximize o VPL da opera-
ção (VPL∗) para cada estado inicial s:

VPL∗ = V ∗(s)

.

Desta forma, a equação da busca pela maximização do VPL pode ser descrita
como a maximização da função de custo (V ∗(s)) calculada pela Recompensa Total
Descontada Esperada:

V ∗(s) = max
π∈Π

Eπ

{
+∞∑
t=0

λtr(st, π(st))|s0 = s

}
,∀s ∈ S; (3.9)

π∗ = arg max
π∈Π

V π(s),∀s ∈ S. (3.10)

Com esta modelagem, conseguiu-se, de forma inédita, representar toda a cadeia
de suprimentos da mineração, das minas até os clientes finais, como um MDP. Dada
a natureza deste problema, com decisões sequencias sob incerteza, por um longo ho-
rizonte de tempo, dependente apenas de informações atuais disponíveis no sistema,
a modelagem MDP se encaixa perfeitamente. Com ela, será possível obter a política
ótima, válida para vários períodos, com as ações que maximizam o lucro para cada
um dos possíveis estados do sistema. Entretanto, apesar de garantir a solução ótima
global, conforme a complexidade do sistema aumenta, os algoritmos tradicionais para
solução de MDP necessitam de tempos computacionais exponencialmente maiores,
como é o caso do problema proposto. A busca por novos algoritmos, que atinjam
as soluções ótimas em tempos computacionais mais curtos, ajuda na aplicabilidade
desta modelagem em cadeias mais complexas. Na próxima seção, serão apresentados
dois novos algoritmos, que podem ser aplicados conjuntamente e caminham nesta
direção.
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3.2 Dois Novos Algoritmos de Programação Dinâ-

mica para MDP complexos, com muitos estados

e ações.

Para resolver as equações (3.9) e (3.10) em problemas complexos, com muitos estados
e ações, foram desenvolvidos dois novos algoritmos de programação dinâmica:

• Algoritmo Baseado em Agregação Temporal (Time Aggregation Based Algo-
rithm - TABA);

• Algoritmo de Iteração de Grupo de Políticas com Busca Local (Local Search
Policy Set Iteration - LSPSI ).

Como atuam em frentes diferentes, TABA no espaço de estados e LSPSI no
espaço de ações, eles podem ser usados conjuntamente.

Estes algoritmos, bem como seu uso conjunto, serão detalhados nas próximas
seções.

3.2.1 Algoritmo Baseado na Agregação Temporal (Time-

aggregation-based algorithm - TABA)

Observando a modelagem proposta na Seção 3.1, mais especificamente o vetor de es-
tados (equações (3.1)-(3.7)), pode-se perceber que o problema possui uma construção
característica, também encontrada em outros MDP: parte dos seus componentes de
estados não dependem dos estados ou ações anteriores, apenas da variável aleatória
com distribuição de probabilidade estacionária. Essa classe de MDP será chamada
de Processos de Decisão Markoviano Parcialmente Estacionários (semi-stationary
Markov decision process - SSMDP) e terá seu detalhamento apresentado abaixo. O
TABA consegue explorar muito bem essa arquitetura dos SSMDP.

Processos de Decisão Markoviano Parcialmente Estacionários (semi-
stationary Markov decision process - SSMDP)

Considere-se inicialmente MDP com vetores de estados (s ∈ S) multidimensionais,
sj (j ∈ {1, . . . , I}) representando o j-ésimo componente de estados e I (1 < I <∞)
representando o número total de componentes de s. Agora, considere que parte dos
componentes de estados I −K (K < I) evoluem conforme um processo estocástico
estacionário, independente do estado do sistema ou da política de controle empre-
gada. Sem perda de generalidade, caso seja necessário, é possível reordenar o vetor
de estados de modo que estes I −K componentes sejam os últimos (Suposição 1).
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Suposição 1. Seja S = Sc × Sn, onde Sc é o espaço das K primeiras componentes
de estado e Sn corresponda às componentes restantes. Assume-se que:

p(s′|s, a) = p(s′1, . . . , s
′
K |s, a)p(ξ = ( s′K+1, . . . , s

′
I) ), (3.11)

onde ξ é uma variável aleatória pertencente ao espaço Sn.

Definição 1. Processos de decisão markoviano parcialmente estacionários
(SSMDP) são MDP onde a Suposição 1 pode ser aplicada.

Tanto a Suposição 1 como a Definição 1 de SSMDP são bastante encontrados
em problemas reais, como em problemas de gestão de estoques em cadeias logísticas
complexas. Normalmente, parte das componentes de estado são os níveis de estoque
nos diferentes elos das cadeias, que dependem dos estados e das ações anteriores.
Essas componentes podem ser organizadas como as K primeiras componentes. As
componentes restantes (I − K) representam as variáveis aleatórias tais como: de-
manda dos clientes com contrato, preços e custos de mercado. Estas variáveis seguem
distribuições de probabilidade conhecidas que podem não depender dos estados e
ações anteriores. Em alguns casos, quando as alterações dessas variáveis ocorrem no
médio e longo prazos, pode-se considerar que seus valores no curto prazo são conhe-
cidos antes da tomada de decisão, fazendo parte da variável de estados e podendo
ser modeladas como os últimos I −K elementos de um SSMDP.

O algoritmo TABA proposto é particularmente eficiente para SSMDP e será
apresentado na próxima seção.

Algoritmo TABA

Considere uma partição do espaço de estados (S) em Z conjuntos disjuntos (Gz):

S =
Z⋃
z=1

Gz

Gi ∩Gj = ∅,∀ i, j ≤ Z tal que i 6= j

Para cada conjunto (Gz) é definido:

• V Gz : o vetor com a função de custo para todos os estados s ∈ Gz. A cardina-
lidade deste vetor é |Gz|:

V
Gz

= [v(s)], s ∈ Gz

• µz: a distribuição normalizada de estado de equilíbrio dentro do conjunto Gz.
É o vetor com a probabilidade no longo prazo de cada um dos estados s ∈ Gz,
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dado que o sistema se encontra em Gz. A cardinalidade deste vetor também
é |Gz|:

µz = [µz(s)], s ∈ Gz,
∑
s∈Gz

µz(s) = 1.

• pG(G′z|s, a): a probabilidade de transição do conjunto G′z ser acessado a partir
do estado s aplicando-se a ação a:

pG(G′z|s, a) =
∑
s′∈G′z

p(s′|s, a) (3.12)

Assumindo que µz é conhecido para todos os subconjuntos Gz da partição, pode-
se calcular a função de custo do estado de equilíbrio como:

V̂ (Gz) = µzV
Gz (3.13)

No TABA, essa função de custo do estado de equilíbrio é usada na atualização
da função de custo (vn+1), para a iteração n+ 1, no algoritmo VI (2.19):

vn+1(s) = max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}
, (3.14)

onde a segunda parte do lado direito da Equação 3.14 é obtida através da Equação
(3.13), para as estimativas da iteração n:

V̂ (G′z) = V̂n(G′z) = µzV
Gz

n =
∑
s∈Gz

µz(s)vn(s) (3.15)

O Algoritmo 5 é o pseudo-código do TABA. É possível observar que o custo
computacional na Equação (3.17) é diretamente proporcional ao número de subcon-
juntos da partição do espaço de estados, dado por Z. Assim, substituindo (2.19) por
(3.14) no algoritmo de iteração de valor (Equação (3.17)) pode trazer uma economia
de tempo computacional significativa quando Z � |S|. Esta é a grande motivação
pela busca do algoritmo baseado em agregação temporal apresentado nesta seção.

Convergência

A grande diferença do TABA encontra-se exatamente na equação de atualização da
função de custo (3.17). Primeiramente, ela assume que a probabilidade de estado de
equilíbrio µz é conhecida para todos os subconjuntos Gz ∈ S. De maneira geral, esta
distribuição é função da política ótima π∗. Entretanto, é possível explorar a estrutura
dos SSMDP na Definição 1 e fazer uma partição de modo que µz seja independente
da política de controle, não varie ao longo do tempo e possa ser calculada uma única
vez durante toda a execução do algoritmo.
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Algoritmo 5: TABA
Entrada: Defina n = 0, uma função de custo inicial v0, uma partição do estado

de estados (S) em Z conjuntos disjuntos (Gz), a distribuição
normalizada de estado de equilíbrio (µz) para cada subconjunto Gz,
um fator de desconto arbitrário λ ∈ [0, 1) e uma tolerância arbitrária ε

Saída: A solução ótima para a função de custo v∗, e a política ótima estacionária
π∗

1 repita
2 para cada Gz faça
3

V̂n(Gz) :=
∑
s∈Gz

µz(s)vn(s) (3.16)

4 fim
5 para cada s ∈ S faça
6 Calcule:

vn+1(s) := max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}
(3.17)

7 fim
8 n← n+ 1;
9 até ‖vn − vn−1‖∞ ≤ ε ;

10 Para cada s ∈ S, escolha:

π(s) ∈ arg max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}

11 Defina π∗ = π e v∗ = vn
12 retorna v∗, π∗

Suposição 2. Usando a mesma notação da Definição 1, a Suposição 1 indica uma
partição direta para SSMDP na qual cada subconjunto corresponde a uma única
combinação dos primeiros K componentes do vetor de estado:

Gz = {s ∈ S : {s1, . . . , sK} = sz ∈ Sc e z ∈ {1, . . . , |Sc|}

Usando a partição sugerida na Suposição 2, a distribuição do estado de equilíbrio
para cada subconjunto Gz depende apenas de {sK+1, . . . , sI} = sn ∈ Sn e pode ser
calculada como:

µz = [µz(sn)] = [P (ξ = sn)], ∀ sn ∈ Sn

onde: s ∈ Gz, sn ∈ Sn e ξ é uma variável aleatória com distribuição de probabilidade
conhecida.

Essa particularidade do SSMDP junto com a partição sugerida, garantem a con-
vergência do TABA, cuja prova será apresentada a seguir.
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Lema 1. Seguindo a partição sugerida na Suposição 2 para SSMDP, a Equação
(3.17) no Algoritmo 5 é equivalente à Equação (2.19) no Algoritmo 2.

Demonstração. Substituindo (3.13) em (3.17) obtém-se:

vn+1(s) := max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}

= max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)µzV
G′z
t

}

Aplicando a Equação (3.15), tem-se que

vn+1(s) := max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)
∑
s′∈Gz

µz(s
′)vn(s′)

}

= max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

∑
s′∈Gz

pG(G′z|s, a)µz(s
′)vn(s′)

}
.

É possível perceber que µz(s′) = P (ξ = s′) na Equação (3.11) e substituindo a
Equação (3.12) na última expressão, obtém-se:

vn+1(s) = max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn(s′)

}
.

Finalmente, pode-se concluir a prova verificando que a equação acima é igual à
equação de atualização do algoritmo de VI (2.19).

Assim, pode-se enunciar o Teorema 1:

Teorema 1. Algoritmo 5 converge para a solução da Equação de Bellman (2.11),
quando aplicado a SSMDP com a partição sugerida na Suposição 2.

Demonstração. Pelo Lema (1), tem-se que cada iteração do algoritmo TABA é equi-
valente a uma iteração do algoritmo clássico de iteração de valor. A convergência
do TABA então é uma consequência desta equivalência, dado que a convergência do
VI para a Equação de Bellman (2.11) já está provada [4].

Observação 1. Importante observar que, apesar da atualização da função de custo
no Algoritmo (5) ser equivalente à atualização no iteração de valor, o esforço compu-
tacional é menor, dado que o TABA usa apenas os Z valores agregados da Equação
(3) ao invés de todo o vetor vn. Esse fato, acarreta economia computacional signi-
ficativa principalmente quando tem-se que Z � |S|.
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Versão preliminar do TABA

Antes de se chegar a versão atual do algoritmo TABA, uma versão preliminar foi
publicada em [258]. Esta primeira versão utilizava uma atualização da função de
custo menos eficiente. Nela, a função de custo do estado de equilíbrio era utilizada
apenas em transições onde havia mudança de subconjunto, ou seja, nas quais o
estado seguinte não pertencia ao mesmo subconjunto do estado original (s ∈ GS,
s′ ∈ Gz e Gz 6= GS).

vn+1(s)
s∈GS

= max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈GS

p(s′|s, a)vn(s′) + λ
∑
z 6=S

pG(Gz|s, a)V̂n(Gz)

}

Observando o Algoritmo 6 é possível perceber que a primeira versão não captu-
rava o ganho de eficiência da utilização da função de custo de estado de equilíbrio
nas transições dentro do mesmo subconjunto. Além disso, sua implementação exigia
o teste de verificação se s e s′ pertenciam ao mesmo subconjunto ou não. Mesmo
assim, os resultados apresentados já foram promissores, quando comparados com os
algoritmos tradicionais, na solução de SSMDP.

Vantagens e inovações do TABA

A grande vantagem do TABA está no uso da função de custo de estado de equilíbrio
nas transições, reduzindo o espaço de busca do próximo estado. No algoritmo de VI,
essa busca percorre todo o espaço de estados (|S|), enquanto que o TABA percorre
os subconjuntos da partição (Z). Assim, o TABA faz uma redução do espaço de
estados sem perder as propriedades de Markov, de forma semelhante ao que ocorre
na agregação temporal [13]. Dessa forma, garante-se que as soluções obtidas são
ótimas globais também para o problema original.

Por outro lado, a principal diferença entre o TABA e a agregação temporal [13]
está no espaço de estados iniciais. Na agregação temporal, também há uma redução
no espaço dos estados iniciais. Para problemas onde todos os estados possuem mais
de uma ação possível, os autores sugerem que se faça uma partição do espaço de
estados e que o algoritmo inicial seja aplicado para cada subconjunto da partição
isoladamente, considerando uma política fixa para os outros subconjuntos. Dessa
forma, quando termina a otimização em um subconjunto da partição, é necessário
rodar os outros subconjuntos para testar se a nova política é ótima para todos os
estados. A solução só é considerada ótima depois de testar todos os subconjuntos.
No TABA, não há essa redução do espaço de estados iniciais. Isso permite que o
algoritmo já dê a solução ótima para todos os estados, não sendo necessário aplicá-
lo separadamente em cada subconjunto, nem realizar testes considerando outros
subconjuntos ao final.
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Algoritmo 6: Versão Preliminar do TABA
Entrada: Defina n = 0, uma função de custo inicial v0, uma partição do estado

de estados (S) em Z conjuntos disjuntos (Gz), a distribuição
normalizada de estado de equilíbrio (µz) para cada subconjunto Gz,
um fator de desconto arbitrário λ ∈ [0, 1) e uma tolerância arbitrária ε

Saída: A solução ótima para a função de custo v∗, e a política ótima estacionária
π∗

1 repita
2 para cada Gz faça
3

V̂n(Gz) :=
∑
s∈Gz

µz(s)vn(s)

4 fim
5 para cada s ∈ S faça
6 Calcule:

vn+1(s)
s∈GS

= max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈GS

p(s′|s, a)vn(s′)

+ λ
∑
z 6=S

pG(Gz|s, a)V̂n(Gz)

}

7 fim
8 n← n+ 1;
9 até ‖vn − vn−1‖∞ ≤ ε ;

10 Para cada s ∈ S, escolha:

π(s) ∈ arg max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈GS

p(s′|s, a)vn(s′)

+ λ
∑
z 6=S

pG(Gz|s, a)V̂n(Gz)

}

11 Defina π∗ = π e v∗ = vn
12 retorna v∗, π∗

O TABA se diferencia dos algoritmos de agregação de estados, pois esses fazem
aproximações ao agrupar e unir os estados em conjuntos. Ou seja, todos os estados
agrupados em um mesmo conjunto são tratados como iguais, apresentando a mesma
probabilidade de transição e a mesma função de custo, fazendo com que a proprie-
dade de Markov da cadeia original seja perdida. Desse modo, a solução obtida passa
a ser uma aproximação e não o ótimo global do problema original. O TABA não
reduz o espaço de estados iniciais e se aproveita das características do SSMDP para
garantir a propriedade de Markov e obter o ótimo global.
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3.2.2 Algoritmo de Iteração de Grupo de Políticas com Busca

Local (Local search policy set iteration - LSPSI )

O segundo algoritmo proposto atua exclusivamente no espaço de ações, usando como
base o algoritmo PSI desenvolvido por [21]. O algoritmo proposto (LSPSI) propõe
uma redução no espaço de ações em boa parte das iterações, acelerando a conver-
gência.

O PSI, apresentado em [21], busca acelerar a convergência do algoritmo de ite-
ração de política fazendo o passo de avaliação de política não apenas para a melhor
política identificada no passo de melhoria de política anterior. O algoritmo inclui
no passo de avaliação de política uma amostra aleatória de outras políticas. No pró-
ximo passo de melhoria de política, o PSI usa o máximo entre os valores das funções
de custo de todas as políticas avaliadas no passo anterior. Desta forma, ele incor-
pora uma possibilidade de melhoria no passo de avaliação de políticas. O algoritmo
proposto (LSPSI) segue este mesmo caminho, incorporando uma possibilidade de
melhoria no passo de avaliação de política. Comparando ao PSI, o LSPSI explora a
natureza combinatorial do problema para aumentar esse poder de melhoria.

Algoritmo LSPSI

Comparando com o PSI, o LSPSI também parte da estrutura do algoritmo de ite-
ração de política, combinando passos de avaliação e melhoria de política e também
introduz a possibilidade de melhoria no passo de avaliação de política. Por outro
lado, o LPSI, ao invés de utilizar inversão de matrizes, utiliza o algoritmo de iteração
de valor no passo de avaliação de política. Assim como o PSI, ele não utiliza apenas
a política identificada no último passo de melhoria de política. Em cada iteração do
algoritmo VI no passo de avaliação de política, além da melhor política, o LSPSI
também inclui uma amostra aleatória de outras ações possíveis (H(s) ⊂ A(s)) para
cada estado s ∈ S, transformando o passo de avaliação de política em uma busca
local no espaço de ações. Considerando o efeito combinatório de se avaliar |H(s)|
ações para cada estado s, em cada iteração são avaliadas (|H(s)| + 1)|S| políticas,
trazendo um grande poder de melhoria, mesmo quando |H(s)| é pequeno.

O tamanho de H(s) é definido como um percentual fixo (α) do espaço de ações
possíveis no estado s (A(s)), conforme a Equação (3.18). Para garantir que a ava-
liação da política seja ao menos tão boa quanto à anterior, na primeira iteração
inclui-se de forma gulosa as ações do último passo de melhoria de política (πn(s)) e
nas iterações seguintes adiciona-se as ações selecionadas nas atualizações de valores
da função de custo (πn eval(s)), criando o subconjunto D(s) conforme a Equação
(3.19).
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|H(s)|
|A(s)|

= α ≤ 1, (3.18)

D(s) = H(s) ∪ πn(s) ou D(s) = H(s) ∪ πn eval(s), (3.19)

Cada iteração de valor do passo de avaliação de política do LSPSI usa a atuali-
zação da função de custo conforme (3.20):

vn+1(s) = max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn(s′)

}
, (3.20)

onde D(s) é construído conforme a Equação (3.19) em cada iteração. Dado que o
algoritmo VI necessita de diversas iterações até sua convergência, fazer essa amos-
tragem durante a etapa de avaliação de política com diferentes ações em cada uma
das iterações garante que praticamente todas as ações serão testadas com um custo
computacional reduzido. Ao final, para testar se a política encontrada na etapa de
avaliação de política é ótima, é feito um passo de melhoria de política completo,
considerando todas as ações. Caso o passo de melhoria de política encontre outra
melhor, o algoritmo volta para o passo de avaliação de política modificado. Caso
não encontre, a política final da avaliação já é a ótima. O Algoritmo 7 detalha os
passos do algoritmo LSPSI.

É interessante observar que, assim como ocorre com o PSI, o algoritmo de iteração
de política é um caso particular do LSPSI quando α = 0 e H(s) = ∅. Por outro
lado, quando α = 1, H(s) passa a ser todo o espaço de ações (H(s) = A(s)), e nesse
caso o passo de avaliação de política passa a ser um passo de melhoria de política e
o LSPSI se torna equivalente ao algoritmo de iteração de valor.

Convergência

A prova de convergência do LSPSI é baseada na prova de convergência do algoritmo
de iteração de política apresentada em [4]. Provando-se que o passo de avaliação de
política modificado do LSPSI preserva a Proposição 6.4.1 em [4], os passos seguintes
são idênticos e a prova estará concluída.

Lema 2. (Proposição 6.4.1 em [4] adaptada)
Seja v∗Dn a avaliação de política definida no n-ésimo passo de avaliação de política

do LSPSI. Então v∗Dn+1 ≥ v∗Dn .

Demonstração. Seja:

• v∗πn a avaliação de política definida no n-ésimo passo de avaliação de política
do PI;
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Algoritmo 7: Algoritmo LSPSI
Entrada: Defina n = 0, uma função de custo inicial v0, uma política inical

arbitrária π0 ∈ Π, um fator de desconto arbitrário λ ∈ [0, 1) e uma
tolerância arbitrária ε

Saída: A solução ótima para a função de custo v∗, e a política ótima estacionária
π∗

1 repita
Passo de avaliação de política modificado

2 n eval← 0; vn eval ← vn; πn eval ← πn;
3 repita
4 para cada s ∈ S faça
5 Escolha H(s) ⊂ A(s) aleatoriamente; D(s)← H(s) ∪ πn eval(s)
6 Calcule:

vn eval+1(s) := max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn eval(s
′)

}
(3.21)

πn eval+1(s) ∈ arg max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn eval(s
′)

}

7 fim
8 n eval← n eval + 1;
9 até ‖vn eval − vn eval−1‖∞ ≤ ε ;

Passo de atualização de política
10 vn ← vn eval;
11 para cada s ∈ S faça
12 Calcule:

vn+1(s) := max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn(s′)

}
(3.22)

πn+1(s) ∈ arg max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn(s′)

}

13 fim
14 n← n+ 1;
15 até ‖vn − vn−1‖ ≤ ε ;
16 Defina π∗ = πn e v∗ = vn
17 retorna v∗, π∗

• vπi a avaliação de política definida na i-ésima iteração do algoritmo de iteração
de valor no passo de avaliação de política do PI;

• vDi a avaliação de política definida na i-ésima iteração do algoritmo de iteração
de valor no passo de avaliação de política do LSPSI.

Pelo Teorema 6.3.1 de [4] tem-se que vπi converge em norma para v∗πn fazendo-se
A(s) = {π(s)}:
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lim
i→∞

vπi ≡ v∗πn

onde,

vπ1(s) = r(s, π(s)) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, π(s))vπ0(s′)

vπ2(s) = r(s, π(s)) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, π(s))vπ1(s′)

...

vπi+1(s) = r(s, π(s)) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, π(s))vπi(s′)

...

Aplicando o Teorema 6.3.1 às primeiras iterações do algoritmo de iteração de
valor no passo de avaliação de política do LSPSI e lembrando que na primeira
iteração ele também parte da estimativa inicial da função de custo obtida no último
passo de melhoria de política (vD0 = vπ0), tem-se que

vD1(s) = max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vπ0(s′)

}

vD2(s) = max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vD1(s′)

}
...

vDi+1(s) = max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vDi(s′)

}
...

Comparando as equações da primeira iteração, como π(s) ∈ D(s), tem-se que:

vD1(s) = max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vπ0(s′)

}

= max

{
max
a∈H(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vπ0(s′)

}
;

r(s, π(s)) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, π(s))vπ0(s′)

}

= max

{
max
a∈H(s)

{
r(s, π(s)) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, π(s))vπ0(s′)

}
; vπ1(s)

}
≥ vπ1(s)
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Substituindo na segunda iteração e seguindo a Proposição 6.3.2 de [4], tem-se
que vD2(s) ≥ vπ2(s) e por indução vDi(s) ≥ vπi(s), ∀i > 1.

Fazendo o limite i→∞:

v∗Dn ≡ lim
i→∞

vDi ≥ lim
i→∞

vπi ≡ v∗πn

Ou seja, ao final do passo de avaliação de política, a função de custo obtida
pelo passo de avaliação modificada do LSPSI é maior ou igual à função obtida pela
avaliação de política do algoritmo de PI tradicional: v∗Dn ≥ v∗πn .

Para finalizar, a proposição 6.4.1 de [4] prova que vn+1 ≥ vn, onde vn é a avaliação
de política no n-ésimo passo do algoritmo de PI. Fazendo vn = v∗Dn e lembrando
que usando o algoritmo de VI no passo de avaliação de política do PI tem-se que
vn+1 = v∗πn+1:

v∗Dn+1 ≥ v∗πn+1 = vn+1 ≥ vn = v∗Dn

Como, pelo Lema 2, a proposição 6.4.1 de [4] continua válida para o LSPSI, o
Teorema 6.4.2 de [4] também continua válido, garantindo que o LSPSI termina em
uma quantidade finita de iterações, com uma solução ótima para a função de custo
e sua política.

Versão preliminar do LSPSI

Assim como ocorreu com o TABA, antes de se chegar a versão atual do algoritmo
LSPSI, uma versão preliminar foi publicada em [258] com o nome de Extensão do
Algoritmo de Iteração de Conjunto de Políticas (Policy Set Iteration Algorithm Ex-
tension - PSIAE). Nesta primeira versão, não havia o passo de melhoria de política.
Aplicava-se apenas uma vez o passo de avaliação de política modificado e o algo-
ritmo encerrava quando esse passo convergisse. Desta forma, não havia garantia da
solução ótima global. O Algoritmo 8 apresenta o pseudo código do PSIAE.

Vantagens e inovações do LSPSI

Quando comparado com o PSI, o LSPSI aumenta o poder de melhoria do passo
de avaliação de política modificado. O PSI faz a avaliação das políticas usando
a inversão de matrizes, obtendo apenas um vetor da função de custo para cada
uma das políticas avaliadas: N_Pol (PSI) = |∆| = |Ψ| + 1. No passo de melhoria
de política o PSI escolhe a melhor das N_Pol (PSI) políticas. Já no LSPSI, em
cada iteração de valor do passo de avaliação modificado, sorteia-se aleatoriamente
|H(s)| = α · |A(s)| ações para cada estado. Como, além das ações sorteadas, o
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Algoritmo 8: Algoritmo PSIAE
Entrada: Defina n = 0, uma função de custo inicial v0, uma política inical

arbitrária π0 ∈ Π, um fator de desconto arbitrário λ ∈ [0, 1) e uma
tolerância arbitrária ε

Saída: A solução ótima para a função de custo v∗, e a política ótima estacionária
π∗

1 repita
2 para cada s ∈ S faça
3 Escolha H(s) ⊂ A(s) aleatoriamente; D(s)← H(s) ∪ πn(s)
4 Calcule:

vn+1(s) := max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn(s′)

}

πn+1(s) ∈ arg max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)vn(s′)

}

5 fim
6 n← n+ 1;
7 até ‖vn − vn−1‖ ≤ ε ;
8 Defina π∗ = πn e v∗ = vn
9 retorna v∗, π∗

LSPSI também avalia a melhor ação do passo anterior, o total de ações avaliadas
são N_Acoes(LSPSI) = |D(s)| = |H(s)| + 1. Considerando que esse procedimento
se repete de forma independente para cada um dos estados (s ∈ S), a quantidade
de políticas avaliadas em cada iteração de valor (N_Pol (LSPSI)) pode ser calculado
como:

N_Pol (LSPSI) =
∏
s∈S

N_Acoes(LSPSI) = (N_Acoes (LSPSI))
|S|

É possível observar que fazendo-se o número de ações sorteadas no LSPSI igual
ao número de políticas sorteadas no PSI (|H(s)| = |Ψ|), o número de políticas
avaliadas com LSPSI em cada iteração de valor do passo de avaliação é muito maior,
crescendo exponencialmente com o número de estados, do que a quantidade de
políticas avaliadas em cada passo de avaliação modificado completo do PSI.

N_Pol (LSPSI) = (|Ψ|+ 1)|S| � |Ψ|+ 1 = N_Pol (PSI) (3.23)

onde: |H(s)| = |Ψ| e |S| � 1

Outro ponto importante do LSPSI é que há uma boa probabilidade do algoritmo
convergir com apenas um passo de avaliação de política modificado.

Considere que:

• O passo de avaliação de política modificado precisa de diversas iterações de
valores para convergir (n eval no Algoritmo (7));
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• em cada iteração de valor, α · |A(s)| novas ações possíveis são avaliadas.

A probabilidade de não se avaliar a ação ótima diminui exponencialmente com
o número de iterações do algoritmo de iteração de valor no passo de avaliação de
política do LSPSI (n eval). Em cada iteração, a probabilidade da ação ótima estar
entre as sorteadas é igual a α. Considerando que em cada iteração o sorteio é feito de
forma independente, a probabilidade de não se avaliar a ação ótima em um passo de
avaliação modificado pode ser calculada como: (1−α)n eval. Mesmo para pequenos
valores de α, a medida que o número de iterações de valores até a convergência
cresce (n eval), a probabilidade de não se avaliar a ação ótima já no primeiro passo
da avaliação modificada de política diminui muito. Assim, no LSPSI, há uma boa
probabilidade de já se achar a ação ótima no primeiro passo de avaliação de política
modificado.

O PSIAE usava essa elevada probabilidade de se achar a decisão ótima com
apenas um passo de avaliação de política modificado. Por outro lado, não havia
garantia de que sempre seria localizada a ação ótima global. Com a inclusão do passo
de melhoria de política no LSPSI, perde-se um pouco em eficiência computacional
entretanto garante-se que a solução atinja o ótimo global. O passo de melhoria de
política, testa todas as políticas possíveis, garantindo a otimalidade global. Caso
uma política nova seja identificada nesse passo, o LSPSI retorna para um novo passo
de avaliação de política modificada.

Como é possível perceber, o LSPSI é uma evolução do PSI pois aumenta o
poder de busca no passo de avaliação modificado de política e também é um avanço
comparado ao PSIAE pois garante a otimalidade global.

3.2.3 Combinação dos algoritmos: LSPSI + TABA

Como o TABA atua na redução do espaço de estados e o LSPSI na redução do espaço
de ações, é possível combiná-los em um único algoritmo. Partindo da estrutura do
LSPSI (Algoritmo 7), o algoritmo combinado LSPSI+TABA aplica o benefício do
TABA nas iterações de valores. A equação de iteração de valor do passo de avaliação
modificado (3.21) passa a ser:

vn eval+1(s) = max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n eval(G
′
z)

}
.

onde, V̂n eval(Gz) :=
∑
s∈Gz

µz(s)vn eval(s) ∀Gz

A equação de iteração de valor do passo de melhoria de política (3.22) passa a
ser:

vn+1(s) = max
a∈A(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}
.
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onde, V̂n(Gz) :=
∑
s∈Gz

µz(s)vn(s) ∀Gz

A combinação do TABA com o LSPSI melhora bastante o tempo computacional
na solução de SSMDP tanto quando comparado com os algoritmos mais tradicionais
(por exemplo: PI e VI), como quando comparado com o TABA e o LSPSI aplica-
dos isoladamente. No próximo capítulo será feita uma comparação entre todos os
algoritmos, aplicando-os em um problema envolvendo a otimização de toda a cadeia
logística de mineração. Os benefícios do TABA, LSPSI e do LSPSI+TABA ficarão
claros neste Capítulo 4.
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Algoritmo 9: Algoritmo TABA + LSPSI
Entrada: Defina n = 0, uma função de custo inicial v0, uma partição do estado de

estados (S) em Z conjuntos disjuntos (Gz), uma política inicial arbitrária
π0 ∈ Π, um fator de desconto arbitrário λ ∈ [0, 1) e uma tolerância arbitrária ε

Saída: A solução ótima para a função de custo v∗, e a política ótima estacionária π∗
1 repita

Passo de avaliação de política modificado
2 n eval← 0; vn eval ← vn; πn eval ← πn;
3 repita
4 para cada Gz faça
5

V̂n eval(Gz) :=
∑
s∈Gz

µz(s)vn eval(s)

6 fim
7 para cada s ∈ S faça
8 Sorteie H(s) ⊂ A(s); D(s)← H(s) ∪ πn eval(s). Calcule:

vn eval+1(s) := max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n eval(G
′
z)

}

πn eval+1(s) ∈ arg max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n eval(G
′
z)

}

9 fim
10 n eval← n eval + 1;
11 até ‖vn eval − vn eval−1‖∞ ≤ ε ;

Passo de atualização de política
12 vn ← vn eval;
13 para cada Gz faça
14

V̂n(Gz) :=
∑
s∈Gz

µz(s)vn(s)

15 fim
16 para cada s ∈ S faça
17 Calcule:

vn+1(s) := max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}

πn+1(s) ∈ arg max
a∈D(s)

{
r(s, a) + λ

Z∑
z=1

pG(G′z|s, a)V̂n(G′z)

}

18 fim
19 n← n+ 1;
20 até ‖vn − vn−1‖ ≤ ε ;
21 Defina π∗ = πn e v∗ = vn
22 retorna v∗, π∗
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Capítulo 4

Resultados

Após a apresentação da modelagem MDP para otimização da cadeia de suprimentos
na indústria da mineração, envolvendo todos os seus elos, e os novos algoritmos de
programação dinâmica, neste capítulo, estes algoritmos serão usados para resolver
um exemplo de otimização estocástica na cadeia de mineração. Com os resultados
obtidos no exemplo, ficará mais clara a importância de serem considerados todos
os elos da cadeia na sua otimização global. Também será possível observar a re-
levância de se considerar as incertezas existente neste processo e o impacto nas
decisões ótimas. Por outro lado, aplicando os novos algoritmos propostos, será pos-
sível comparar suas performances frente aos tradicionais algoritmos já existentes
para otimização estocástica de longo prazo.

4.1 O exemplo da cadeia de suprimentos na mine-

ração

Para modelar a cadeia logística da indústria da mineração foi utilizado o modelo
apresentado na Seção 3.1. Neste exemplo, cada período de tempo t representa um
mês. Foram utilizados os seguintes valores para os parâmetros fixos:

• Capacidade de produção e transporte ferroviário das minas até o porto (c1):
13.000 toneladas por mês;

• Custo de produção (c2): $12,00 por 1.000 toneladas;

• Capacidade de armazenagem no porto (c3): 3.000 toneladas;

• Capacidade de armazenagem no PAA (c4): 2.000 toneladas;

• Custo do transporte marítimo (navegação) local (c5): $1,00 por 1.000 tonela-
das;
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• Preço de venda para os clientes com contrato (c6): $60,00 por 1.000 toneladas;

• Penalidade contratual por não atendimento da demanda (c7): $100,00 por
1.000 toneladas não atendidas;

• Produção mínima nas minas (c8): 8.000 toneladas por mês.

As variáveis aleatórias representando os parâmetros com incerteza foram mo-
delados através de variáveis discretas com as seguintes probabilidades, onde p(x)

significa “probabilidade que x ocorra”:

• Variável aleatória que representa a capacidade de fluxo operacional no porto
(ξ1
t ):

ξ1
t ∈ {10; 11; 12} · 1.000 toneladas/mês;


p(10) = 20%

p(11) = 60%

p(12) = 20%

• Variável aleatória que representa a capacidade de fluxo operacional no PAA
(ξ2
t ):

ξ2
t ∈ {2; 3} · 1.000 toneladas/mês;

{
p(2) = 40%

p(3) = 60%

• Variável aleatória que representa a demanda dos clientes com contrato (ξ3
t ):

ξ3
t ∈ {8; 9} · 1.000 toneladas/mês;

{
p(8) = 50%

p(9) = 50%

• Variável aleatória que representa o preço do mercado spot (ξ4
t ):

ξ4
t ∈ {$30; $60; $90} por 1.000 toneladas;


p($30) = 25%

p($60) = 50%

p($90) = 25%

• Variável aleatória que representa o custo da navegação internacional partindo
do porto (ξ5

t ):

ξ5
t ∈ {$16; $18; $20} por 1.000 toneladas;


p($16) = 20%

p($18) = 60%

p($20) = 20%

O resumo destes parâmetros organizados por elo da cadeia estão descritos na
Tabela 4.1.
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Elo da
cadeia

Valores dos parâmetros

Minas
Cap. de Produção: c1 = 13 kt (kt = 1.000t)
Custo de Prod.: c2 = $12/kt
Prod. Mínima: c8 = 8 kt

Porto e
PAA

Cap. Armaz. no Porto: c3 = 3 kt
Cap. Fluxo Oper. no Porto: ξ1

t ∈

{10; 11; 12} kt/mês;


p(10) = 20%
p(11) = 60%
p(12) = 20%

Cap. Armaz. no PAA: c4 = 2 kt

Cap. Fluxo Oper. no PAA: ξ2
t ∈ {2; 3} kt/mês;

{
p(2) = 40%
p(3) = 60%

Navegação Custo Internacional: ξ5
t ∈ {$16; $18; $20} /kt;


p($16) = 20%
p($18) = 60%
p($20) = 20%

Custo local: c5 = $1/kt

Clientes

Preço de Contrato: c6 = $60/kt

Demanda de Contrato: ξ3
t ∈ {8; 9} kt/mês;

{
p(8) = 50%
p(9) = 50%

Penalidade de Contrato: c7 = $100/kt

Preço Mec. Spot: ξ4
t ∈ {$30; $60; $90} /kt;


p($30) = 25%
p($60) = 50%
p($90) = 25%

Tabela 4.1: Valores dos Parâmetros Utilizados no Modelo MDP

Amodelagem proposta apresenta algumas similaridades com a proposta em [103].
Ambos os modelos separam os clientes em clientes com contrato e mercado spot e
também modelam a cadeia de suprimentos como um fluxo dinâmico. Entretanto,
existem algumas diferenças dignas de nota. Por exemplo, [103] não inclui navegação
e o PAA em sua cadeia logística; por outro lado, o modelo apresentado neste trabalho
não distingue os produtos de diferentes minas individualmente.

Nas próximas seções, esse exemplo será resolvido utilizando diversos algoritmos
de programação estocástica. Na próxima seção e na seguinte, serão comparadas as
performances entre os algoritmos e na Seção 4.4 serão avaliadas as decisões ótimas
obtidas.

4.2 Avaliação dos α’s no LSPSI e no LSPSI+TABA

Antes de fazer a comparação entre o LSPSI+TABA e os demais algoritmos, se faz
necessário determinar o valor de α tanto no LSPSI+TABA quanto no LSPSI puro.
O parâmetro α determina o percentual das ações sorteadas para teste na etapa de
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avaliação de política. Quando α = 0 os algoritmos se aproximam do algoritmo de
iteração de políticas, não havendo melhoria no passo de avaliação de política. Já
quando α = 1 os algoritmos se aproximam do algoritmo de iteração de valor, pois
em cada iteração do passo modificado de avaliação de política ele faz uma busca por
melhoria em todo o espaço de ações. Desta forma, é de se esperar que para valores
de α próximos a zero, o passo de avaliação de política seja mais rápido entretanto
sejam necessários mais passos de melhoria de política, dado que poucas novas ações
serão testadas no passo modificado de avaliação. Por outro lado, para valores mais
altos de α, o passo de avaliação de política modificado se torna mais demorado mas
espera-se que a quantidade de passos de melhoria de política seja menor. Também
é possível observar pela Eq. (3.23) que mesmo valores pequenos de α já significam
uma grande quantidade de políticas avaliadas, quando |S| é grande.

Para comparação, foram testados os seguintes valores de α: 0, 1%, 1, 0%, 5, 0%,
10% e 20%. Também foram avaliados os impactos para três valores diferentes de λ:
0,90, 0,95 e 0,99. Como os algoritmos LSPSI e LSPSI+TABA utilizam sorteio, para
avaliar sua performance eles foram rodados diversas vezes com diferentes sementes
no sorteio. Para cada combinação de λ e α os resultados obtidos com as diversas
sementes foram avaliados:

• A média das quantidade de iterações até a convergência (“Qtde. Iterações -
Média”);

• O desvio padrão (DP) da quantidade de iterações até a convergência (“Qtde.
Iterações - DP”);

• O Intervalo de Confiança (IC) com 95% para a quantidade de iterações até a
convergência (“Qtde. Iterações - IC (95%)”);

• A média do tempo total (em segundos) até a convergência (“Tempo Total (s)
- Média”);

• O desvio padrão (DP) do tempo total (em segundos) até a convergência
(“Tempo Total (s) - DP”);

• O Intervalo de Confiança (IC) com 95% do tempo total (em segundos) até a
convergência (“Tempo Total (s) - IC (95%)”);

Inicialmente, a Tabela 4.2 apresenta os resultados de diferentes α’s apenas para o
algoritmo LSPSI puro. Foram utilizadas 50 sementes diferentes. Como era previsto,
a quantidade de iterações diminui conforme α aumenta. Para λ = 0, 90 o menor
tempo total é obtido com α = 1, 0%. Já para λ = 0, 95 e λ = 0, 99 o menor tempo
total ocorre com α = 0, 1%.

63



λ
α’s

0, 1% 1, 0% 5, 0% 10% 20%

0,90
Qtde.
Iterações

Média 110,1 55,1 37,5 32,0 28,3
DP 5,8 2,5 0,9 0,7 0,8

IC (95%) [98,8;
121,5]

[50,2;
60,0]

[35,7;
39,4]

[30,6;
33,4]

[26,8;
29,8]

Tempo
Total (s)

Média 166,1 117,6 166,4 219,7 313,6
DP 11,5 13,5 3,1 3,9 18,9

IC (95%) [143,5;
188,7]

[91,1;
144,2]

[160,4;
172,4]

[212,0;
227,5]

[276,5;
350,6]

0,95
Qtde.
Iterações

Média 129,3 68,1 46,7 41,0 37,7
DP 5,0 1,5 0,9 0,4 0,7

IC (95%) [119,5;
139,0]

[65,2;
71,0]

[45,0;
48,4]

[40,1;
41,8]

[36,4;
39,0]

Tempo
Total (s)

Média 171,2 184,4 237,0 266,2 404,7
DP 23,6 15,7 24,4 15,3 23,1

IC (95%) [124,9;
217,4]

[153,6;
215,2]

[189,2;
284,7]

[236,2;
296,2]

[359,3;
450,1]

0,99
Qtde.
Iterações

Média 199,3 112,6 91,0 88,7 87,8
DP 2,7 1,1 0,0 0,7 0,4

IC (95%) [194,0;
204,6]

[110,4;
114,8]

[91,0;
91,0]

[87,2;
90,1]

[87,1;
88,6]

Tempo
Total (s)

Média 149,1 165,4 289,4 504,2 877,7
DP 13,5 21,5 2,8 35,7 57,2

IC (95%) [122,6;
175,6]

[123,2;
207,6]

[283,9;
294,9]

[434,1;
574,2]

[765,6;
989,8]

Tabela 4.2: Comparação entre α’s no LSPSI

Já a Tabela 4.3 apresenta os resultados de diferentes α’s para o algoritmo
LSPSI+TABA. Como o tempo do LSPSI+TABA é menor, foram utilizadas 100
sementes na avaliação. Também é possível verificar que conforme α aumenta,
a quantidade total de iterações reduz, entretanto o tempo total aumenta. Para
o LSPSI+TABA, os menores tempos totais para todos os λ’s são obtidos para
α = 0, 1%.

Como exemplo, a Figura 4.1 mostra a convergência do LSPSI+TABA para uma
semente, os três valores de λ e os cinco valores avaliados de α. No eixo y é apre-
sentado a variação da função de custo entre duas iterações consecutivas (delta da
função de custo), calculado como o logaritmo da norma superior percentual. No eixo
x, é representada a evolução do tempo. Foi considerado como critério de parada a
maior variação percentual da função de custo entre todos os estados ser inferior a
10−4. Quando o delta da função de custo sobe, significa que o passo de melhoria
de política encontrou uma solução melhor. Nesse gráfico fica mais claro que com
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λ
α’s

0, 1% 1, 0% 5, 0% 10% 20%

0,90
Qtde.
Iterações

Média 118,7 59,6 40,0 34,3 30,7
DP 6,6 1,9 0,7 0,6 0,5

IC (95%) [105,8;
131,6]

[55,8;
63,3]

[38,6;
41,4]

[33,2;
35,5]

[29,7;
31,6]

Tempo
Total (s)

Média 5,8 6,5 10,3 14,1 21,7
DP 0,7 0,7 0,6 0,8 1,4

IC (95%) [4,3;
7,2]

[5,2;
7,8]

[9,1;
11,5]

[12,5;
15,8]

[19,1;
24,4]

0,95
Qtde.
Iterações

Média 130,6 69,1 45,6 40,1 37,0
DP 5,2 1,4 0,6 0,4 0,2

IC (95%) [120,5;
140,7]

[66,4;
71,8]

[44,4;
46,8]

[39,3;
40,8]

[36,5;
37,4]

Tempo
Total (s)

Média 6,2 7,1 11,3 16,5 25,2
DP 0,6 0,4 0,9 1,0 1,8

IC (95%) [4,9;
7,4]

[6,2;
7,9]

[9,5;
13,1]

[14,6;
18,4]

[21,6;
28,8]

0,99
Qtde.
Iterações

Média 204,1 116,0 95,0 93,0 92,0
DP 2,8 0,8 0,1 0,0 0,0

IC (95%) [198,6;
209,5]

[114,4;
117,6]

[94,8;
95,2]

[93,0;
93,0]

[92,0;
92,0]

Tempo
Total (s)

Média 5,8 8,6 19,3 32,6 56,9
DP 0,4 1,1 1,2 1,9 3,7

IC (95%) [5,1;
6,5]

[6,5;
10,7]

[17,0;
21,7]

[28,9;
36,2]

[49,7;
64,1]

Tabela 4.3: Comparação entre α’s no LSPSI+TABA

valores menores de α a convergência do passo de avaliação de política modificado
é mais rápida, porém o algoritmo necessita de mais passos de melhoria de política
para convergir. Para valores de α maiores, a convergência da avaliação de política
modificada é mais lenta, mas por outro lado a necessidade de passos de melhoria de
política é menor. Pelos gráficos, é possível perceber que, mesmo precisando de mais
passos de melhoria de política, a convergência final para α = 0, 1% é mais rápida
para os três valores de λ.

Na próxima seção, será feita a comparação entre os diversos algoritmos de pro-
gramação dinâmica utilizando o valor de α = 0, 1% tanto para o LSPSI como para
o LSPSI+TABA.
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Figura 4.1: Convergência do LSPSI+TABA em função dos λ’s e α’s

4.3 Avaliação dos algoritmos

Para obter as decisões ótimas para o problema descrito na Seção 4.1, foram testados
sete algoritmos diferentes:

1. Iteração de valor clássico com Gauss-Seidel (VI) [4];

2. Iteração de política (PI) [4]

3. Iteração de conjunto de políticas (PSI) CHANG [21];

4. Programação dinâmica dual estocástica (SDDP) PEREIRA e PINTO [192];

5. Iteração de grupo de políticas com busca local (LSPSI) com α = 0, 1%;

6. Algoritmo baseado na agregação temporal (TABA);

7. Combinação do LSPSI com o TABA (LSPSI+TABA) com α = 0, 1%
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Considerando todas as combinações possíveis do problema estudado, existem
1.296 estados possíveis e avaliando todos os estados iniciais, as decisões possíveis
e os estados finais, há mais de 1,5 milhões de transições viáveis. Os algoritmos
foram testados utilizando-se três valores diferentes para o fator de desconto (λ):
0, 9, 0, 95 e 0, 99. Todos os modelos foram executados em um computador pessoal
com processador Intel R© CoreTM i7-7500 CPU, @2.70GHz 2.9GHz com 8,00GB de
memória RAM e usando o sistema operacional Windows 10.

Como era de se esperar, todos os algoritmos convergiram para as mesmas polí-
ticas ótimas para todos os valores λ. O resultado comparativo de desempenho dos
algoritmos é apresentado na Tabela 4.4. Para todos os algoritmos, com exceção do
SDDP foi utilizado como critério de convergência a variação percentual da função
de custo ser inferior a 10−4.

λ VI PI PSI SDDP LSPSI TABA LSPSI
+ TABA

0,90
Qtde. Iterações 23 6 4 17 110,1 27 118,7
Tempo Iter. (s) 50,0 49,7 71,8 0,83 1,51 1,17 0,05
Tempo Tot. (s) 1.151 298 287 14,1 166,1 31,5 5,8

0,95
Qtde. Iterações 33 8 5 7 129,3 34 130,6
Tempo Iter. (s) 64,1 61,8 97,6 1,93 1,32 1,32 0,05
Tempo Tot. (s) 2.117 495 488 13,5 171,2 44,8 6,2

0,99
Qtde. Iterações 85 11 5 15 199,3 92 204,1
Tempo Iter. (s) 55,8 54,2 206 1,35 0,75 1,24 0,03
Tempo Tot. (s) 4.743 596 1.034 20,3 149,1 114 5,8

Tabela 4.4: Comparação entre os algoritmos

Os algoritmos de VI e PI foram os que precisaram de mais tempo até convergir.
Na quantidade de iterações da Tabela 4.4, foram computadas apenas as iterações
de melhoria de política tanto no PI como no PSI. No VI, o tempo de cada iteração
é bastante longo, dado que ele avalia todas as ações possíveis. No PI o tempo
é semelhante, dado que cada passo de melhoria de política também avalia todas
as ações possíveis para cada estado. Como o número de iterações de melhoria de
política no PI é menor do que a quantidade de iterações no VI, o tempo total do PI
é menor que o do VI para todos os λ’s.

O algoritmo PSI [21], base para o desenvolvimento do LSPSI, também foi imple-
mentado para servir como outra fonte de comparação. Na implementação utilizada,
em cada passo de avaliação de política são testadas 10 políticas adicionais aleato-
riamente. Como também era esperado, a quantidade de iterações no PSI é menor
quando comparada com a do PI para todos os λ’s. Entretanto, como o passo de
avaliação de política se torna mais complexo, dado que testa mais políticas aleató-
rias, o ganho de tempo total do PSI comparado com o PI não é significativo para
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λ = 0, 90 e λ = 0, 95. Por outro lado, o tempo total do PSI é maior que o do PI
para λ = 0, 99

Como o problema apresenta restrições lineares, sua curva de custo é convexa e não
utiliza variáveis inteiras, também é possível resolvê-lo através do SDDP. Caso uma
dessas premissas fosse quebrada, o SDDP não poderia mais ser aplicado. Para sua
implementação, foi usada a biblioteca SDDP na linguagem de programação Julia
[259] adaptada para problemas de horizonte infinito conforme [260]. Considerou-
se como critério de atingimento de convergência variação de 10−4 entre os limites
(bounds). Comparando com o VI, PI e PSI, o SDDP apresenta uma performance
muito boa atingindo a convergência em um tempo substancialmente inferior, com
uma quantidade de iterações semelhante porém um tempo médio por iteração muito
inferior.

O primeiro algoritmo proposto a ser testado é o LSPSI com α = 1, 0%. Quando
comparado com o VI, PI e PSI, o LSPSI apresenta uma performance melhor, tendo
um tempo total inferior. O ganho de tempo é superior a 50% comparado ao melhor
entre os três algoritmos para λ = 0, 95 e λ = 0, 99. A quantidade total de iterações
é maior, porém o tempo médio por iteração é inferior. Por outro lado, quando
comparado ao SDDP, o tempo computacional é maior. O SDDP apresenta um
ganho de tempo próximo a 90% para os três λ’s.

A configuração do problema permite a caracterização como SSMDP (Definição
1) e a implementação do TABA, agrupando os estados conforme o nível inicial dos
estoques, componentes s6 e s7. Como as outras componentes do vetor de estado
(s1 a s5) são independentes e identicamente distribuídos, elas podem fazer parte
do subconjunto Sn na Suposição 1. O vetor de distribuição do estado de equilíbrio
(µ) é fixo e o mesmo para todos os grupos, podendo ser calculado facilmente. Esta
agregação, faz com que o TABA apresente uma performance ainda melhor que o
LSPSI, e consequentemente bastante superior ao VI, PI e PSI. O ganho é maior
para λ maior. Para λ = 0, 90, a redução do tempo foi de 166,1s para 31,5s. Já
para λ = 0, 99 o tempo total foi de 114s para o TABA contra 149,1s para o LSPSI.
Comparando com o SDDP, o TABA apresentou tempo computacional maior para
todos os λ’s. A performance do TABA piora significativamente quando o valor de λ
aumenta. Para λ = 0, 90, o SDDP converge em 14,1s, enquanto que o TABA precisa
de 31,5s. Já para λ = 0, 99, o SDDP precisa de 20,3s e o TABA 114s.

Finalmente, os melhores tempos computacionais foram obtidos com a combina-
ção dos dois algoritmos propostos: LSPSI e o TABA (LSPSI+TABA). Comparando
com os algoritmos tradicionais (VI, PI e PSI) o ganho computacional é superior a
95% sendo mais significativo para valores maiores de λ. Para λ = 0, 99 o PI preci-
sou de 596s e o LSPSI+TABA de apenas 5,8s. O LSPSI+TABA necessita de mais
iterações do que os algoritmos tradicionais, porém graças às reduções no espaço de
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busca de estados e de ações, o tempo de cada iteração é consideravelmente inferior,
sendo da ordem de grandeza de 10−2s.

Mesmo quando comparado com o SDDP, o LSPSI+TABA apresentou uma per-
formance superior. O LSPSI+TABA sofreu menos impacto com o aumento de λ.
Comparando com o SDDP, para λ = 0, 9 o LSPSI+TABA teve uma redução de
quase 60% do tempo computacional (de 14,1s para 5,8s). Para λ = 0, 95 essa re-
dução é superior a 50% (de 13,5s para 6,2s) e para λ = 0, 99 essa redução é ainda
maior atingindo 70% (de 20,3s para 5,8s). O LSPSI+TABA também precisa de mais
iterações do que o SDDP, porém o tempo médio por iteração também é menor.

Para finalizar, a Figura 4.2 resume a performance dos sete algoritmos para os
três valores de λ. Em cada gráfico, o eixo y representa o tempo computacional total
até a convergência e as barras são a performance por algoritmo. Primeiramente, é
possível reparar que os algoritmos VI, PI e PSI são bastante sensíveis ao aumento
do λ. Nos gráficos fica ainda mais nítido o ganho computacional obtido com o
LSPSI+TABA, comparando com os demais algoritmos.

Figura 4.2: Comparativo entre os algoritmos
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4.4 Decisões ótimas

Nesta seção serão analisadas as decisões ótimas obtidas e seus impactos na cadeia
logística. Será usada a mesma nomenclatura da Seção 3.1. O vetor de estados s
possui 7 componentes:

• Capacidade de fluxo operacional no porto (s1
t );

• Capacidade de fluxo operacional no PAA (s2
t );

• Demanda dos clientes com contrato (s3
t );

• Preço do mercado spot (s4
t );

• Custo da navegação internacional partindo do porto (s5
t );

• Volume armazenado no porto (s6
t );

• Volume armazenado no PAA (s7
t ).

O vetor de decisão a e a política ótima para o estado s (π∗(s)) possuem 5 compo-
nentes:

• Volume de produção e transporte ferroviário das minas até o porto (a1
t );

• Volume transportado do porto para o PAA (a2
t );

• Volume transportado do porto para os clientes com contrato (a3
t );

• Volume transportado do porto para o mercado spot (a4
t );

• Volume transportado do PAA para os clientes com contrato (a5
t );

• Volume transportado do PAA para o mercado spot (a6
t ).

O VPL esperado (V ∗(s)), estando no estado inicial s é calculado conforme a Equação
(3.9), aplicando a política ótima conforme a Equação (3.10).

Abaixo, são apresentados alguns resultados obtidos considerando λ = 0.95:

• s = [10, 2, 8, 30, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 8, 0, 0, 0], V ∗(s) = $6.884 · 103:
O porto e o PAA iniciam com os estoques cheios. Como o preço do mercado
spot é baixo ($30), a decisão ótima é produzir e entregar apenas o volume
contratual.

• s = [10, 2, 8, 30, 20, 0, 0], π∗(s) = [10, 2, 8, 0, 0, 0], V ∗(s) = $6.786 · 103:
O porto e o PAA começam com seus estoques vazios e o preço do mercado
spot é baixo ($30). A decisão é produzir o volume máximo de capacidade
(10kt), atender o volume contratual (8kt) e armazenar 2kt no PAA.
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• s = [10, 2, 8, 60, 20, 0, 0], π∗(s) = [10, 0, 8, 2, 0, 0], V ∗(s) = $6.792 · 103:
O porto e o PAA começam com seus estoques vazios e o preço do mercado spot
é médio ($60). Comparando com o exemplo anterior, em vez de armazenar
2kt no PAA, esse volume é direcionado para venda no mercado spot.

• s = [10, 3, 8, 90, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 6, 4, 2, 0], V ∗(s) = $7.066 · 103:
O porto e o PAA iniciam com os estoques cheios e o preço do mercado spot
é alto ($90). Como o limite de volume no porto é 10kt e há 2kt no PAA, o
sistema só consegue entregar 12kt, atendendo as 8kt do contrato e entregando
4kt para o mercado spot, dado seu preço alto. Para atender a produção
mínima e dado o limite de escoamento priorizado para a entrega a cliente, 1kt

termina o período armazenado no porto.

• s = [12, 3, 8, 90, 16, 3, 2], π∗(s) = [9, 0, 6, 6, 2, 0], V ∗(s) = $7.230 · 103:
O porto e o PAA iniciam com os estoques cheios e o preço do mercado spot
é alto ($90). Como o limite de volume no porto é 12kt e há 2kt no PAA, o
sistema só consegue entregar 14kt, atendendo as 8kt do contrato e entregando
6kt para o mercado spot, dado seu preço alto. Também dado o limite no
porto de 12kt e como já há um volume inicial estocado de 3kt, apenas 9kt

são produzidas. Devido ao preço alto do mercado spot e à alta capacidade de
volume no porto, esse é o maior VPL.

• s = [12, 3, 8, 90, 16, 0, 2], π∗(s) = [12, 0, 6, 6, 2, 0], V ∗(s) = $7.194 · 103:
O PAA inicia com o estoque cheio, o porto vazio e o preço do mercado spot é
alto ($90). Como o estoque no porto está vazio, a produção é equivalente ao
limite no porto de 12kt. Como o limite de volume no porto é 12kt e há 2kt

no PAA, o sistema só consegue entregar 14kt, atendendo as 8kt do contrato e
entregando 6kt para o mercado spot, dado seu preço alto.

Variando o lambda para λ = 0.99, as decisões ótimas são as mesmas, apenas
o VPL aumenta, dado que a taxa de desconto é menor. Como o peso do curto
prazo diminui, a diferença percentual entre os VPLs dos diferentes cenários iniciais
também fica menor:

• s = [10, 2, 8, 30, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 8, 0, 0, 0], V ∗(s) = $34.434 · 103;

• s = [10, 2, 8, 30, 20, 0, 0], π∗(s) = [10, 2, 8, 0, 0, 0], V ∗(s) = $34.331 · 103;

• s = [10, 2, 8, 60, 20, 0, 0], π∗(s) = [10, 0, 8, 2, 0, 0], V ∗(s) = $34.332 · 103;

• s = [10, 3, 8, 90, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 6, 4, 2, 0], V ∗(s) = $34.606 · 103;

• s = [12, 3, 8, 90, 16, 3, 2], π∗(s) = [9, 0, 6, 6, 2, 0], V ∗(s) = $34.770 · 103;
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• s = [12, 3, 8, 90, 16, 0, 2], π∗(s) = [12, 0, 6, 6, 2, 0], V ∗(s) = $34.734 · 103.

Variando o lambda para λ = 0.90, as decisões ótimas continuam as mesmas,
porém o VPL diminui, dado que a taxa de desconto é maior:

• s = [10, 2, 8, 30, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 8, 0, 0, 0], V ∗(s) = $3.435 · 103;

• s = [10, 2, 8, 30, 20, 0, 0], π∗(s) = [10, 2, 8, 0, 0, 0], V ∗(s) = $3.339 · 103;

• s = [10, 2, 8, 60, 20, 0, 0], π∗(s) = [10, 0, 8, 2, 0, 0], V ∗(s) = $3.351 · 103;

• s = [10, 3, 8, 90, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 6, 4, 2, 0], V ∗(s) = $3.624 · 103;

• s = [12, 3, 8, 90, 16, 3, 2], π∗(s) = [9, 0, 6, 6, 2, 0], V ∗(s) = $3.789 · 103;

• s = [12, 3, 8, 90, 16, 0, 2], π∗(s) = [12, 0, 6, 6, 2, 0], V ∗(s) = $3.753 · 103.

Também é importante perceber que o problema apresenta
algumas soluções múltiplas. Observe o 4o exemplo acima:
s = [10, 3, 8, 90, 20, 3, 2], π∗(s) = [8, 0, 6, 4, 2, 0]. Como já foi observado,
o sistema só consegue entregar 12kt, atendendo as 8kt do contrato e entregando 4kt

para o mercado spot. Dada as limitações de vazão no porto e no PAA, destes 12kt,
10kt partirão do porto e 2kt do PAA. Há várias soluções com o mesmo custo que
obedecem essa restrição. Na decisão escolhida pelo algoritmo, o porto envia 6kt

para os clientes de contrato e 4kt para os clientes spot. Já o PAA envia 2kt para
os clientes de contrato. Uma solução equivalente (π∗(s) = [8, 0, 8, 2, 0, 2]) seria o
porto enviar 8kt para os clientes de contrato e 2kt para os clientes spot, e o PAA
enviar 2kt para os clientes spot. Ambas as soluções são equivalentes:

• As restrições de vazão no porto e no PAA são atendidas;

• São entregues 8kt para os clientes em contrato e 4kt para os clientes spot,
resultando em receitas idênticas;

• São entregues 10kt a partir do porto e 2kt a partir do PAA, resultando em
custo de frete de navegação iguais;

• O sistema termina com a mesma situação de estoque final: 1kt no porto e 0kt

no PAA.

Neste mesmo exemplo há outras combinações que também resultariam em soluções
equivalentes, como por exemplo: π∗(s) = [8, 0, 7, 3, 1, 1]. Dada esta flexibilidade
de atendimento a partir do porto e a partir do PAA, no dia-a-dia, esta a escolha
poderia ser feita pela própria operação caso algum cliente solicite alguma entrega
emergencial ou beneficiando algum cliente com maior relacionamento comercial.
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Finalmente, analisando os resultados e as políticas obtidas, é possível obter al-
gumas conclusões sobre este problema:

• As decisões ótimas não apresentam grandes variações em função de diferentes
valores de λ;

• Para alguns estados, o sistema apresenta soluções múltiplas;

• Como a penalidade contratual é maior do que o preço spot mais caro, o volume
contratual é sempre atendido;

• A capacidade de fluxo operacional no porto e no PAA são o grande gargalo da
cadeia logística;

• Olhando especialmente para o porto, sua capacidade de fluxo operacional é
inferior à capacidade de produção das minas, então o sistema não prioriza a
formação de estoques no porto;

• Quando o preço spot é baixo ($30), o volume contratual é completamente
atendido, porém os produtos excedentes não são enviados para o mercado
spot. Eles são usados para recompor os estoques no porto e no PAA;

• Já quando o preço spot chega a $60 ou $90, os produtos restantes após o
atendimento à demanda contratual são direcionados para venda no mercado
spot;

• Como o preço de mercado e duas alternativas do mercado spot são lucrativos,
superando os custos de produção, a cadeia é lucrativa e apresenta VPL maior
do que zero;

• O volume produzido é altamente dependente da capacidade de vazão no porto
e do preço do mercado spot, assim seu planejamento não deve ser feito de
forma isolada e deve considerar os demais elos da cadeia.
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Capítulo 5

Conclusão

Em um mundo globalizado, dinâmico e com mercados extremamente competitivos,
as empresas buscam o máximo de eficiência em seus processos. Na indústria da
mineração, que possui um papel importantíssimo tanto no Brasil como globalmente,
não é diferente. As empresas procuram a melhor forma de gerenciar toda a cadeia
de suprimentos, desde as minas até os clientes finais, maximizando seus lucros.

Neste contexto, ferramentas que auxiliem às tomadas de decisões são muito bem
vindas. Entre elas, destaca-se a otimização estocástica pela capacidade de sugerir as
melhores decisões, considerando as incertezas existentes em todo o processo. Dada a
natureza sequencial do problema, MDP se apresenta como uma alternativa bastante
promissora porém, devido à complexidade da cadeia da mineração, sua modelagem e
sua convergência ainda são pontos a serem resolvidos. Como modelar toda a cadeia
de mineração em um MDP? Como garantir que a solução ótima de um MDP tão
complexo seja obtida de forma rápida?

Analisando os trabalhos de otimização estocástica na industria da mineração, é
possível perceber que a maioria deles se concentra em apenas um elo da cadeia e
poucos cobrem das minas até os clientes finais (Figura 2.2). Estes trabalhos buscam
a otimização local dos elos envolvidos, contudo não garantem a otimização global da
cadeia. Também é interessante notar, que apesar da natureza sequencial de longo
prazo, a maioria dos trabalhos utiliza modelos estocásticos de curto prazo, pois estes
modelos apresentam convergência mais rápida. Neste contexto, o primeiro objetivo
desta tese foi criar um modelo que englobe todos os elos da cadeia logística de
mineração e que também leve em consideração sua característica de longo prazo.
Por este motivo, foi escolhida a modelagem MDP.

Para conseguir cumprir este primeiro objetivo, além da modelagem, é necessário
que o algoritmo utilizado consiga a convergência para a decisão ótima global em
um período de tempo factível. De forma geral, os algoritmos de otimização esto-
cástica enfrentam a maldição da dimensionalidade, pois sua convergência se torna
exponencialmente mais difícil conforme o modelo se torna maior, com mais incer-
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tezas, estados e decisões possíveis. Uma das alternativas utilizadas é a utilização
de aproximações, que facilitem a convergência dos resultados porém não garantem
que a solução encontrada seja a ótima global. Desta forma, o desafio da modelagem
da cadeia da mineração só será completamente transposto se houver um algoritmo
que permita a solução deste problema tão complexo em um tempo computacional
viável. Assim, surge o segundo objetivo desta tese, desenvolver um algoritmo de
solução para MDP que consiga obter a decisão ótima global em um rápido intervalo
de tempo, considerando toda a complexidade deste problema.

Para cumprir o primeiro objetivo, o modelo MDP proposto engloba todos os
principais elos da cadeia:

• Produção nas minas e seu escoamento pela ferrovia;

• Armazenagem e carregamento no porto;

• Navegação internacional até os clientes finais ou porto de armazenagem avan-
çada;

• Armazenagem e carregamento no porto de armazenagem avançada;

• Os dois principais tipos de clientes finais: de contrato ou eventuais (spot).

Ele também considera as principais incertezas no processo:

• Capacidade de escoamento no porto;

• Custo da navegação internacional;

• Capacidade de escoamento do porto de armazenagem avançado;

• A demanda dos clientes de contrato;

• O preço do minério no mercado spot.

E permite que sejam escolhidas as decisões ótimas envolvendo:

• Produção e escoamento ferroviário das minas até o porto;

• Volume armazenado e carregado no porto;

• Volume transportado, armazenado e carregado no porto de armazenagem avan-
çada;

• Volume entregue para os clientes de contrato;

• Volume negociado e entregue para os clientes spot.
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Estas decisões são tomadas considerando o horizonte de longo prazo (infinito) e
maximizam o VPL desta operação, considerando suas receitas e custos totais.

Comparando com os demais trabalhos existentes, esta tese é pioneira em conse-
guir unir em um único modelo, todos os elos da indústria da mineração, com suas
principais incertezas, para que as melhores decisões em cada etapa sejam tomadas
garantindo a maximização do VPL total da cadeia.

Para solucionar um modelo tão complexo, com mais de 1,5 milhões de transições
viáveis, foi necessário desenvolver um algoritmo que atuasse em duas frentes: redução
do espaço de estados e redução do espaço de ações.

Com foco na redução do espaço de estados, esta tese apresentou o TABA, um
algoritmo para MDP baseado em agregação temporal para uma classe de MDP com
componentes do espaço de estados estacionários (SSMDP). O TABA agrupa os esta-
dos de acordo com as componentes de estados não estacionárias, que dependem do
estado e ação inicial. Na busca dos próximos estados, o TABA só precisa percorrer
estes agrupamentos e ainda assim a convergência para a solução ótima é compro-
vadamente obtida. Desta forma, ele reduz o espaço de estados a ser pesquisado e
converge muito mais rapidamente, quando comparado com algoritmos de programa-
ção dinâmica tradicionais. O TABA se torna mais eficiente quando o agrupamento
dos estados leva a um número de grupos de estados significativamente menor do que
a quantidade total de estados existentes. A aplicação do TABA à cadeia logística da
mineração é bastante eficaz dado que, apesar da grande quantidade de incertezas,
seus valores são conhecidos no momento da tomada de decisão, caracterizando-os
como SSMDP. Como exemplos, temos que apesar das flutuações do preço de venda
no mercado spot e do custo da navegação internacional, seus contratos são fechados
baseados no preço atual conhecidos no momento da assinatura.

Para atuar na redução do espaço de ações, esta tese propôs uma abordagem
baseada na iteração de política, que inclui um passo de avaliação de política modifi-
cado com a inclusão de uma busca local de novas políticas. O algoritmo chamado de
LSPSI, utiliza a iteração de valor, incluindo uma amostra pequena de novas ações,
no passo de avaliação de política. Apesar da amostra usada na busca local ser pe-
quena, considerando a quantidade de estados envolvidos e a quantidade de iterações
necessárias do VI até sua convergência, o LSPSI consegue avaliar uma quantidade
significativa de políticas, em um tempo bastante rápido, durante o passo de avali-
ação de política modificado. O passo de melhoria de política garante a otimização
global do algoritmo, porém a busca local reduz a sua necessidade, contribuindo para
a sua eficiência.

Finalmente, por atuarem em frentes diferentes, a tese combina os dois algoritmos
anteriores e introduz o LSPSI+TABA, que atua tanto na redução do espaço de
estados quanto no espaço de ações.
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O algoritmo LSPSI+TABA, se baseia nos estudos de CAO et al. [13], CHANG
[21] propondo melhorias inéditas que avançam a fronteira do conhecimento. Quando
comparado com o PSI [21], o LSPSI aumenta o poder de busca do passo modificado
de avaliação de política, avaliando uma quantidade de políticas muito maior, sem
comprometer a eficiência computacional. Desta forma, o LSPSI reduz a quantidade
de passos de melhoria de política. Já o TABA avança na fronteira que expande
a aplicação dos algoritmos de agregação temporal [13], extrapolando para outros
modelos os benefícios inicialmente obtidos apenas para MDP com estados em que
há apenas uma ação viável. O TABA trabalha com a redução no espaço de esta-
dos, semelhante ao que ocorre na agregação temporal, mas consegue fazê-lo para
problemas com várias ações possíveis em todos os estados e que sejam caracteriza-
dos como SSMDP. Com essas melhorias propostas e combinando os dois algoritmos,
o LSPSI+TABA permite que a otimização de um problema tão complexo como a
otimização de toda cadeia de uma empresa de mineração seja obtida em poucos
segundos, facilitando a aplicação prática pelas empresas.

Para medir a performance dos algoritmos propostos e compará-los com os algo-
ritmos existentes, eles foram testados em um problema numérico que modela uma
cadeia logística de mineração. Neste problema, o LSPSI+TABA pôde ser compa-
rado com o LSPSI e o TABA isoladamente, além dos algoritmos tradicionais de
interação de valor e iteração de política, e de algoritmos mais modernos como o
PSI e o SDDP. Quando comparado com os algoritmos tradicionais e com o PSI,
o LSPSI+TABA é mais de 50 vezes mais rápido que o PI e do que o PSI, e mais
de 100 vezes mais rápido que o VI, independentemente do valor adotado para λ.
Quando aplicados isoladamente, o TABA apresentou uma melhor performance do
que o LSPSI, entretanto o LSPSI+TABA é 6 vezes mais rápido para λ = 0, 90 e 17
vezes mais rápido para λ = 0, 99. Para finalizar, quando comparado com o SDDP,
algoritmo que vem obtendo sucesso na programação estocástica apesar de algumas
limitações de implementação, o LSPSI+TABA também se mostra mais eficiente,
sendo 3 vezes mais rápido para todos os λ’s.

Analisando as soluções obtidas em poucos segundos pelo LSPSI+TABA, uma
primeira grande vantagem da modelagemMDP pode ser percebida: o modelo fornece
as decisões ótimas para todos os estados possíveis, não sendo necessário rodar a
solução para cada condição inicial. Desta forma, a política ótima fornecida pode
ser aplicada durante vários meses e em simulações de cenários futuros. Também é
possível perceber que o volume ótimo produzido nas minas e transportado para o
porto, primeiros elos da cadeia, é altamente dependente da capacidade de vazão no
porto e do preço do mercado spot, elos mais avançados. Desta forma, um modelo
que considera todos os elos, apresenta resultados mais precisos do que aqueles que
otimizam apenas um elo isoladamente. Outros resultados mais pontuais também
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podem ser confirmados pelo modelo, tais como: as decisões ótimas não são muito
dependentes de λ e o fluxo operacional no porto é o grande gargalo.

Avaliando os benefícios conjuntos da modelagem MDP para a cadeia da minera-
ção e a introdução de novos algoritmos, como o LSPSI+TABA, que obtém a solução
rapidamente, fica claro que a aplicação da otimização estocástica mesmo em cadeias
tão complexas é uma ferramenta viável e que traz ótimos resultados. As respostas
podem ser obtidas rapidamente, viabilizando sua aplicação no dia-a-dia das empre-
sas. Suas soluções, que avaliam todas as incertezas existentes, trazem grande valor
quando comparadas com os modelos determinísticos. Não é por acaso, que a otimi-
zação estocástica é uma área de pesquisa em constante crescimento e aplicabilidade,
principalmente nas cadeias logísticas.

Para finalizar, os resultados obtidos nesta tese encorajam a continuidade das
pesquisas nas duas frentes, tanto da modelagem MDP, como nos algoritmos LSPSI
e TABA. Na modelagem, novas complexidades podem ser introduzidas como por
exemplo a variação na capacidade de transporte da ferrovia e a diferença de pureza
de minério extraída em diferentes minas. Na literatura de pesquisa operacional,
este último tipo de problema onde produtos com diferentes características são com-
binados na formação do produto final, que deve ter uma qualidade pré-definida, é
conhecido como problema de mistura e pode ser um próximo passo de evolução para
o modelo proposto. Outro possível caminho é a introdução de uma dependência
temporal na evolução dos preços, tanto de venda do minério como o da navegação
internacional. Já na frente dos algoritmos, o caminho esperado para o TABA é
a busca pelo relaxamento da suposição de estacionaridade parcial (SSMDP), per-
mitindo que o TABA seja aplicado em mais classes de MDP. Para o LSPSI, uma
frente que pode trazer bons resultados é a avaliação de diferentes estratégias de
amostragem nas ações adicionais avaliadas no passo de avaliação de política modi-
ficado. Estratégias mais eficientes, poderão acelerar ainda mais a convergência do
algoritmo.
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