li.l“l o COPPE
<
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia

UM ESTUDO SOBRE ORDENACAO DE ARVORES

Diego de Souza Maceira Belay

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Pés-graduagao em Engenharia de Producao,
COPPE, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, como parte dos requisitos necessarios
a obtencao do titulo de Doutor em Engenharia

de Producao.

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de
Freitas

Celso Marques da Silva Junior

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2022



UM ESTUDO SOBRE ORDENACAO DE ARVORES

Diego de Souza Maceira Belay

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO
LUIZ COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE ENGENHARIA
DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR
EM CIENCIAS EM ENGENHARIA DE PRODUCAO.

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas

Celso Marques da Silva Junior

Aprovada por: Prof. Maria Aguieiras Alvarez de Freitas
Prof. Celso Marques da Silva Junior
Prof. Nair Maria Maia de Abreu
Prof. Lino Guimaraes Marujo
Prof. Renata Raposo Del-Vecchio
Prof. Cybele Tavares Maia Vinagre

Prof. Carla Silva Oliveira

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
FEVEREIRO DE 2022



Belay, Diego de Souza Maceira

Um estudo sobre ordenagao de &rvores/Diego de Souza
Maceira Belay. — Rio de Janeiro: UFRJ/COPPE, 2022.

XTV] [70] p[: i} 29, 7em.

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas

Celso Marques da Silva Junior

Tese (doutorado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia de Produgao, 2022.

Referéncias Bibliograficas: p. [65] - [68]

1. Grafos. 2. Teoria Espectral de Grafos. 3.
Conectividade. 1. Freitas, Maria Aguieiras Alvarez de
et al. 11. Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE,
Programa de Engenharia de Producao. III. Titulo.

1ii




v

As minhas sobrinhas,
Beatriz, Elena, Amora,

Laura e Aurora.



Agradecimentos

A professora Marisa Leal, por sempre ser como uma mae para mim e por estar
presente em todos os momentos importantes que passei na UFRJ.

Ao meu orientador Celso Marques da Silva Jr., por todo o apoio, incentivo,
esforco e dedicacao que foram extremamente importantes durante este trabalho.

A minha orientadora Maria Aguieiras A. de Freitas, por todas as oportunidades
e ensinamentos que foram essenciais na minha formagao.

A professora Laura Patuzzi (in memorian), pela ajuda e apoio no inicio desta
jornada.

As professoras Cybele Tavares Maia Vinagre, Nair M. Maia de Abreu e Renata
Raposo Del-Vecchio, pelas correcoes e sugestoes que ajudaram a melhorar este tra-
balho.

A todos os componentes do grupo TEG-Rio, pela colaboracgao e pelo companhei-
rismo.

A todos os funcionarios do PEP, pela atencao e pelo profissionalismo.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro na realizacao deste trabalho.
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O objetivo deste trabalho é estudar a ordenacao de arvores a partir da conec-
tividade algébrica e dos indices das matrizes A,, a familia de matrizes que sao a
combinagao linear convexa das matrizes de adjacéncia e diagonal dos graus, bus-
cando comparar e expandir diferentes resultados presentes na literatura. No estudo
envolvendo a conectividade algébrica, introduzimos quatro novas classes de arvores
que, junto a uma busca computacional, possibilitaram a caracterizacao de todas as
arvores que possuem conectividade algébrica maior ou igual a 2 (1 — cos (%)) Além
disso, generalizamos resultados classicos de ordenagao de arvores envolvendo as ma-
trizes de adjacéncia e laplaciana através do estudo das matrizes A,. Consideramos
este problema quando, além do nimero de vértices, o grau maximo ou o didmetro
sao parametros fixados e, por fim, determinamos as arvores que ocupam da terceira
até a sexta posicoes na ordenacao de arvores com n vértices pelos indices dessas

matrizes.
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The goal of this work is to study the ordering of trees by algebraic connectivity
and the indices of the A, matrices, the family of matrices that are the linear convex
combination of the adjacency and the diagonal matrix of the degrees, trying to
compare and expand different results present in the literature. In the study involving
algebraic connectivity, we introduce four new classes of trees that, together with a

computational search, enabled the characterization of all trees that have algebraic

us
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classical tree ordering results involving the adjacency and Laplacian matrices by

connectivity greater than or equal to 2 (1 — cos( )) Furthermore, we generalize
studying the A, matrices. We consider this problem when, in addition to the number
of vertices, the maximum degree or the diameter are fixed parameters and, finally,
we determine the trees that takes the third to sixth positions in the order of trees

with n vertices by the indices of these matrices.

vii



Sumario

[Lista de Figuras| X
(Lista de labelas| xii
(Lista de Simbolos| xiii
(1 Introducaog| 1
5 C . BZsicos 3
2.1 Teoriade Grafos . . ... ... ... .. ... ... . 3
2.2 Teoria de Matrizesd . . . . . . . ... ..o 6
[2.3  Teoria Espectral de Gratos| . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 8
I3 Ordenacido de Arvores| 10
3.1 Indice da Matriz de Adjacéncial . . . . . . ... ... ... .. 10
3.2 Indice da Matriz Laplacianal . . . . . . ... .. ... ... .. ... . 17
[3.3 Relacao entre as ordenacoes| . . . . . . . . ... ... 19
[4 Conectividade Algébrical 21
4.1 Matriz bottleneckd . . . . . . . . .. 21
[4.2  Ordenacao de arvores| . . . . . . . . . .. ... .. ... ... . ... . 24
.3 Asarvores T'(k,p,q) e T'(j, k,p,q)l . . . . . . . ... .. ... 27

5 Arvores com conectividade algébrica maior ou igual a 2 (1 — cos (%)) 31

b.1 Novas Classes| . . . . . . . . . . 31
.2 Resultados Auxiliares| . . . . . . .. . .. ..o oL 32
[5.3  Resultados Principais| . . . . . .. .. .. ... 43

5.4 Arvores com conectividade algébrica maior ou igual a 2 (1 — Cos (%)) 44

[6 Ordenacao de arvores pelo a—indice) 47
6.1 Matriz A, . . . . . e 47
[6.2  Alguns resultados importantes| . . . . . . . . ... ... 48




[ Consideracoes finais|

[Referencias Bibliograficas|

|I‘ i . B . . |

[6.5 Ordenacaoem 7. . . . . . . . ... ...

ix

63

65

69



Lista de Figuras

A N T ) R 5
2.2 T(n,r,s;ay,....a;b1,....bs)) . . .. 5
2.3 Arvore Thaf . . . . .. 6
B.1 Arvore V(n—3,1,3). . . . . . ... 11
3.2 Arvore V(n—4,2,3)). .. . ... ... 11
|3.3 Arvore Tn,4.| ................................ 11
B4 Arvore V(n—4,1,4). . . . ... 12
B.5 Arvore V(n—5,3,3). . . . ... 12
3.6 Arvore T(n,n —4;2,1,0,...,0)) . . . . . ... ... ... ... ..., 12
13.7 Arvore T(n,n—4;1,1,1,0,...,0) . . . . . ... ... ... ... ... 13
1.8 Arvores T e Tyl . o o o o 14
[3.9  Grafting de uma arestal . . . . . . . ... 14
310 GL(B,) e GL (k+1L,1—1). ..o 15
3.11 Arvore T(n,3;n —5,1,0) . . . . . ... 16
3.12 Arvore T, - . . oo o 16
13.13 Arvore V(n—5,2,4) . . . ... 16
13.14 Arvore V(n —5,1,5) . . . . . 16
13.15 Arvore V(n —6,4,3) . . . . . ... 16
W1 Arvore V(k,1,3)| . . . . 24
W2 Arvore V(s,t,d),n=s+t+d—1). ... .. .. .. ... ... ... 25
W3 Arvore P(k, L d)| . . . . ... 25
W4 Arvore D(pi, 1, ..., pa_1)) - o 26
4.5  Arvore D(1, .. ,1,pd 1,pd+1,1,...,1). ................... 26
4.6 Arvore D(1, .. ,1,pk, e LPac L, ) 26
W7 Arvore T(k,p,q) . . . . . 27
k.8  Arvores 7(0,0,12), T(0,1,10) e T(0,2,8).) . . . . .. ... ... ... 28
4.9 Arvores 7(1,0,9), T(1,1,7) e T(2,1,4)). . . .. ... ... ... ... 28
.10 Arvore T(j, k,p.q)) - - - 29
5.1  Arvore enraizada T'(i,j, k,p,q) . . . . . . ... 32




B2 V(26,4.3)]. o o o oo e 33
B3 T(30,244,1,0,..0) e TG0, 3. 25, L,0)] « o o oo 33
[p.4 T(21,4;15,1,0,0).). . . . . . 34
B5 TOLIAS, L0, 000 o v oo e e e e e 34
B6 T(30,2:25,2)] - o v ooe e 34
[>.7 T(30,23;4,2,0,...,0) ¢ 7(30,3;24,2,0).[ . . . .. ... ... ... ... 35
B8 TOLAILZ0,00]. o o oo e 35
B9 T(2L13:5,2,0, 000 « o v oooeee e e 35
[5.10 7(21,12;4,2,2,0,....,0) e T'(21,3;13,2,2).| . . . . . .. ... ... ... 36
(5.1 T(15,4:4,2,2,2)] . . . . . o 36
B2 TUI0, 24,30 « o v oo e e e e 36
B3 TOLI8, 51,0, 0 L0)] o v oo e e e e 37
[>.14 T'(17,10,3;1,0,...,0;1,0,0).] . . . . . . .. . 37
B TR LI o o oo e e e 37
BI6 T2, 2,325 L0,00] - « o o oo e e e e 38
[5.17 1(13,4,2;2,2,0,0;1,0).[. . . . . . . . o 38
BI8 T4 17,2,2,0, O L0)] o v oo e e e e 38
B0 T(24,16,3,2,0, 0 0. L0,0)] « o o oo e e e 38
[5.20 T'(11,2,4;2,0;1,0,0,0).] . . . . . ... 39
[5.21 T(10,1,4;2;1,0,0,0).f. . . . . .. . .. 39
B22 T(O L2300« o o oo e e e e 39
[5.23 T(9,1,1;3;2). . . . . . . 40
[5.24 T(9,1,1;4; 1) . . . . . . . 40
[5.25 17,15, T5, Tyand To . . o o oo 0oL 40
..................................... 41
(.27 T(1,7— 1, k,p,q+4) e T (1,5, k,p,q)| . .. . . ... ... ... ... 42
[5.28 Arvores enraizadas T, T, T, Tpe Tl - . o o o o oo oo .. 45
6.1 Arvore V(k,1,3) . . . . .. 52

pal



Lista de Tabelas

[3.1 Ordenacao de arvores a partir dos indices das matrizes de adjacencia |

e laplaciana.| . . . . . . ..o o o 20

S8

N—"]

N—"]
e}
=]
D

5.1 Arvores com conectividade algébrica maior que 2 (1 — cos (

naoestaioem 2, Gy . . . . ... 46

Xii



Lista de Simbolos

Cy ciclo com n vértices, p. [
D(py,...,pa-1) caterpillar com diametro d, p.
G—e retira-se do grafo G a aresta e, p.
G—v retira-se do grafo G o vértice v, p. 3]
Gh (k1) grafo G (k,1), p.
G2 (kD) grafo G2, ,(k,1), p.
Gy ~ Gy G isomorfo a G, p.
Gu(k,1) grafo G, (k, 1), p.
K, grafo completo com n vértices, p. [3]
Ky po grafo bipartido completo, p. @
N(v) vizinhanga do vértice v, p.
P(k,l,d) arvore P(k,l,d), p.
P, caminho com n vértices, p. [

Sne Kin1 estrela com n vértices, p. [4
T(n,b;hy, ..., hy) arvore de didmetro 4, p.
T(n,r,s;ay,...,a,; by, ..., by) arvore de didmetro 5, p.

T®) arvore com grau maximo A, p.
T arvore T, 4, p. [
Tha(i) arvore T, 4(7), p.
Tnali,j) arvore T, 4(1, 7), D

xiii



dupla vassoura com diametro d, p.

grau maximo do grafo G, p.

grau minimo do grafo G, p.

conjunto das arvores de ordem n, p.

conjunto das arvores com n vértices e grau maximo A, p.
conjunto das arvores com n vértices e diametro d, p.
grafo complementar de G, p.

grau do vértice v, p.

distancia do vértice v; ao vértice v;, p.

didmetro do grafo G, p.

aresta que incide nos vértices u e v, p.

Xiv



Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Grafos é um ramo da matematica que tem recebido destaque nos
ultimos anos por possuir aplicagdes em diferentes areas, como Estrutura de Dados
[1], Quimica [2] e até mesmo no Ensino de Mateméatica [3]. Neste trabalho, nos
aprofundamos na Teoria Espectral de Grafos, que estuda propriedades de um grafo
a partir de matrizes a ele associadas. Dentre essas matrizes, destacamos a matriz
de adjacéncia, a matriz laplaciana, a matriz laplaciana sem sinal e as matrizes A,,
obtida através da combinagao linear convexa das matrizes de adjacéncia e matriz
diagonal dos graus, proposta por NIKIFOROV [4].

O estudo da ordenacao de grafos sempre foi um objeto de interesse dentro da
Teoria Espectral de Grafos. Para as arvores, particularmente, varios trabalhos en-
volvendo a ordenacao a partir de diferentes invariantes foram publicados, como o
indice da matriz de adjacéncia [5], indice da matriz laplaciana [6], segundo maior au-
tovalor laplaciano [7], conectividade algébrica [§], energia [9], indice de Wiener [10]
e outros. Dentre estes invariantes utilizados, a conectividade algébrica tem recebido
muita atengao ([8, TTHI3]). O nosso objetivo neste trabalho é estudar a ordenagao
de arvores a partir da conectividade algébrica e do indice das matrizes A,.

Este trabalho esté estruturado da seguinte forma: no Capitulo [2] encontram-se os
conceitos e resultados basicos da Teoria de Grafos, Teoria de Matrizes e Teoria Es-
pectral de Grafos; no Capitulo [3| é feito um levantamento de resultados envolvendo
ordenacao de arvores a partir dos indices das matrizes de adjacéncia e laplaciana,
focando nas arvores que maximizam esses autovalores, em especial, quando ape-
nas o nimero de vértices é um parametro fixado ou quando, adicionalmente, o grau
maximo ou didmetro também estao fixados; no Capitulo 4 destacamos alguns resul-
tados envolvendo a conectividade algébrica e a ordenacao a partir deste parametro.
Neste capitulo, também apresentamos o conceito de pontos limites para a conectivi-
dade algébrica, proposto por KIRKLAND [I4], e os trabalhos de YUAN et al. [15] e
WANG e TAN [16], que encontraram classes que maximizam a conectividade algé-

brica descrevendo, respectivamente, todas as arvores a partir de uma determinada



ordem cujas conectividades algébricas sdo maiores que 2 — /3, ou estdo no intervalo
(2221 0 /3).

No Capitulo[5] temos as nossas primeiras contribuigdes que foram publicadas em
BELAY et al. [I7], onde expandimos os trabalhos de YUAN et al. [I5] e WANG e

TAN [16], definindo quatro classes de drvores em que todas possuem conectividade

7
com pelo menos 32 vértices que possuem conectividade algébrica maior ou igual a

algébrica no intervalo [2 (1 — cos (ﬂ)) .2 — /3) e determinando todas as arvores

2 (1 — cos (%)) Além disso, utilizando os softwares Nauty and Traces [18] e Sage-
Math [19] fazemos uma busca computacional e listamos todas as arvores com menos
de 32 vértices que possuem conectividade algébrica maior ou igual a 2 (1 — Cos (%))
Desta forma, como principal resultado, caracterizamos todas as arvores que possuem
a conectividade algébrica maior ou igual a esse valor. No Capitulo [0, estudamos as
matrizes A,, dando continuidade aos trabalhos de NIKIFOROV et al. [20] e GUO e
ZHOU [21], que determinaram as duas primeiras arvores que maximizam os indices
dessas matrizes. Nesse capitulo determinamos as proximas quatro arvores que ma-
ximizam esses autovalores. Também estudamos a ordenagao de arvores quando o
didmetro ou grau maximo sao fixados, generalizando resultados ja conhecidos para
as matrizes de adjacéncia e laplaciana. Finalmente, no Capitulo [7, expomos nossas

consideracoes finais e nossas propostas para a continuidade desta pesquisa.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Buscamos neste capitulo apresentar resultados e defini¢oes da Teoria de Grafos,
Teoria de Matrizes e Teoria Espectral de Grafos que serao necessarios ao longo deste
trabalho.

2.1 Teoria de Grafos

Um grafo G é uma estrutura que consiste num par de conjuntos finitos V' (G), de
n > 1 vértices, e E(G), de m > 0 arestas, onde E(G) é um conjunto formado por
pares nao ordenados de vértices distintos e a cardinalidade de V(G) ¢é dita ordem
de G. Dizemos que dois vértices u e v de G sao adjacentes se existe uma aresta
ligando-os, ou seja, se {u,v} € E(G). Representamos a aresta que une dois vértices
adjacentes u e v de G por {u,v} ou uv. Dizemos que duas arestas diferentes sao
adjacentes quando possuem um vértice em comum. Denotamos por G — e o grafo
obtido a partir de GG pela remocao da aresta e e por G — v o grafo obtido de GG pela
remocao do vértice v.

O complementar G de um grafo G ¢ o grafo tal que V(G) = V(G) e dois vértices
sao adjacentes em G se, e somente se, eles nao sdo adjacentes em G.

A wvizinhanga de um vértice v de um grafo G é o conjunto de todos os vértices
de G que sdo adjacentes a ele e serd denotada por N(v). O ntmero de vértices
adjacentes a um vértice v é chamado de grau do vértice v e serd denotado por d(v).
O grau mdzimo de G ¢ definido como A(G) = max{d(v);v € V(G)} e o grau minimo
de G por 0(G) = min{d(v);v € V(G)}.

Um grafo G de ordem n é dito completo, denotado por K,, se quaisquer dois
vértices de GG sao adjacentes.

Um grafo G é dito k-regular, ou simplesmente regular, se d(v) =k, Yv € V(G).
Se d(v) = 0 entdo v é dito um vértice isolado. Se d(v) = n — 1 entdo v é dito um

vértice universal. O grafo trivial é aquele que possui apenas um vértice.



Um grafo G é bipartido quando o seu conjunto de vértices V' pode ser parti-
cionado em dois subconjuntos Vi e V5, tais que toda aresta de G conecta vértices
de subconjuntos distintos. Um grafo bipartido é dito completo se quaisquer dois
vértices de subconjuntos distintos da partigao sao adjacentes. Sendo |Vi| = p; e
|Va| = po, um grafo bipartido completo é denotado por K, ,,.

Um conjunto de vértices é dito ser independente se nao existem arestas que ligam
quaisquer dois vértices desse conjunto.

Dois grafos G; = G1(Vi, Ey) e Gy = Go(Va, Ey) sdo ditos isomorfos se existe
uma bijegao f : Vi — Vi tal que {v1,v2} € Ej se, e somente se, {f(v1), f(v2)} €
Es, Yui,v9 € V. Neste caso, escrevemos GG = (5. Além disso, dizemos que dois
vértices u e v sao equivalentes em G se existe um automorfismo p : G — G tal que
p(u) = v.

Uma cadeia é uma sequéncia de vértices vy, ..., v; de um grafo G(V, E) tal que
{vi,vi:a} € E, 1 <1 < k—1. Se v; = v, dizemos que a cadeia é fechada.
Caso contrario, dizemos que a cadeia é aberta. Uma cadeia cujos vértices sao todos
distintos é denominada caminho. O caminho com n vértices é representado por P,.
Uma cadeia fechada cujos vértices, exceto v e vy, sdo todos distintos, recebe o nome
de ciclo. O ciclo de n vértices é denotado por C),. O comprimento de um caminho
ou ciclo é obtido pelo niimero de arestas que o compoem.

Um grafo é conero quando existe um caminho ligando qualquer par de seus
vértices. Dizemos que a distancia do vértice v; ao vértice v; num grafo conexo,
denotada por d(v;,v;), é o menor dos comprimentos dos caminhos que ligam v; a
vj. O didmetro de um grafo ¢ o maximo das distancias entre quaisquer dois de seus
vértices e é representado por diam(G).

Uma drvore é um grafo conexo e aciclico. Em uma arvore, todo vértice de grau
1 é chamado folha. A estrela com n vértices, S,,, € uma arvore com n — 1 folhas.
Quando conveniente, por ser um grafo bipartido completo, esta estrela também sera
denotada por K ,_1.

Caterpillars sao arvores cuja remocao de todas as folhas resulta em um cami-
nho. Denotaremos por D(py, ..., ps—1) 0 caterpillar de didmetro d obtido a partir do
caminho P; 1 = v1v3...v4_1, ligando em cada vértice v;, p; folhas.

Denotamos por V(s,t,d), as arvores obtidas a partir de um caminho P; i li-
gando s vértices a uma extremidade e ¢ vértices a outra extremidade deste caminho.
Quando s = 1 ou t = 1, chamamos de vassoura, caso contrario chamamos de dupla
vassoura. Quando d = 3, chamamos de dupla estrela.

Uma arvore de ordem n e diametro quatro pode ser denotada por
T(n,b;hy,...,h), a arvore obtida a partir das estrelas Ky, Ky p,, ..., K p,, iden-
tificando as folhas de K, e os centros de Ky, ..., Kip,, respectivamente, onde
hi>hy>..>hy>0,h1 >hy>0el+b+h +...+h =n (veja Figura 2.1)).
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Figura 2.1: T'(n,b; hq, ..., hy).

Uma &arvore de ordem n e diametro cinco pode ser denotada por
T(n,r, s;ay,...,a.; by, ...,bs), a arvore obtida a partir de duas arvores de didmetro
quatro, T'(ny,7;a4,...,a,) e T(ng,s;by1, ...,bs), ligando a raiz de cada uma, onde
a1 >ay>...>2a.>0,by>by>...>2b;,>0,a1>1, b1 >1,14r+a1+...+a, = nq,
14+ s4+by+ ...+ by =ny e ny +ny =n (veja Figura 2.2)).

) tp

i Ly b] b_\

Figura 2.2: T(n,r, s; a1, ...,a,; by, ..., bs).

Denotamos por 7, o conjunto formado por todas as arvores com n vértices,
In.a 0 conjunto formado por todas as arvores com n vértices e didmetro d e %(A)
o conjunto formado por todas as arvores com n vértices e grau maximo A. Para
3 <d < n—1, denotaremos por T, 4(i) a arvore com n vértices obtida do caminho
Pyi1 = v1vs9 ... v4v441 adicionando n —d — 1 arestas pendentes ao vértice v;, 1 < i <
d+1, e por T, 4(i, j) a arvore com n vértices obtida do caminho Pyyy = v1v . .. UgUg41
ligando n—d—2 arestas pendentes ao vértice v;, 1 < i < d+1, e uma aresta pendente

ao vértice v;, j # 1 e 1 < j < d+ 1. Para simplificar a notacao, denotaremos a

arvore 1), 4 QgJ + 1) por 1), 4 (Figura .
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Figura 2.3: Arvore T

2.2 Teoria de Matrizes

Nesta se¢ao, vamos rever algumas defini¢oes e apresentar alguns resultados de
Teoria de Matrizes, com énfase em matrizes simétricas, uma vez que as matrizes que
utilizamos para representar um grafo neste trabalho sdo todas simétricas. Como
referéncia podemos citar [22].

Seja M = [m;;] uma matriz quadrada de ordem n com entradas reais. A trans-
posta de M é a matriz MT = [k; ;] satisfazendo k; j = mj,;, 1 <4,j5 <n. Se MT =
M, dizemos que a matriz M é simétrica.

A matriz M é invertivel se existe uma matriz N tal que M N = NM = I, onde
I representa a matriz identidade. Neste caso, N é dita inversa de M e representada
por M~1.

Um subconjunto S = {xi,...,x;} de R™ é denominado ortogonal se quaisquer
dois vetores distintos em S sdo ortogonais, isto é, se (x;,x;) = 0 sempre que i # j.
Se, além disso, todos os vetores de S sao unitérios, isto é, (x;,x;) = 1,7 = 1,2, ..., k,
dizemos que o conjunto S é ortonormal.

Dizemos que a matriz M é ortogonal quando M~' = M?. Uma matriz de
ordem n é ortogonal se, e somente se, suas linhas (ou colunas) formam um conjunto
ortonormal de vetores em R".

O trago da matriz M, trago(M), é a soma dos elementos da diagonal principal
de M, ou seja, trago(M) = mqy + mag + ... + Mpy.

O polinémio caracteristico da matriz M é definido por Py (x) = det(al — M),
e suas raizes, Ai, A9, ..., \,, sao chamados autovalores de M. Se A é um autovalor
de M e v # 0 em R” é tal que Mv = v, dizemos que v é um autovetor de M
associado ao autovalor A\. Autovetores associados a autovalores diferentes de M sao
linearmente independentes.

Para toda matriz M temos que det(M) = MAy... A\, e traco(M) = A\ + Ay +
R T

Teorema 2.2.1 ([23]). Sejam M uma matriz quadrada de ordemn e ny,ng, ..., ng €

k
N tais que Y n; = n. Suponhamos que M possa ser escrita na forma de blocos como
i=1



Ml,l M12 Ml,k
MQJ MQQ M27k

Mk71 ng Mkk

)

onde cada M;;, 1 < 4,57 < k, € uma matriz de n; X n; cujas linhas tém somas
constantes iguais a ¢; ;. Seja M = i jlkxk- Entao, o polinomio caracteristico de M

divide o polinomio caracteristico de M.

Se a matriz M é simétrica, pelo Teorema Espectral [22], todos os seus autova-
lores A1, Ao, ..., A\, sdo reais e ela é diagonalizavel. Neste caso, existe uma matriz
ortogonal P tal que PTMP = Diag(\i, Aa, ..., \,), onde Diag(Ay, Ao, ..., \,) é a
matriz diagonal cujas entradas sao os autovalores de M. Portanto, as colunas de P
formam uma base ortonormal de R™ constituida de autovetores de M.

Uma matriz simétrica M de ordem n é denominada semidefinida positiva se
x"Mx > 0, para todo x € R". Equivalentemente, uma matriz simétrica M de
ordem n é semidefinida positiva se, e somente se, todos os seus autovalores sao
maiores ou iguais a 0.

Uma matriz M = [m, ;] é dita ser diagonalmente dominante se

n
imigl > > Imiyl LV oi=1,...,n.
=Ly
No caso de M ser uma matriz simétrica, diagonalmente dominante e ter as entra-
das da diagonal principal nao negativas, entao todos os autovalores de M também
serdo nao negativos (M ¢é semidefinida positiva).
Uma matriz M é denominada ndo negativa (positiva) se suas entradas sao ni-

meros reais nao negativos (positivos). Denotamos uma matriz M nao negativa
(positiva) por M >0 (M > 0).

Teorema 2.2.2 ([22]). Toda matriz M > 0 possui um autovalor p > 0 com um
autovetor associado u nao negativo, isto é, u > 0. Além disso, para todo \ autovalor
de M, [A] < p.

Se ¢ ¢ uma permutacio de {1,2,...,n}, representamos por M, a matriz [m; ]
tal que m; ; = My p@), 1 < 4,5 <n.
Dizemos que uma matriz M de ordem n é redutivel se uma das seguintes condi-

¢oOes é satisfeita:



e ii) m > 2 e existe permutagao ¢ tal que

B C
0 D

o — )

com B e D matrizes quadradas.
Caso contrario, dizemos que a matriz M é irredutivel.

Teorema 2.2.3 ([22]). (Teorema de Perron-Frobenius) Seja M > 0 uma matriz

simétrica, irredutivel e com autovalores Ay > Xo > ... > \,. Entao:
1. A1 > 0 e associado a esse autovalor existe um autovetor positivo;
2. M > Aoy
3. |\i| < A1 para todo i € {1,2,...,n}.

O autovalor maximo no Teorema [2.2.3|é denominado 7raio espectral ou indice da
matriz M. Um autovetor associado ao raio espectral é chamado de vetor de Perron.
Denotamos por J,, 3, ou simplesmente por J, quando a = 3, a matriz de ordem
a X B que possui todas as entradas iguais a 1 . Por 1, representamos um vetor que
tem todas as suas a coordenadas iguais a 1 e, sempre que for evidente o niimero de

entradas que o vetor possui, usamos apenas 1.

2.3 Teoria Espectral de Grafos

Passamos agora a apresentar alguns conceitos de Teoria Espectral de Grafos que
podem ser encontrados em [24].

A matriz de adjacéncia de um grafo G com n vértices, A(G) = [a; ], é a matriz
quadrada de ordem n, tal que a;; = 1, se os vértices v; e v; sao adjacentes e, em
caso contrario, a;; = 0. O polindmio caracteristico desta matriz, denotado por
P$(x), é chamado polindmio caracteristico do grafo G. Os autovalores de A(G)
sao chamados autovalores de G. O espectro de G é o espectro de A(G), ou seja,
¢ a lista de autovalores de A(G) dispostos em ordem nao crescente, denotado por
Sp(A(G)) = (A, Ag, .. \n).

A matriz laplaciana de um grafo G é a matriz L(G) = Deg(G) — A(G), onde
Deg(G) = Diag(dy, ...,d,) é a matriz diagonal dos graus dos vértices de G. O
polinémio caracteristico desta matriz, denotado por P{(x), é chamado polinémio
caracteristico laplaciano do grafo G. Os autovalores de L(G) sdao chamados au-
tovalores laplacianos de G. O espectro laplaciano de G é o espectro de L(G),

dado pela lista de autovalores dispostos em ordem nao crescente e ¢ denotado por



Sp(L(G)) = (p1, pia, - - - , fin). B fato conhecido que L(G) é uma matriz semidefinida
positiva e, portanto, seus autovalores sao todos nao negativos. Além disso, dado que
L(G) é uma matriz singular, tem-se p, = 0. O segundo menor autovalor de L(G)
recebe o nome de conectividade algébrica do grafo G e é representado por a(G).

A matriz laplaciana sem sinal de um grafo G dada por Q(G) = Deg(G) +
A(G). Os autovalores de Q(G) sao chamados autovalores laplacianos sem sinal de
G. O espectro laplaciano sem sinal de G é o espectro de Q(G), dado pela lista de
autovalores dispostos em ordem nao crescente. Assim como ocorre com a matriz
laplaciana, é possivel provar que a matriz Q(G) é semidefinida positiva e, portanto,
que seus autovalores sao todos nao negativos. Além disso, é sabido que para grafos
bipartidos o espectro da matriz laplaciana sem sinal é igual ao espectro da matriz

laplaciana.



Capitulo 3
Ordenacdo de Arvores

A ordenagao de grafos sempre foi um objeto de interesse dentro da Teoria Espec-
tral de Grafos. CVETKOVIC et al. [25] destacaram, por exemplo, que apesar de ser
dificil diferenciar graficamente grafos 4-regulares de 10 vértices, esses grafos sao facil-
mente ordenados a partir do seu espectro. Desde entao, varios trabalhos envolvendo
a ordenacao de grafos a partir de diferentes invariantes foram publicados.

Apresentaremos nesse capitulo alguns resultados sobre ordenacao de arvores pe-
los indices das matrizes de adjacéncia e laplaciana, observando a ordenagao quando
apenas o numero de vértices é fixado ou quando, adicionalmente, o grau maximo ou

didametro também estao fixados.

3.1 Indice da Matriz de Adjacéncia

O estudo da ordenacao de arvores a partir do indice da matriz de adjacéncia
comecou com a busca de arvores que maximizavam esse autovalor. Em 1997, HOF-
MEISTER [5] encontrou as primeiras drvores que maximizavam o indice, fixado o
nimero de vértices. Nos proximos resultados sao apresentadas as cinco arvores que

possuem os maiores indices da matriz de adjacéncia.

Teorema 3.1.1 ([3]). Seja T wma drvore em . Entao
)\1 (T) S v — 1

e a igualdade ocorre se, e somente se, T = S,,.

Teorema 3.1.2 ([5]). Seja T uma drvore em I, \ {S,} e n > 4. Entao

1
M(T) < \/2(71 —1++vn?—06n+13)
e a iqualdade ocorre se, e somente se, T =V (n —3,1,3) (Figura .
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Figura 3.1: Arvore V(n —3,1,3).

Teorema 3.1.3 ([5]). Seja T uma drvore em T, \ {S,,V(n —3,1,3)} en > 4.
Entao

M(T) < \/;(n 12— 10n § 33)

e a igualdade ocorre se, e somente se, T =V (n —4,2,3) (Figura[3.9).

Figura 3.2: Arvore V(n — 4,2, 3).

E importante observar que as trés arvores apresentadas anteriormente possuem
didmetro menor ou igual a trés, enquanto as préoximas duas possuem didmetro qua-

tro.

Teorema 3.1.4 ([5]). Seja T uma drvore em T, \ {S,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3)}
en > 5. Entdao

M(T) < \/;(n —14++vn?—8n+24)

e a igualdade ocorre se, e somente se, T =T, 4 (Figura .

Figura 3.3: Arvore T, 4.

Teorema 3.1.5 ([5]). Seja T uma darvore em F, \ {S,,V(n — 3,1,3),V(n —
4,2.3),T,4} en > 6. Entio

M(T) < \/;(n — 14 VA =100 +29)
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e a igualdade ocorre se, e somente se, T = V(n — 4,1,4) (Figura ou T =

V(3,3,3).
n—4 { > . . .

Figura 3.4: Arvore V(n —4,1,4).

A partir do artigo de HOFMEISTER [5], CHANG e HUANG [26] deram sequén-
cia ao trabalho de encontrar as arvores que maximizam o indice da matriz de adja-

céncia, obtendo as arvores que ocupam a sexta, sétima e oitava posigoes.

Teorema 3.1.6 ([20]). Seja T uma drvore em F, \ {S,,V(n — 3,1,3),V(n —
4,2.3), T4, V(n—4,1,4)} en > 11. Entao

M(T) < \/;(n—1+\/n2—14n+61)

e a igualdade ocorre se, e somente se, T =V (n —5,3,3) (Figura .

Figura 3.5: Arvore V(n —5,3,3).

Teorema 3.1.7 ([20]). Seja T uma drvore em F, \ {S,,V(n — 3,1,3),V(n —
4,2,3),Th4,V(n—4,1,4),V(n—5,3,3)} en>11. Entao

)\1<T) S T,

onde v, € a maior raiz da equagio A — (n — DA*+ (3n —12)A\2 = 2(n—6) =0, e a
igualdade ocorre se, e somente se, T = T(n,n —4;2,1,0,...,0) (Figura[3.4).

Figura 3.6: Arvore T'(n,n —4;2,1,0,...,0).

12



Teorema 3.1.8 ([20]). Seja T uma drvore em F, \ {S,,V(n — 3,1,3),V(n —
4,2,3),Tha,V(n—4,1,4),V(n—5,3,3),T(n,n—4;2,1,0,...,0)} en > 11. Entao

M(T) < \/;(n VA =10 1 37)

e a igualdade ocorre se, e somente se, T = T(n,n—4;1,1,1,0,...,0) (Figura .

Figura 3.7: Arvore T(n,n —4;1,1,1,0,...,0).

No Teorema [3.1.9] uma ordenagdo para todas as arvores de didmetro 3 é apre-

sentada.

Teorema 3.1.9 ([26]). A ordenagio das drvores diametro 3, duplas estrelas, pelo

mator autovalor da adjacéncia é:

MV =3,1,3) > MV - 4.2.3) > > (v (| 2J 1 2] 3)).

LIN e GUO [27] apresentaram o préximo resultado, utilizado para encontrar
cotas para o indice da matriz de adjacéncia observando os subgrafos. No mesmo
trabalho, estudaram o comportamento do indice da matriz de adjacéncia em algumas

operacoes.

Teorema 3.1.10 ([27]). Sejam G um grafo conexo e G' um subgrafo préprio de G.
Entio M\ (G") < M (G), e quando y > M\ (G), temos que P§(y) < P§ (y).

Definicao 3.1.11 ([27]). Seja T uma drvore em F, e n > 4. Seja e = uv uma
aresta nao pendente de T e sejam Ty e Ty as duas componentes de'l' —e, u € T} e

v € Ty. Além disso, seja Ty € o grafo obtido de T da sequinte maneira (Figura @
1. contraia a aresta e = uv;

2. adicione uma aresta pendente ao vértice u(=v).

Teorema 3.1.12 ([27]). Seja T em F,,, n > 4, uma drvore com pelo menos 3 arestas
nao pendentes. Se Ty é obtida a partir de T pela operacio definida em|3.1.11], entdo
)\1(T0) > )\1(T>
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o ]

Figura 3.8: Arvores T e Ty

No estudo de ordenagao de arvores, outra transformacao que é muito utilizada é

o grafting de aresta. Observe que esta operacao é definida para um grafo qualquer.

Definicao 3.1.13. Seja G um grafo de ordem n > 2 e u um vértice de G. Define-se
como Gy(k,1), k > 1> 1, o grafo obtido a partir de G ligando dois novos caminhos,
um de ordem k e outro de ordem [, ao vértice u. O grafting de uma aresta € a
operagdo de remover a aresta pendente do menor caminho e ligar o vértice que ficou

isolado ao maior caminho, obtendo-se G,(k + 1,1 — 1), conforme mostra a Figura
5.9

"

b by by b

Guk+1,1-1)

Figura 3.9: Grafting de uma aresta

Teorema 3.1.14 ([27]). Seja u um vértice do grafo conexo nao trivial G e seja
Gu(k,1) o grafo obtido a partir de G adicionando dois caminhos pendentes de tama-

nho k el emu. Sek>1>1, entao \(Gu(k,l)) > M (Gu(k+ 1,1 —1)).

No mesmo trabalho também foram estudadas outras operagoes, similares ao
grafting. No lugar de dois caminhos pendentes ligados ao mesmo vértice, no Teorema

a operagcao ¢ realizada considerando vértices adjacentes, enquanto no Teorema

14



3.1.16|a operacao é realizada considerando vértices que, ao serem removidos do grafo,

geram grafos isomorfos.

Teorema 3.1.15 ([27]). Sejam u e v vértices adjacentes de grau maior que um em
G. Seja G}L’U(k’, l) o grafo obtido a partir de G adicionando um caminho pendente de
tamanho k em u e um caminho pendente de tamanho | em v. Se k > 1 > 1, entao

Al(G'zlL,v(ka l)) > Al(G}L,v(k + 1,0 - 1))

v @
t!)g t!),l_-]

¥]

T

¥]
T

(k,1) (k+1,1-1)

Figura 3.10: G, (k1) e G, ,(k+ 1,1 1)

Teorema 3.1.16 ([27]). Sejam u e v vértices no grafo conexo G tais que G—u = G—
v. Seja G2 ,(k,1) o grafo obtido a partir de G adicionando k arestas pendentes em u
el arestas pendentes emv. Sek > 1> 1, entao M (G}, (k+1,1-1)) > M (G, (K, 1)).

Utilizando as transformagoes acima, LIN e GUO [27] estudaram a ordenagdo na
familia de drvores que possuem grau maximo fixado A, .Z7(»). O préximo resultado
mostra que, fixado o grau maximo, as vassouras minimizam o indice da matriz de
adjacéncia. Além disso, se [§] < A < n — 1, a dupla estrela de grau maximo A

maximiza o indice da matriz de adjacéncia.
Teorema 3.1.17 ([27]). Seja T uma drvore em T X, com n > 4. Entdo M\(T) >
M(V(A=1,1,n—A+1)), com igualdade se, e somente se, T = V(A—1,1,n—A+1).
Se [5] <A<n—1, entio \M(T) < M(V(A—-1,n—A—1,3)), com igualdade se,
e somente se, T = V(A —1,n—A—1,3).

Ainda na familia 7 o préximo resultado mostra que, comparando o grau

maximo, é possivel determinar qual arvore possui o maior indice.

15



Teorema 3.1.18 ([27]). Seja T™™ uma drvore em T ™, A = 2,3,..n—1 e
n > 4. Entdo \(T®V) > M(TC2) > > A(TUED) > \(v([2], 2] -
2,3)) > M(T™), onde 2 < k < |Z] — 1, com igualdade se, e somente se, T*) =

V(L%Ja L%LJ - 273)'

Complementando a listagem das arvores que maximizam o indice da matriz de

adjacéncia, LIN e GUO [27] encontraram as cinco proximas arvores da ordenagao.

Teorema 3.1.19 ([27]). Na ordenagdao das drvores em F,, n > 12, pelo indice da
matriz de adjacéncia, as drvores T'(n,3;n—>5,1,0), T,,5, V(n—5,2,4), V(n—5,1,5)
e V(n—6,4,3) ocupam da nona até a décima terceira posicoes (Figuras[3.11) [3.19
3.77, [3.19 ¢ [3.19).

—— — —
n—2>a n—=6

Figura 3.11: Arvore T(n,3;n—>5,1,0). Figura 3.12: Arvore Th5.

(e

Figura 3.13: Arvore V(n — 5,2,4).

Figura 3.14: Arvore V(n —5,1,5). Figura 3.15: Arvore V(n — 6,4, 3).

n —

Para finalizar, GUO e SHAO [2§8] estudaram a ordenagao de arvores na familia

In.d» isto é, das drvores com n vértices e didmetro fixado d.

Teorema 3.1.20 ([28]). Sejad >4 en=d+3. As [%J + 1 primeiras drvores com

o maior indice no conjunto I, 4 sao, respectivamente:

o (I (L e
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Teorema 3.1.21 ([28]). Sejad >3 en > d+4. As {%J + 1 primeiras drvores com

o maior indice no conjunto I, 4 sao, respectivamente:

Toa = Tha (M + 1) Tha Q‘;J) oo Toa(3), Ta(2), T (EJ +1, m + 2) .

3.2 Indice da Matriz Laplaciana

Assim como aconteceu com a matriz de adjacéncia, o estudo da ordenacao de
arvores a partir do indice da matriz laplaciana comecou com a busca de arvores
que maximizavam esse autovalor. Em 2003, GUO [6] encontrou as quatro primeiras

arvores, com n vértices, que possuiam essa propriedade.

Teorema 3.2.1 ([6]). Seja T uma drvore em ,, entio pi(T) < n. A igualdade

ocorre se, e somente se, T = S,,.
Teorema 3.2.2 ([6]). Seja T uma drvore em I, \ {S,}, entao py(T) < ry, onde 1
¢ a maior raiz da equacao

2* — (n+2)2° + (3n — 2)z —n = 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T = V(n —3,1,3).
Teorema 3.2.3 ([6]). Seja T uma drvore em T, \ {S,,V(n —3,1,3)} en > 6.
Entao pi(T) < ry, onde ry é a maior raiz da equagdo

2 — (n+2)2° + (4n — T)z —n = 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T'=V(n —4,2,3).
Teorema 3.2.4 ([6]). Seja T uma drvore em F,\{S,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3)},
n > 6. Entio uy(T) < rs, onde r3 é a maior raiz da equagao

2® — (n+1)2* + (3n — 5)z —n = 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T' =T, 4.

Uma importante ferramenta para determinar cotas para o indice laplaciano é

apresentada no teorema abaixo.

Teorema 3.2.5 ([6]). Sejam G um grafo conexo bipartido e G' um subgrafo de G.
Entao p1(G") < 11 (G) e a igualdade ocorre se, e somente se, G' = G.

Dando continuidade ao trabalho de GUO [6], YU et al. [29] determinaram as

préximas quatro arvores que maximizam o indice laplaciano.

17



Teorema 3.2.6 ([29]). Seja T € T, \{S,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3),T,4} en > 8.
Entao p(T) < M (V(n—4,1,4)), onde A\ (V(n—4,1,4)) é a maior raiz da equagao

gt — (n+3)2® + (5n — 4)2* — (6n — 10)z +n = 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T =V (n —4,1,4).

Teorema 3.2.7 ([29]). Seja T € T, \ {S,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3), T4,V (n —
4,1,4) en > 9. Entao i1 (T) < M (V(n —5,3,3)), onde \i(V(n —5,3,3)) € a

maior raiz da equacao
2 — (n+2)z° + (5n — 14)z —n = 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T = V(n —5,3,3).

Teorema 3.2.8 ([29]). Seja T € T, \ {S,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3),T,4,V(n —
4,1,4),V(n—5,3,3)} en > 15. Entio py(T) < M(T(n,n —4;2,1,0,...,0)), onde
M(T(n,n—4;2,1,0,...,0)) € a maior raiz da equagdo

2® — (n+4)2* + (Tn — 7)z® — (32 — 14n)2® + (Tn — 10)x —n = 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T = T(n,n —4;2,1,0,...,0).

Teorema 3.2.9 ([29]). Seja T € T, \ {Sn,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3), T, V(n —
4,1,4),V(n —5,3,3),T(n,n —4;2,1,0,...,0)} en > 15. Entio pu(T) < M\ (T?),

onde \(T) é a maior raiz da equagio
3 2 _
> —nz’+ (3n —8)r —n=0.

A igualdade ocorre se, e somente se, T = T(n,n —4;1,1,1,0,...,0).

Assim como aconteceu com a matriz de adjacéncia, algumas transformagoes fo-
ram muito utilizadas para ordenar arvores pelo indice da matriz laplaciana. Desta-
camos aqui, novamente, o grafting (Defini¢ao e a transformacao de Kelmans
aplicada em grafos bipartidos, apresentada no Teorema [3.2.11]

Teorema 3.2.10 ([30]). Se G é um grafo conezo e bipartido com n > 2 vértices,

entao
:ul(Gu<kal>> > MI(G'LL(I{: +1,0— 1))7

para todo k > 1> 1.

Teorema 3.2.11 ([30]). Sejam w e v dois vértices do grafo bipartido conexo
G = (V1 UV, E). Suponha que vy,vs,...,vs (1 < s < d(v)) sdo alguns vértices
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de Ng(v)\Ng(u) e vy,vq,...,u5 sao diferentes de u. Seja x o autovetor unitdrio de
G correspondente a u(G), e seja G o grafo obtido de G deletando todas as arestas
vv; e adicionando as arestas uv; (1 < s < d(v)). Se |x,| > |x,| € G# também é um

grafo bipartido, entio u(G*) > u(G).

Os resultados abaixo ordenam as arvores com n vértices e grau maximo fixado

A a partir do indice da matriz laplaciana.

Teorema 3.2.12 ([31]). Seja T uma drvore em T ™). Se A > [%W, entao iy (T) <
p1(V(A—=1,n—A—1,3)) e aigualdade ocorre se, e somente se, T = V(A —1,n—
A—1,3).

Teorema 3.2.13 ([31]). Seja T uma drvore em T ™). Entdo juy(T) > pu (V(A —
1,1,n—A+1)) e aigualdade ocorre se, e somente se, T = V(A—1,1,n—A+1).

Teorema 3.2.14 ([31]). Sejam T1,T> € T, (n >6). Se A(Ty) > A(Tz) e A(Ty) >
[%W +1, entao pi(T1) > pa (12).

Para finalizar, GUO [32] estudou a ordenagio de drvores que possuem didmetro
fixado.

Teorema 3.2.15 ([32]). As gJ + 1 primeiras drvores com o maior raio espectral

laplaciano no conjunto T, 4, comn > d+3 ed > 3 sdo:

Tn,d = de <\‘;1J + 1) ,de <\‘(21J> 7-~-7Tn,d(3)aTn,d(2)aTn,d <\‘§J + 1, \‘ZJ + 2> .

Similar com o que foi feito em LIN e GUO [27], LI et al. [33] encontraram as

préximas arvores que maximizam o indice da matriz laplaciana:

Teorema 3.2.16 ([33]). Na ordenagdio das drvores em 9, n > 15, pelo indice da
matriz laplaciana, as drvores T'(n,3;n —5,1,0), T,,5, V(n —5,2,4), V(n —5,1,5)
e V(n—6,4,3) ocupam da nona até a décima terceira posicoes (Figuras[3.11],[3.19
3.77, [3.79 ¢ [3.19).

3.3 Relacao entre as ordenacoes

Utilizando os resultados apresentados, a tabela abaixo mostra as arvores que
maximizam o indice, fixado o nimero de vértices. E importante destacar que as
ordenacdes para as matrizes de adjacéncia e laplaciana coincidem nas 13 primeiras
posicoes, 0 que nos motivou a estudar o problema de ordenacao a partir dos indices

das matrizes A, e verificar se as mesmas arvores maximizardo este invariante.
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Tabela 3.1: Ordenacao de arvores a partir dos indices das matrizes de adjacéncia e

laplaciana.

Adjacéncia \ Laplaciana
Sy Sh
Vin—3,1,3) Vin—3,1,3)
Vin—4,2,3) Vin—4,2,3)
Tn,4 Tn,4
Vin—4,1,4) Vin—4,1,4)
V(n—5,3,3) V(n—5,3,3)

T(n,n—4;2,1,0,...,0)

T(n,n—4;2,1,0,...,0)

T(n,n—4;2,1,1,1,0,...,0)

T(n,n—4;2,1,1,1,0,...,0)

T(n,3;n—>5,1,0)

T(n,3;n—>5,1,0)

Tn,5 Tn,5
V(n—5,2,4) V(n—5,2,4)
Vin—5,1,5) Vin—5,1,5)
Vin—6,4,3) Vin—6,4,3)
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Capitulo 4
Conectividade Algébrica

A conectividade algébrica, definida por Fiedler em [34], recebeu uma grande
atencdo na Teoria Espectral de Grafos nos tltimos anos. Este autovalor fornece
informagoes sobre a estrutura do grafo, como por exemplo a conexidade, e esta
associado a varios outros invariantes.

ABREU et al. [11] afirmam que encontrar um pardmetro que possa distinguir
grafos continua sendo uma tarefa desafiadora, assim como saber se a conectividade
algébrica é um bom parametro para ordenacao. Buscamos aqui apresentar alguns
resultados importantes para o estudo da conectividade algébrica de arvores, além
de exibir as classes de arvores definidas por YUAN et al. [15] e WANG e TAN [I6],
que buscaram estudar o problema de ordenagao de arvores a partir da conectividade

algébrica, encontrando classes que maximizam esse invariante.

4.1 Matriz bottleneck

KIRKLAND et al. [35] provaram resultados importantes que permitem calcular
ou estimar a conectividade algébrica de arvores. Destacamos as seguintes defini¢goes

e resultados:

Definicao 4.1.1 ([35]). Seja v um vértice de uma drvore T'. Suponha que T — v =
TyUT5U.. .UTy,, onde Ty, Ts, ..., Tj, sao componentes conezas de T —v. Seja v; o vértice
de T; adjacente a v em T, entdo a drvore T; com raiz v; € chamada de ramo de T

em v, denotada por B;.

Definicao 4.1.2 ([35]). Seja L,(T) a sub-matriz principal de L(T') obtida deletando
a linha e a coluna correspondente ao vértice v e seja L(T;) a matriz laplaciana da
arvore T; onde a primeira linha e coluna correspondem ao vértice v;. Definimos

L; = L(T;) + E11, onde Eyy é a matriz de ordem n com entrada a1 = 1 e todas as
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outras iquais a zero, logo

L(T)=LiDLED - P Ly

Definicdo 4.1.3 ([35]). A matriz inversa L7 é chamada de matriz bottleneck do

ramo B; da darvore T em v, denotada por M;.

Definicao 4.1.4 ([35]). O raio espectral p(M;) da matriz bottleneck M; é chamado

de valor de Perron do ramo B;.

Definicao 4.1.5 ([35]). Seja v um vértice de uma drvore T e sejam By, Bs, ..., By
ramos de T em v. Entdo o ramo B; € dito ramo de Perron deT em v se a matriz
bottleneck M; satisfaz

p(M;) = maz{p(M;)|j = 1,2, ..., k}.

Chamamos de vetores de Fiedler os autovetores associados a conectividade algé-

brica. Uma classificacdo importante para arvores é definida abaixo.

Definicao 4.1.6 ([35]). Uma drvore T é dita do Tipo 1 se existe um vetor de Fiedler
x tal que x, = 0, para algum vértice v de T. Caso contrdrio, dizemos que T € do
Tipo 2.

Sobre as arvores Tipo 1 e Tipo 2, FIEDLER [36] provou que quando uma &rvore
T é do Tipo 1, existe um tnico vértice v em T tal que x, = 0, para qualquer vetor
de Fiedler x. Este vértice é chamado de vértice caracteristico da arvore T. Por
outro lado, se T for do Tipo 2, existe uma tunica aresta uv tal que x,x, < 0, para
qualquer vetor de Fiedler x. Neste caso, os vértices u e v sao chamados de vértices
caracteristicos.

KIRKLAND et al. [35] encontraram a relagdo entre os vértices caracteristicos e

os ramos de Perron:

Teorema 4.1.7 ([35]).
1. T é uma drvore do Tipo 1 com vértice caracteristico v se, e somente se, existem

dois ou mais ramos de Perron em v. Nesse caso, a(T) = m, onde M € a

matriz bottleneck de algum ramo de Perron em v.

2. T é uma drvore do Tipo 2 com vértices caracteristicos u e v se, e somente se,
u e v sao adjacentes e o ramo de u contendo v é o unico ramo de Perron em
u, enquanto o ramo de v contendo u é o unico ramo de Perron em v. Neste
caso, sejam My e My as matrizes bottleneck dos ramos de Perron em u e v,

respectivamente, entdo existe um unico v € (0,1) tal que

1 1
)= 0L —7) ~ o0 = (= 7)7)
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Teorema 4.1.8 ([15]). Seja M a matriz bottleneck de um ramo de Perron B do

vértice v de uma drvore T'. Entao

1
a(T) > ———
p(M)
e a igualdade ocorre se e somente se existem pelo menos 2 ramos de Perron de T

em v.
Teorema 4.1.9 ([15]). Se T" é uma subdrvore de T, entdo a(T") > a(T).

Considerando os valores possiveis de serem assumidos pela conectividade algé-
brica de um grafo, KIRKLAND [14] propds o conceito de pontos limites para a
conectividade algébrica de grafos. Um niimero real » é um ponto limite da conecti-
vidade algébrica se r é o limite de uma sequéncia de niimeros distintos, onde cada
um ¢ a conectividade algébrica de algum grafo. Seja 7 o conjunto de todos os pon-
tos limites para a conectividade algébrica de arvores, o resultado abaixo relaciona

os pontos limites com a matriz bottleneck.

Teorema 4.1.10 ([14]). Suponha que r seja um nimero positivo. Entdo r € T se,
e somente se, r = m, onde M é a matriz bottleneck de um ramo com pelo menos

dois vértices.

Nesse artigo também é provado que o conjunto formado pelas conectividades
algébricas de todos os grafos, independente da ordem, é denso em [0,00). Porém
nao € possivel afirmar que o conjunto de conectividades algébricas de arvores é denso

em [0, 1]. O corolario abaixo prova que esse conjunto, unido com zero, é fechado.

Corolario 4.1.11 ([I4]). Seja Ar = {a(T)|T" é uma drvore}. Entao Ar\U{0} € um

conjunto fechado.

Por fim, KIRKLAND [14] também determinou os quatro maiores elementos de

T, isto €, os quatro maiores pontos limites para a conectividade algébrica de arvores:
3—/5 5—\/21
f, 2 — /3, % e2(1—cos(ﬁ)).

2 7

Observagao 4.1.12. [1j|]] Para determinar os quatro maiores pontos limites, de-
vemos encontrar os quatro menores valores de Perron para matrizes bottleneck com
pelo menos 2 vértices. Sabemos, pela construcio da matriz bottleneck, que se um
ramo possui outro como subgrafo, o valor de Perron do primeiro é maior que o valor
de Perron do sequndo. Ora, como os unicos ramos que nao contém um caminho de
3 vértices sao as estrelas, basta determinar quais sao as estrelas que possuem o valor
de Perron menor que o de Ps. E conhecido que o valor de Perron da estrela com

Lk vértices ¢ FEltVE +2k=3
2

m’ entdao basta resolver

, enquanto o valor de Perron do caminho com 3 vértices é

k+1+vVk24+2k—3 1 _ _
5 < 2(1eos(2))’ obtendo k = 2, k =3

23



e k = 4. Portanto, os quatro maiores elementos de T sdo 3"/5, 2 — /3, 5-V2L o

2(1—cos (7).

4.2 Ordenacao de arvores

Em 1990, GRONE e MERRIS [8] introduziram a ordenacao de arvores a partir
da conectividade algébrica, buscando explicar o porqué de algumas arvores serem
mais conexas que outras. A partir deste trabalho, a ordenacao de arvores recebeu
uma grande aten¢ao dentro da Teoria Espectral de Grafos.

Nesta segao, a partir do survey de ABREU et al. [I1], apresentamos resultados
classicos de ordenagao pela conectividade algébrica para arvores com diametro trés

e para caterpillars. Para mais resultados sobre conectividade algébrica, destacamos

o survey de ABREU [37].

Teorema 4.2.1 ([38]). Se T # S,, € uma drvore com n > 6 vértices, entio a(T) <
0.49.

Teorema 4.2.2 ([38]). Seja T' é uma drvore com diametro diam(T'). Entdo

a(T) < 1 (2 — cos <CWTT)H>> .

Além disso, PATRA e LAL [39] estudaram o comportamento da conectividade

algébrica para o grafting de uma aresta.

Teorema 4.2.3 ([39]). Seja G uma drvore com n > 2 vértices e seja u um vértice
de G. Seja G, (k1) o grafo definido anteriormente (ver Figura[3.9). Se k >1>1,
entao

a(Gu(k +1,1-1)) < a(Gyu(k,1)).

Observando o Teoremam ¢ intuitivo pensar (mas nao verdadeiro) que quanto
maior o didmetro de uma &rvore, menor serd sua conectividade algébrica. Em [§],
Grone e Merris estudaram as arvores de didametro 3, que podem ser vistas como

duplas vassouras de didmetro 3 (ou duplas estrelas) e denotadas por V(k, [, 3), como

mostra a Figura [4.1]
k {>—<} l

Figura 4.1: Arvore V (k,1,3).
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Os resultados abaixo, provados em [§], ordenam todas as arvores de didmetro

trés com n vértices:

Proposicao 4.2.4 ([§]). Fizados n > 4, 1 < | < "T_z ek =n—1-2, seja

V =V(k,L,3). Entdo, o polinémio caracteristico laplaciano de V é
PY(z) = x(x — 1)" 2 — (n +2)2* + (2n + kl + D)a — n).

Corolario 4.2.5 ([8]). Fizados n > 4,1 <1 < %2 ek =n—1— 2. Entio

L(V(k,1,3)) possui exatamente um autovalor positivo menor que 1, denotado por
a, e igual a a(V(k,1,3)). Além disso, a; é uma fungao estritamente decrescente de

L1<i< @2

Assim, a partir destes resultados, temos:

n—2

a(V(k,[,3)) <a(V(k+1,1—-1,3)), para2 <[ < ek=n—1-2.

Uma pergunta natural, a partir da ordenagao dada em GRONE e MERRIS [g],
é se, dado um didmetro d, é possivel obter uma ordenacao para as duplas vassouras

com esse didmetro, V(s,t,d).

)

Figura 4.2: Arvore V(s,t,d), n=s—+t+d— 1.

FALLAT e KIRKLAND [40] obtiveram uma ordenagao completa para essa fa-

milia;

n—2

a(V(s,t,d)) <a(V(s—1,t+1,d)), para2 < s < et=n—d—s—1.

Neste mesmo trabalho, os autores definiram e ordenaram as arvores P(k,[,d),

com diametro d impar. Estas arvores sao construidas a partir do caminho Py, 1,

% e | vértices pendentes ao vértice 43

ligando k vértices pendentes ao vértice R

como mostra a Figura
A ordenacao obtida em [40] para essa classe, fixados n e d é:

n—2

a(P(k,l,d)) < a(P(k—1,l+1,d)), onde 1 <k < el=n—k—d-1.

E interessante notar que todas as arvores V (s, t,d) e P(k,l,d) sdo caterpillars.

Denotaremos por D™? o conjunto de todos os caterpillars com n vértices e didmetro
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Figura 4.3: Arvore P(k,l,d).

Dn7d = {D(pl, ...,pd_l) prt+p2t ...+ pi1=n— d+ 17p1 > 1}

ROJO et al. [41] também consideraram os seguintes subconjuntos de D™ D?’d,

d ) d _ : :
Dy, com d fmpar, e D, com 1 < k < [%451], descritos abaixo.
2

D’f’d = {D(plu ]-) e ]-7pd—1) € Dn’d ‘D1 < pd—l};
Dﬁ = {D(l, ey 1,p%,p%, 1,.., 1) e D Pa-1 < Pa 1};
2

DZ’d = {D(l, e Lipe, L, L pa—i, 1, . 1) e pvi. P < pd_k}.

H,—/ H,—/
" Pi—1

Figura 4.4: Arvore D(py,1,...,1, pa_1).

[TIA AT

— —
P P

Figura 4.5: Arvore D(1,...,1, pa—s, pasi, 1, ..., 1).
2 2

Os autores ordenaram esses trés subconjuntos.

Teorema 4.2.6 ([41]). A conectividade algébrica de D(a,1,...,1,b) € D" é uma
funcao estritamente decrescente de 1 < a < %(n —2d+4).

Teorema 4.2.7 ([41]). Para d dmpar, a conectividade algébrica de

D(1,..,1,a,b,1,...,1) € DZ’;dl ¢ uma fungdo estritamente decrescente de
2

1§a§%(n—2d+4).
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;v—“' ;v—“'
P P

Figura 4.6: Arvore D(1,...,1,pr, 1, ..., 1, pap, 1, ..., 1).

Teorema 4.2.8 ([41]). Para 1 < k < V;QIJ, a conectividade algébrica de
D(1,...,1,a,1,....1,b,1,..,1) € DZ’d ¢ uma funcdo estritamente decrescente de

1§a§%(n—2d+4).

4.3 As arvores T'(k,p,q) e T(j,k,p,q)

A partir de resultados envolvendo a matriz bottleneck, YUAN et al. [15] intro-
duziram seis classes de arvores que maximizam a conectividade algébrica, provando
que uma arvore com n > 15 vértices possui conectividade algébrica maior ou igual
a 2 — /3 se, e somente se, pertence a uma dessas seis classes.

Para a definigdo das classes citadas, vamos denotar por T'(k,p,q) a arvore de

ordem n que contém um vértice vy tal que:

T(k,p,q) —vo = kKo U pKi U qK;.

Figura 4.7: Arvore T(k, p, q).

Fixado n, foram definidas as seguintes classes de arvores:
1. Cy={T(0,0,n — 1)} = {S,};

2. Co={T0,1,n=3)} ={V(n—3,1,3)};

3. C3={T(0,p,q) :p=2,2p+q=n—1}
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4. Cy={T(1,0,n—4)} ={V(n —4,2,3)};
5. Cs={T(1,p,q) :p>1,2p+qg=n—4};
6. Cs ={T(k,p,q): k>2,3k+2p+qg=n—1}.

Observemos que as classes C, Uy e Cy sao constituidas por apenas uma arvore
cada. Além disso, toda arvore T'(k, p, ¢) possui didmetro no maximo 4. Nas Figuras

e [4.9] apresentamos exemplos de arvores com 13 vértices para cada classe.

RN

Figura 4.8: Arvores 70,0, 12), T(0,1,10) e T(0,2,8).

ZORORTS

Figura 4.9: Arvores T'(1,0,9), T(1,1,7) e T(2,1,4).

Destacamos o seguinte resultado de [15], que trata da ordenagao das seis classes

e apresenta a conectividade algébrica das arvores contidas em cada uma das classes.

Teorema 4.3.1 ([I5]). Para cada 1 < i < 6, seja T; € C; uma drvore de ordem
n > 8. Entdo:

1. o(Th) > a(T3) > a(T3) > a(Ty) > a(T5) > a(Ts);

2. * (L(Tl) = 1,

o a(Ty) é a menor raiz da equagio cibica
® — (n+2)2°+ (3n —2)x —n =0,
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R a<T3) _ 372\/5’

o a(Ty) é a menor raiz da equagio cibica
® — (n+2)2°+ (4n — Tz —n =0,
o a(Ts) é a menor raiz da equagio
2° —(n—p+5)2* +(Tn—Tp)a* — (14n—13p—19)2* +(Tn—3p—T)z—n = 0,

o a(Ts) =2 —/3;

8. Se T é uma drvore de ordem n > 15 ¢ T ¢ US_, C;, entdo a(T) < a(Ts) =

2 — /3.
Continuando o trabalho de YUAN et al. [I5], WANG e TAN [I6] buscaram

caracterizar as arvores com pelo menos 45 vértices que possuem a conectividade
algébrica no intervalo [5”7 V2l 9 \/3), propondo 4 novas classes de arvores. Para
definir estas classes, denotemos por T'(j, k, p, q) a arvore de ordem n que contém um

vértice vy tal que:

T(j,k,p,q) —vo=jKi3 U kK, o U pKia U qK.

Figura 4.10: Arvore T'(j, k,p, q).

Fixado n, foram definidas as seguintes classes de arvores:
1. ¢1={7T(1,0,0,q9) :¢q=n—5} ={V(n—5,3,3)};
2. G5 ={T(1,0,p,q) : 2p +q=n—5};
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3. Cy={T(L,k,p,q) : k> 1,3k +2p+q=n—5};
4. Cy=A{T(,k,p,q):§ >2,4j +3k+2p+q=n—1}.

E importante observar que a classe (' possui apenas uma arvore de didmetro trés
e que todas as arvores das classes C!, 2 < i < 4, possuem didmetro quatro. Ainda em
[16], sdo apresentados vérios resultados envolvendo a comparacao da conectividade
algébrica dessas arvores. Destacamos os resultados abaixo, que mostram que todas

as arvores da classe C) possuem a mesma conectividade algébrica e que, para n > 45,
5—v21 9_
2 )

somente arvores em |J;_; C/ possuem conectividade algébrica no intervalo |

V3).

Lema 4.3.2 ([16]). Para drvores arbitrarias T € C, H € C}, e F € C}, temos que
min{a(T),a(H)} > a(F) = 5=Y2L.

Teorema 4.3.3 ([16]). Se T' é uma drvore de ordem n > 45, entdo 5_5/5 <a(T) <
2 — /3 se, e somente se, T € J_, C!.

Observagao 4.3.4. As classes C!, 1 < i < 4, ndo podem ser ordenadas pela conecti-
vidade algébrica, diferente das classes C;, 1 < i < 6 (Teorema . Por exemplo,
a(7T(48,43;3,1,0, ...,0)) > a(7(48,42;3,2,0,...,0)) > a(7(48,23;3,1,...,1,0)), com
T(48,23;3,1, ...,1,0), T(48,43;3,1,0,...,0) € C}, e T'(48,42;3,2,0,...,0) € C%.

Observe que ja é conhecido quais arvores, dentre todas a partir de uma ordem
apropriada, possuem as conectividades algébricas maiores que os trés maiores pon-
tos limites para a conectividade algébrica de arvores: 377\/5’ 2—V3e 5’75/5 Os dois
primeiros valores sdo estudados no Teorema [£.3.1] enquanto o tltimo valor é inves-
tigado no Lema e Teorema [£.3.3] Em particular, todas as drvores nas classes
(3, Cg e C} possuem conectividade algébrica respectivamente iguais ao primeiro,

segundo e terceiro pontos limites.
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Capitulo 5

Arvores com conectividade

algébrica maior ou igual a
2 (1 — cos (777))

Apresentaremos nesse capitulo as nossas principais contribuicoes: determina-
remos quais arvores possuem a conectividade algébrica maior ou igual ao quarto
ponto limite: 2 (1 — Cos (g)) Para isso, iremos estender os trabalhos de YUAN
et al. [I5] e WANG e TAN [I6], considerando quatro novas classes de arvores: Cj,
7 <1 < 10. Mostraremos que se T é uma arvore com n > 32 vértices, entao
a(T) > 2 (1 — CoS (%)) se, e somente se, T' € (J;2, C;. Além disso, para n > 45,
provaremos que as dez classes podem ser ordenadas pela conectividade algébrica e
apresentaremos a arvore com a maior conectividade algébrica em Cy. Nos finali-
zamos esse capitulo utilizando os softwares Nauty and Traces [18] e SageMath [19]
para fazer uma busca computacional de todas arvores 7' com menos de 32 vértices
e a(T) > 2 (1 — oS (1)) Os resultados aqui apresentados foram publicados em

7
BELAY et al. [I7].

5.1 Novas Classes

Como pontuado em CVETKOVIC et al. [24], a conectividade algébrica de
uma arvore T pode ser limitada superiormente em funcdo do seu didmetro,
diam(T). Como consequéncia do Teorema [£.2.2] se diam(T) > 7, entdo a(T) <
2 (1 — cos (%)) Por essa razao, a partir de agora, nés precisamos apenas considerar
arvores com didmetro menor ou igual a seis. Definimos abaixo quatro novas classes

de arvores.

Definicao 5.1.1. Seja T'(3, j, k, p, q) uma drvore de ordem n, que contém um vértice
vo tal que T(i, j,k,p,q) — vo = iPy U jK13 U kKo U pKiy U K (Figura [5.1)).
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Definimos as sequintes classes de drvores:
1. C; ={T(0,1,k,p,q) : 3k +2p+q=mn —5};
2. Cs={T(0,4,k,p,q):J >2,4j+3k+2p+q=mn—1};
3. Co={T(,4,k,p,q) : 47 + 3k +2p+ g =n — 4};

Figura 5.1: Arvore enraizada T(i, 7, k, p, q).

Observe que as classes C;, 1 <i < 6e C], 1 <i <4, podem ser escritas como
arvores T'(i,j,k,p,q). Na verdade, no primeiro caso, T(0,0,k,p,q) = T(k,p,q).
Além disso, como C] = {7(0,1,0,0,n — 5)}, C;, = {7(0,1,0,p,q) : p > 1}, C§ =
{T0,1,k,p,q) : Kk > 1} e C}, = {T(0,4,k,p,q) : j > 2}, é facil identificar que
Cr =ClUCLUC] e Cg = Cf. E necessdrio reescrever as classes Cl, 1 <i<4, dessa
forma para poderem ser ordenadas pela conectividade algébrica (veja Observagao
13.4).

5.2 Resultados Auxiliares

No6s comegamos essa se¢ao mostrando que qualquer arvore de uma ordem apro-
priada, nao pertencente a classe C;, 1 < ¢ < 10, possui uma subarvore com conectivi-
dade algébrica menor que 2 (1 — cos (%)) ~ 0.19806. Noés dividimos a demonstracao

pelo diametro.

Lema 5.2.1. Se T é uma drvore de ordem n > 32, diam(T) =3 e T ¢ U2, C;,

entio a(T) < 2 (1 — cos (%))
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Demonstragio. Seja T'= V(k,n — 2 — k,3) uma arvore de ordem n > 32. Como
T ¢ U2, Ci, k > 4. Além disso, a partir do Teorema [1.2.5 a(V (k,1,3)) < a(V (k +
1,1 —1,3)) se k > [, entdo a(V(k,n—2—k,3)) < a(V(n—6,4,3)).

Entao, como n > 32, pelo Teorema concluimos que a(V(k,n —2—k,3)) <
a(V(n—6,4,3)) < a(V(26,4,3)) ~ 0,19712. O

Figura 5.2: V(26,4, 3).

Lema 5.2.2. Se T é uma drvore de ordem n > 30, diam(T) =4 ¢ T ¢ U2, C;,
entio a(T) < 2 (1 — cos (%))

Demonstragio. Seja T = T(n,b;hy,...,hy) uma arvore de didmetro quatro (veja
Figura2.1), T ¢ U!%, C;. Entdo, by > 4.

Como o ramo K ; pode ser obtido de duas arestas pendentes em ug pelo grafting
de uma aresta, e esse movimento ndo aumenta a conectividade algébrica (Teorema
, os casos onde hy, k > 3, sdo iguais a 1 nao serao considerados.

A seguir, consideramos as estruturas possiveis para T'. Para aplicar o Teorema

4.1.9) em cada caso exibiremos subarvores 7" tais que a(7") < 2 (1 — COS (%))

1) hy = 1. Como T ¢ U}2, C;, podemos assumir que hz = 0. Como n > 30, T

possui pelo menos mais 21 vértices. Existem trés opgoes:

o todos os vértices sao adjacentes a wy ou w; e a(T) <
a(T(30,24;4,1,0,...,0)) ~ 0,19784 ou a(T) < a(T(30,3;25,1,0))
0, 19301;

Q

! iy

s

Figura 5.3: T(30,24;4, 1,0, ...,0) e T(30, 3;25,1,0).

e pelo menos 11 vértices sao adjacentes a uq, um vértice é adjacente a ug e
a(T) < a(T(21,4;15,1,0,0)) =~ 0, 18814;
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iy

Figura 5.4: T'(21,4;15,1,0,0).

e pelo menos 11 vértices sao adjacentes a ug, um vértice é adjacente a u; e
a(T) <a(T(21,14;5,1,0,...,0)) =~ 0,19015.

iy

Figura 5.5: T7'(21,14;5, 1,0, ...,0).

2) hy = 2. As tnicas opgoes sao:
2.1) hs nao existe. Entao, a(T') < a(7(30,2;25,2)) ~ 0, 15603.

“.”

Figura 5.6: 7(30,2; 25, 2).

2.2) hg = 0. Anélogo ao que foi feito no item 1, T tem pelo menos mais 20

vértices e existem trés opcoes:

IN

e todos os vértices sdo adjacentes a wy ou wu; e a(7)
a(7(30,23;4,2,0,...,0)) ~ 0,19414 ou a(T) < a(7T'(30,3;24,2,0))
0, 14790;

Q
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Uy &

Figura 5.7: T(30,23;4,2,0, ...,0) e T(30, 3; 24, 2,0).

e pelo menos 10 vértices sao adjacentes a u;, um vértice é adjacente a

up e a(T) < a(T(21,4;14,2,0,0)) ~ 0, 15379;

Lty

Figura 5.8: T'(21,4;14,2,0,0).

e pelo menos 10 vértices sao adjacentes a uy, um vértice é adjacente a
uy e a(T) < a(T(21,13;5,2,0,...,0)) ~ 0, 18260.

Lty

Figura 5.9: T'(21,13;5,2,0, ...,0).

2.3) h3 = 2 e hy = 0 ou hy nao existe. Entdo, T tem pelo menos mais
17 vértices e pelo menos 9 sao adjacentes a ug ou uy. Entdo, a(7) <
a(T(21,12;4,2,2,0,..., 0)) =~ 0,19639 ou a(T) < a(7(21,3;13,2,2)) =~
0,13776.
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U ty)

Figura 5.10: T(21,12;4,2,2,0,...,0) e T(21,3; 13,2, 2).

2.4) hy =2 e hy = 2. Entéo, a(T) < a(T(15,4;4,2,2,2)) ~ 0, 19646.

“.”

Figura 5.11: T'(15,4;4,2,2,2).

3) hy > 3. Entdo, a(T) < a(T(10,2:4,3)) ~ 0,19021.

iy

Figura 5.12: 7'(10,2;4, 3).

Portanto, a(T) < 2 (1 — cos (%)) O

Usando as mesmas técnicas do Lema |5.2.2) podemos enunciar:

Lema 5.2.3. Se T ¢é uma drvore de ordem n > 24, diam(T) =5 ¢ T ¢ U, C;,

entao a(T) < 2 (1 — COS (%))

Demonstragio. Seja T =T (n,r,s;aq,...,a.;bq,...,bs) uma arvore de didmetro cinco
(veja Figura . Analogo a demonstracao do Lema , casos onde ay, e by, k > 2,
sao iguais a 1 nao serao considerados (Teorema. Além disso, podemos assumir
sem perda de generalidade, que a; > b;.

Novamente, consideraremos as possiveis estruturas para 71" e iremos exibir subar-

vores 1" tais que a(7”) < 2 (1 — cos (%))
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1) ag = b =1. Como T ¢ U;2, C;, podemos assumir que ag = by = 0. Além
disso, como n > 24, T possui pelo menos mais 16 vértices. Por simetria,

existem apenas duas opgoes para esses vértices:

o todos os vértices sdo adjacentes a ug e a(T) < a(T(24,18,2;1,0,...,0;
1,0)) ~ 0,19738;

uly

wH ws

Figura 5.13: T(24,18,2;1,0, ...,0:1,0).

e pelo menos 8 vértices sao adjacentes a ug, um vértice é adjacente a wq e
a(T) <a(T(17,10,3;1,0,...,0;1,0,0)) ~ 0, 19548.

L iy

Figura 5.14: T7'(17,10, 3;1,0,...,0; 1,0, 0).

2) a; = by = 2. Entao, a(T) < a(T(8,1,1;2;2)) ~ 0, 18639.

L iy

Figura 5.15: T'(8,1,1;2;2).
3) ay =2eb =1. Como T ¢ U2, Ci, podemos assumir que by = 0.
3.1) Se ay = 2, as Unicas opgoes sao:

e b3 =0. Entao, a(T) < a(T(12,2,3;2,2;1,0,0)) ~ 0, 18639.
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Figura 5.16: T(12,2,3:2,2;1,0,0).

b3 nao existe. Entao, a(T') < a(7(13,4,2;2,2,0,0;1,0)) ~ 0,19756.

) tp

Figura 5.17: T'(13,4,2;2,2,0,0;1,0).

3.2) Se a; = 0, como T possui pelo menos mais 15 vértices, existem trés
opc¢oes:
e todos os vértices sdo adjacentes a ug e a(T) <

a(T(24,17,2;2,0,...,0;1,0)) ~ 0, 19334;

iy uly

(Tay ws

Figura 5.18: T(24,17,2;2,0, ...,0:1,0).

e apenas um vértice é adjacente a wg, os vértices restantes sao adja-
centes a ug e a(T) < a(T(24,16,3;2,0,...,0;1,0,0)) =~ 0, 17709;

iy uly

Figura 5.19: T/(24,16,3;2,0, ...,0;1,0,0).
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« pelo menos dois vértices sao adjacentes a wy e a(T) < a(T(11,
2,4;2,0;1,0,0,0)) ~ 0,19321.

“.”

H.-J

Figura 5.20: T'(11, 2,4;2,0;1,0,0,0).

3.3) Se as nao existe, todos os vértices restantes sao adjacentes a wy e a(T) <
a(T(10,1,4;2;1,0,0,0)) ~ 0, 19669,

Lty

L8]

Figura 5.21: T(10,1,4;2;1,0,0,0).

4) a; = 3. As opgoes sao:

e by=1lejaqueT ¢ U2, Ci, by € {0,1}. Entdo, a(T) < a(T(9,1,2;3;1,
0)) ~ 0, 18836.

Ly} tp

Figura 5.22: 7'(9,1,2;3;1,0).

« by € {2,3}. Entdo, a(T) < a(T(9,1,1;3:2)) ~ 0, 16492.
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Ly} tp

Figura 5.23: T'(9,1,1; 3;2).

5) a; > 4. Entao, a(T) < a(T(9,1,1;4;1)) =~ 0, 18760.

iy y

i wH

Figura 5.24: T7'(9,1,1;4;1).

Portanto, a(T) < 2 (1 — cos (%)) O

5 : 4 ! ! ! ! !
Para a demonstracdo do Lema considere as arvores 17, Ty, 15, T} e T

(Figura [5.25)).

L & & & ® [ L4 & & ®
! !
T T;
i tha g g tr,
L & & & ®
!
T3
i tho (s iy i i o (15 g i
L 4 ® L & ®
U o’
T4 T:

} ]

Figura 5.25: 17, Ty, Ty, Ty and T7.
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Lema 5.2.4. Se T é uma drvore de ordem n > 12, diam(T) =6 ¢ T ¢ U2, C;,

entdo a(T) < 2 (1 — Cos (%))

Demonstra¢io. Como diam(T) = 6, T possui P; como subéarvore, com os vértices

nao pendentes rotulados como na Figura [5.26

i o s thy thr,
L L] L] & ® & ®

Figura 5.26: F;

Como T ¢ U;2, C;, apenas os seguintes casos podem ocorrer:

1) d(uy) > 2 ou d(ug) > 2 (por simetria, uy ou us). Entao T vai ter T} ou T,
como subérvore. Como a(77) ~ 0,16672 e a(7T}) ~ 0,18639, o resultado segue
do Teorema [£.1.91

2) d(uy) = d(ug) = d(ug) = d(us) = 2 e d(uz) > 2. Novamente, como T ¢
19, Cy, T vai ter Ty ou T ou Tt como subdrvore. Como a(T3) =~ 0, 18309,

a(Ty) ~ 0,18216 e a(T%) ~ 0,15740, o resultado segue do Teorema |4.1.9,
Logo, obtemos o resultado desejado. ]

Visando obter a arvore com a maior conectividade algébrica em Cy, precisamos
comparar a conectividade algébrica de arvores nessa classe. Lembramos que uma
arvore 1" é chamada de arvore do Tipo 2 se nenhuma entrada do vetor Fiedler de
T é zero. KIRKLAND et al. [35] provaram que T' é uma arvore do Tipo 2 se, e

somente se, existe um tnico ramo de Perron em cada vértice.

Lema 5.2.5. Para j > 1, sejam T(1,j,k,p,q) e T(1,j — 1,k,p,q+4) drvores de
ordem n em Cy. Entao, a(T(1,j — 1,k,p,q+4)) > a(T(1,7,k,p,q)).

Demonstragio. Sejam T'(1, 5, k,p,q) e T(1,j—1,k, p, g+4) rotuladas como na Figura
Seja x um vetor de Fiedler normalisado de T'(1,5 — 1, k,p,q+4). Como existe
um unico ramo de Perron em cada vértice de T'(1,7 — 1, k,p, ¢ +4), a mesma é uma
arvore do Tipo 2. Entao x,, #0, 1 <i < n.
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-1 T(1,5—1.k,p,q+4) \ T(1,5,k,p,q)

Figura 5.27: T(1,j — 1,k,p,q +4) e T(1,5,k,p,q)

A partir das equagoes de autovetor e autovalor, sabemos que x,, (a(T(1,5 —
Lk pg+4)—1)=—%xy, 1 <i<qg+4e comoa(T(l,j—1,kpqg+4)) <1, segue

que Xy, = Xy, = ... = Xy, Entao,

y'L(T(1, 4, k,p,q))y < xTL(T (1,4, k,p,q))x

T(1,4,k = i
CL( (7]7 7p7Q>> yéé}}{l{o} yTy - XTX

yl1l
= XTL(T(17.]7 k7p7 Q))X,

implicando em

a(T(1,7,k,p.q)) —a(T(L,j — 1, k,p.g+4)) <
<x"L(T(1,j,k,p,q))x —x L(T(1,§ — 1,k,p,q + 4))x
= x"(L(T(1,5,k,p,q) — L(T(1,5 — 1, k,p,q + 4)))x
= (Xugpe = Xogin) " (Kugas = Xogp0)” + Koy = Xu,,)°
- (qu+2 - X’vo>2 - (qu+3 - Xvo)2 - (qu+4 - X’Uo)2

=0 = 3(Xp,s — Xu)* = =3a(T(L,j — Lk, p, g +4))x;, , <0.

Lema 5.2.6. Para k > 1, sejam T(1,j,k,p,q) e T(1,5,k — 1,p,q + 3) drvores de
ordem n em Cy. Entao, a(T(1,j,k —1,p,q+3)) > a(T(1,7,k,p,q)).

Demonstragio. Seja x um vetor de Fiedler normalizado de T'(1,7,k — 1,p,q + 3).
Como existe um unico ramo de Perron em cada vértice de T'(1,7,k — 1,p,q+ 3), a

mesma ¢ uma arvore do Tipo 2. Entao x,, # 0, 1 <i < n.
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Anélogo a demonstracao do Lema [5.2.5]

a(T(1, 4, k,p,q)) —a(T(1,4,k — 1,p,q +3))) <
<x"L(T(1, 4,k p,q))x —x"L(T(1,j,k — 1,p,q + 3))x
= —2a(T(1,5,k — 1,p,q + 3)))°x;, ., < 0.

Vq+3

Portanto, a(T(1,j,k — 1,p,q+3)) > a(T(1, ], k. p,q)). a

5.3 Resultados Principais

Usando os resultados da Segao [5.2) podemos provar as nossas principais contri-

buicoes.

Teorema 5.3.1. Seja T uma drvore de ordemn > 32 e T ¢ U;2, C;, entio a(T) <
2 (1 — cos (%))

Demonstrag¢io. Seja T uma arvore de ordemn > 32e T ¢ U%gl C;. Sediam(T) > 7,

pelo Teorema |4.2.2) a(T') < 2 (1 — oS (%)) Além disso, se 3 < diam(T') < 6, pelos

Lemas [5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 e 5.2.4 a(T) < 2 (1 — cos (Z)). O

7

Teorema 5.3.2. Seja T' é uma drvore de ordem n > 45, entao 2 (1 — CoS (%)) <

a(T) < 5_7\/5 se, e somente se, T € CqlJChg. Além disso, se T € Cg, entdio

a(T) =2 (1 - cos (Z)).

Demonstracdo. Seja T uma arvore de ordem n > 45 e 2 (1 — COS (%) < a(T) <

5_27‘/5. Pelo Teorema [5.3.1, T € U2, C; e segue dos Teoremas 4.3.1] e [4.3.3 que
T ¢ s, C;. Como consequéncia, T € CyJ Chp.
Por outro lado, seja T' uma arvore de ordem n > 45 e T € CylJCg. Pelos

Teoremas e.3.3, como T possui pelo menos 45 vértices e T ¢ Us_, C;, a(T) <

5’2@. Além disso, pelo Teorema [4.1.8, temos que a(T) > 2 (1 — oS (%)) e, se

T € Cy, a(T) = p(;/fi) =2 (1 — cos (%)) O

Uma cota inferior para a conectividade algébrica das drvores em J;2, C; pode

ser obtida, independente da sua ordem.

Corolério 5.3.3. Seja T € U2, C; uma drvore de ordem n. Entdo, a(T) >
2 (1 — cos (%))

Demonstragio. Seja T(i,j,k,p,q) € Ui, C;. Se n > 32, pelo Teorema |5.3.1, a(T) >

2 (1 — Ccos (%)) Além disso, se n < 32, T'(i, j, k,p,q+32—n) é uma arvore de ordem

32 e, pelo Teorema |5.3.1 a(T'(i, j, k,p,q + 32 —n)) > 2 (1 — cos (%)) Entao, pelo

Teorema [4.1.9, a(T(i, j, k,p,q)) = a(T(i,j, k,p,q + 32 — n)) > 2 (1 — cos (g)) O
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Entao, a partir dos Teoremas[4.1.8] [4.3.1], [.3.3] ¢[5.3.2] nés podemos concluir que

é possivel ordenar o conjunto das arvores com pelo menos 45 vértices e conectividade

algébrica maior que 2 (1 — cos (%)) em dez classes:

Corolario 5.3.4. Seja T; uma darvore de ordem n > 45 na classe C;, 1 <1 < 10.
Entao:

a(Tl) > CL(TQ) > G,(Tg) > G(T4) > CL(T5) > CL(TG) > a(T7) > G(Tg) > CL(Tg) > (I(Tlo).

E importante enfatizar que, embora o problema para ordenacio de classes fosse
tratado em [15] (Teorema[4.3.1]), esta ordenagdo nao era possivel a partir das quatro
classes Cf, 1 <1 < 4 (Observacdo [£.3.4). Dessa forma, o resultado acima estende o
numero de classes de ordenagao de seis para dez. Além disso, arvores com diametro
cinco e seis passam a ser incluidas nessa ordenacgao, dado que anteriormente apenas
arvores com diametro menor ou igual a quatro eram consideradas.

Como consequéncia do Teorema [£.3.1] Lema [4.3.2] ¢ Teorema segue que
entre essas dez classes de arvores, as unicas classes onde mais de um valor é atin-
gido pela conectividade algébrica sao Cs, C7 e Cy. Nas duas primeiras classes,
para n > 45, as arvores com maior conectividade algébrica sao, respectivamente,
7(0,0,1,0,n—4) e T(0,1,0,0,n —5) (veja Lema 4.8 de [15] e Teorema 3.2 de [16]).

Noés provamos que 7'(1,0,0,0,7 — 4)) tem a maior conectividade algébrica em Cy.

Corolario 5.3.5. Seja T uma drvore de ordem n > 45. Se T ¢ U, C;, entdo
a(T) <a(T(1,0,0,0,n—4)) e a igualdade ocorre se, e somente seT = T(l, 0,0,0,n—
4).

Demonstragio. Seja T uma arvore de ordem n > 45, T ¢ Ule C;.  Como
7(1,0,0,0,n —4) € Cy, se T € Cy, pelo Teorema [1.2.3] Lema e Lema [5.2.6]

a(T) < a(T(1,0,0,0,n — 4)). Se T ¢ U)_, C;, pelo Teorema- 5.3.1, Teorema |5.3.2) - e
Corolério[5.3.4 a(T) < 2 (1 - cos (7)) < a(T(1,0,0,0,n — 4)).

5.4 Arvores com conectividade algébrica maior
ou igual a 2 (1 — COS (}T))

O Teorema/5.3.1jimplica que toda arvore com pelo menos 32 vértices, que nao esta
em U2, C;, possui conectividade algébrica menor que 2 (1 — cos (7)) Para arvores
com menos de 32 vértices, que ndo estdo em U2, C;, é possivel fazer uma busca
computacional com o objetivo de investigar quais arvores possuem conectividade
algébrica maior que 2 (1 — cos (%)) Nés fizemos isso utilizando os softwares Nauty

and Traces [18], para gerar todas as arvores nao isomorfas com menos de 32 vértices
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e didmetro até seis (Teorema |4.2.2)), e SageMath [I9] para determinar quais delas

us

7)) Das arvores restantes,

possuem a conectividade algébrica maior que 2 (1 — co8 (
encontramos 346 &rvores que ndo estdo em U;2, C;.

Na Tabela [p.1 T'(4, 7, k,p,q) © T" denota a arvore obtida de T'(,j,k, p,q) adi-
cionando o ramo T’ ao vértice vy, ie., (T(i,j,k,p,q) ¢ T') — vy = iPs K3
U kK U Pk 1 U qK4q U T'. Os ramos Ty, T, Te, Tp e Ty sao exibidos na Figura
Além disso, Gmar € amin denotam a maior e menor conectividade algébrica na

classe, respectivamente. Esses valores sao alcancados nos limites de cada intervalo.

T
Ty Ts
(&) Uy
®--- *---
% Tp Te

Figura 5.28: Arvores enraizadas Ta, Tg, Tc,Tp e Tg.

Classe

Intervalo

amaz

Amin

B(p,4,3)

4<p<25

0.29843

0.19807

B(p,5,3)

5<p<12

0.25834

0.20035

B(p,6,3)

6<p<9

0.22799

0.19941

T(O7O7O7 17 n— 8) <>K174

9<n<29

0.26795

0.19883

7(0,0,0,2,n —10) o K1 4

10 <n <28

0.24415

0.19857

7(0,0,0,3,n —12) 0 K1 4

12 <n <27

0.22704

0.19832

14 <n <26

0.21653

0.19809

T 0,0,0,5,7’& - 16) OK114

16 <n<24

0.20939

0.19881

7(0,0,0,6,n —18) o K1 4

18 <n <23

0.20422

0.19856

(

(
T(0,0,0,4,n — 14) 0 Ky 4

(

(

(

T 0,0,0,7,7’2— 20)0K174

20<n <22

0.20030

0.19832

7(0,0,1,0,n —9) o K14

9<n<24

0.22013

0.19890

S

0,0,1,1,n —11) 0 K1 4

11 <n <23

0.21398

0.19866

S

0,0,1,2,11- 13 <>K174

13 <n <22

0.20871

0.19843

T(0,0,1,3,n — 15) 0 Ky 4

15<n <21

0.20434

0.19821

17<n <19

0.20075

0.19887

T 0707270777'_12 <>K1,4

12 <n <18

0.20442

0.19873

7(0,0,2,1,n—14) 0 K14

14<n<17

0.20113

0.19852

( )

( )

( )
T(0,0,1,4,n—17) o K14

( )

( )

( )

7(0,0,2,2,n —16) o K1 4

n =16

0.19832
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Classe Intervalo Amaz Amin
7(0,0,0,1,n—9)0 K;5 | 10 <n <18 | 0.25351 | 0.19931
T(0,0,0,2,n—11) o K15 | 11 <n < 17 | 0.22789 | 0.19841
7(0,0,0,3,n —13) o K15 | 13 <n <15 | 0.20871 | 0.20093
7(0,0,1,0,n —10) o K15 | 10 <n <13 | 0.20759 | 0.19935
7(0,0,1,1,n —12) 0 Ky 5 n=12 0.19869
T(0,0,0,1,n—10)0 K16 | 11 <n < 15 | 0.24291 | 0.20427
T(0,0,0,2,n —12) 0 K16 | 12<n < 14 | 0.21604 | 0.20220
7(0,0,1,0,n —11) o K1 n=11 0.19844
7(0,0,0,1,n —11) oKi7 | 12<n <15 | 0.23479 | 0.20119
7(0,0,0,2,n —13) 0 K;7 | 13<mn <14 | 0.20701 | 0.19897
7(0,0,0,1,n —12)0o Ky 8 | 13 <n <15 | 0.22387 | 0.20278
7(0,0,0,2,n —14) 0o K18 n=14 0.19989

7(0,0,0,1,1) 0 K1 5,5 14 <n <24 0.22315 | 0.19884
7(0,0,0,1,2) o K1 5,—¢ 15 <n <17 | 0.20871 | 0.19969
7(0,0,0,1,n—7)0Tx 8 <n <23 | 0.25088 | 0.19852
7(0,0,0,2,n —9)0Tx 9<n<22 | 0.23106 | 0.19823
T(0,0,0,3,n —11) o T4 | 11 <n <20 | 0.21673 | 0.19911
7(0,0,0,4,n —13)oT4 | 13<n <19 | 0.20812 | 0.19881
7(0,0,0,5,n —15)0T4 | 15 <n <18 | 0.20236 | 0.19851
7(0,0,0,6,n —17) 0 Tx n=17 0.19823

7(0,0,1,0,n —8) 0Ty 8<n <18 | 0.21368 | 0.19863
7(0,0,1,1,n —10)oT4 | 10<n <17 | 0.20759 | 0.19836
7(0,0,1,2,n —12)0T4 | 12<n <16 | 0.20272 | 0.19811
7(0,0,1,3,n—14) 0Ty n=14 0.19888

7(0,0,2,0,n —11)oT4 | 11 <n <12 | 0.19944 | 0.19847
7(0,0,0,1,n —8)oT¢ 10 <n <16 | 0.23303 | 0.19873
7(0,0,0,2,n —10)o T | 10 <n <14 | 0.22055 | 0.20133
7(0,0,0,3,n —12) 0T | 12<n <13 | 0.20390 | 0.20033
7(0,0,1,0,n —9) o T 9<n<11 | 0.20426 | 0.19893
7(0,0,0,1,n —8)oTp 11 <n <13 0.21176 | 0.19833
7(0,0,0,2,n —10)oTp | 10 <n <11 | 0.20871 | 0.20246
T(0,0,0,1,n—9)oTp | 12<n <14 | 0.21542 | 0.20081
7(0,0,0,2,n —11)oTp | 12 <n <13 | 0.20509 | 0.19923
7(0,0,0,1,n —10) o Tk n=14 0.19883

Tabela 5.1: Arvores com conectividade algébrica maior que 2 (1 — cos (%)) que nao
estdo em U2, C;
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Capitulo 6

Ordenacao de arvores pelo

a—indice

Neste capitulo, o nosso objetivo é estudar a ordenacao de arvores a partir dos
indices da matrizes A,, propostas por NIKIFOROV [4] em 2017. Chamaremos
esse autovalor de a-indice e buscaremos generalizar alguns resultados envolvendo
ordenacao de arvores pelos indices das matrizes de adjacéncia e laplaciana presentes
no Capitulo . Em particular, complementando os trabalhos de NIKIFOROV [4]
e GUO e ZHOU [2I] que encontraram as duas arvores com os maiores a-indices,

determinaremos as proximas quatro arvores que maximizam esse autovalor.

6.1 Matriz A,

Buscando generalizar as matrizes de adjacéncia e laplaciana sem sinal de um
grafo, NIKIFOROV [4] propds a combinagao linear convexa das matrizes A(G) e
Deg(G), como definido a seguir.

Definicao 6.1.1. A matriz A, de um grafo G € definida por
AL(G) = aDeg(G) — (1 — a)A(G), 0 <a < 1.

E claro que Ao(G) = A(G), A1(G) = Deg(G) e QA%(G) = Q(G). Além disso,
como para arvores Q(G) e L(G) sdo matrizes semelhantes, os resultados envolvendo
A,(G) também generalizam os que temos para L(G), no caso de G ser uma arvore.
Denotaremos os indices dessas matrizes por p,(G).

Apesar de recente, essa matriz recebeu muita atengao nos tltimos anos e desta-

camos os trabalhos [20), 211, [42H47], que serdo especialmente tteis nesse capitulo.
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6.2 Alguns resultados importantes

A seguir, apresentamos resultados envolvendo ordenagao de arvores para a fami-

lia de matrizes A, e que serdao utilizados nas préximas segoes.

Proposicao 6.2.1 ([4]). Seja G um grafo conexo de ordem n e sejam u e v vértices

equivalentes em G. Se (X1, ...,X;,) € um autovetor de p,(G), entio X, = X,.

Na sequéncia, apresentaremos uma cota simples que relaciona o grau maximo
de um grafo com os indices das matrizes de adjacéncia e A,. Em particular, como
p(A(G)) > §(G), podemos concluir que p,(G) > 1 sempre que G for um grafo

conexo com pelo menos uma aresta, o que sera utilizado em resultados futuros.

Proposicao 6.2.2 ([20]). Se G é um grafo com grau mdzimo A e o € [0, 1], entdo

p(A(G)) < pa(G) < A.

Se po(G) = A, entio ou a =1 ou G € regular.

Os préoximos teoremas generalizam resultados cldssicos da literatura para A(G)
e Q(G), presentes no Capitulo 3]

Teorema 6.2.3 ([43]). Seja o € [0,1) e seja G um grafo de ordem n. Sejam
u,v € V(G) e S C V(G), tais que u,v ¢ S e para todo w € S, uw € E(G)
e vw ¢ FE(G). Seja H o grafo obtido deletando as arestas uw e adicionando as
arestas vw, para todo w € S. Se S € ndo vazio e existe um autovetor positivo

X = (X1, ..., Xpn) de po(G) tal que x, > x,, entdo

pa(H) > pa(G).

Teorema 6.2.4 ([21]). Seja G um grafo conexo e e = uwv uma aresta de corte de
G. Suponha que G — e consista em duas componentes nao triviais G e Gy com
u € Gy ev € Gy. Seja G' o grafo obtido de G identificando u de Gy com v de Gs
e adicionando uma aresta pendente a esse vértice comum. Entao p,(G) < pa(G'),

para 0 < o < 1.

Teorema 6.2.5 ([21]). Seja G um grafo conexo ndo trivial e u € V(G). Para
intetrosk >1>1e0<a<l,

pa(Gulk, 1)) > pa(Gulk + 1,1 — 1)),

NIKIFOROV et al. [20] provaram que a estrela .S, maximiza o a-indice entre

todas as arvores de ordem n.
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Teorema 6.2.6 ([20]). Se T' é uma drvore de ordem n e « € [0, 1], entdo

an + \/a2n2 +4(n—1)(1 - 2a)

p(A(T)) < ; .

A igualdade ocorre se, e somente se, T' € a estrela S,,.

GUO e ZHOU [21] provaram que entre todas as arvores de ordem n e didmetro d,
T,.a (ver Figura [2.3) maximiza o a-indice. Apesar de ser um resultado presente na
literatura, a demonstracao foi incluida por apresentar uma técnica que sera utilizada

para a demonstragao de outros fatos.

Teorema 6.2.7 ([21]). Seja T € F,4. Para 0 < a < 1, po(T) < po(Tha), com

igualdade ocorrendo se, somente se, T =T, 4.

Demonstracao. Sejam T a arvore com a-indice maximo entre todas as arvores com
n vértices e didmetro d, x = (x1, ..., X,,) 0 vetor de Perron de A,(T) e P = v1...0441
um caminho diametral de 7. Para todo u € V(T), seja dr(u, P) = min{dy(u,v;) :
i=1,..,d+ 1}. Suponha que exista wv € E(T') \ E(P) ndo pendente. Assuma que
dr(u, P) < drp(v, P).

Seja w o vértice de P com dr(u, P) = dr(u,w). Seja T =T — {vz : vz €
E(T), z# u}+{wz:vz € E(T), 2z # u},se Xy > X, T =T —{wz : wz €
E(T)\{e}} +{vz : wz € E(T) \ {e}}, caso contrario, onde e é a aresta incidente
em w no caminho conectando w e v. T" tem n vértices e diametro d. Pelo Teorema
[6.2.3, pa(T") > pa(T), 0 que é uma contradigdo. Logo, toda aresta fora de P ¢ uma
aresta pendente a algum vértice de P, exceto vy e vgy1.

Suponha agora que existam u e v em P com grau maior que dois. Podemos
assumir que x, > x,. Seja 1" =T —{vz : vz € E(T)\ E(P)} + {uz : vz €
E(T)\ E(P)}. Novamente, pelo Teorema [6.2.3] temos que po(T") > po(T), uma
contradicao. Segue que existe no maximo um vértice em P com grau maior que 2.

Portanto, T' é obtida a partir de P ligando n — d — 1 arestas pendentes a um
vértice diferente de v, e vy 1. Pelo Teorema , temos que T' =T, 4. O

Como consequéncia dos Teoremas e [6.2.7, podemos provar que a arvore
T4, n > 4ed > 3, maximiza o a-indice entre todas as arvores com n vértices e

didmetro maior ou igual a d.
Lema 6.2.8. Para n fizado, d >4 e 0 < a <1, po(Thi-1) > pa(Tha)-

Demonstragao. Seja T a drvore obtida de T}, 4 identificando os vértices v 4| € v 4} 4
2 2

e adicionando um vértice pendente ao vértice Vyd. E claro que T" = T, 41. Pelo
2

Teorema [6.2.4], temos
pa(T/> = pa(Tn,d—l) > pa(Tn,d>‘
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[]

Corolario 6.2.9. Para n fizado, d >3 e 0 < a < 1, pa(Tha) > pa(T), para todo
Te Ty ed >d

Demonstrag¢io. Utilizando o Lema recursivamente, temos que po(Th.q) >
pa(Tya+). Além disso, o Teorema nos diz que po(Tha+) > pa(T), para todo
T € T+ Logo, pa(Tha) > pa(T), para todo T € ., g+ O

Analogamente ao problema de determinar a arvore com n vértices e didmetro
fixado que maximiza o a-indice, podemos considerar a questao de encontrar a arvore
que maximiza esse autovalor em .7,(), o conjunto das arvores de n vértices e grau
maximo fixado A.

Estudos similares foram conduzidos para as matrizes de adjacéncia e laplaciana.
Nesse sentido, os resultados que apresentamos abaixo podem ser vistos em parte
como generalizacoes para os Teoremas [3.1.17], [3.2.12] e [3.2.13]

Teorema 6.2.10. Paran >4, 0 <a<len—1>A>[3], sejaTl € TA),
Entao, po(T) < pa(V(A —1,n — A —1,3)) com igualdade ocorrendo se, e somente
se, T=V(A—-1,n—A-1,3).

Demonstragao. Seja T uma arvore com a-indice maximo entre todas as arvores com
n vértices e grau maximo A e w € V(7T') tal que d(w) = A.

Vamos supor que d(T) > 5 e seja P = 1vg...v4 um caminho diametral de 7.
Como diam(P) > 5, existe v;v;41 aresta ndo pendente em P tal que v; # w e
viy1 # w. Seja T" a arvore obtida de T identificando v; e v;41 e adicionando uma
aresta pendente ao vértice v;. Pelo Teorema [6.2.4] po(T") > po(T"). Como T é uma
arvore e d(w) = A > [4], é claro que o grau maximo de 7" ainda é A, o que é uma
contradigao. Logo, diam(T') < 4.

Vamos supor agora que diam(T) = 4 e seja P = vov1v9v3v4. Dois casos podem

ocorrer:

1. w & P. Seja T'" a arvore obtida de T identificando v; e vy e adicionando
uma aresta pendente ao vértice vy. Pelo Teorema [6.2.4) po(T") > pa(T).

Novamente, é claro que o grau maximo de 77 é A, o que é uma contradicao.

2. w € Pew = v ouw = v3. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
w = wv3. Seja T' a arvore obtida de T identificando v; e vy e adicionando
uma aresta pendente ao vértice vy. Pelo Teorema [6.2.4) po(T") > pa(T).

Novamente, é claro que o grau maximo de T é A, o que é uma contradicao.

3. w € Pew= v, Seja x o vetor de Perron de A,(T) e, sem perda de generali-
dade, suponhamos que x,, > x,,. Entao, 7" = T — v3vs + v1v4 ainda tem grau

maximo A e, pelo Teorema Pa(T") > pa(T), 0 que é uma contradicao.
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Logo, diam(T) = 3. Como V(A —1,n—A —1,3) é a tnica arvore com didmetro
3em .7 temos que V(A —1,n — A — 1, 3) possui o a-indice méximo entre todas

as arvores com n vértices e grau maximo A. O]

Ainda considerando arvores com n vértices e grau maximo fixado, o préximo

resultado determina aquela que minimiza o a-indice.

Teorema 6.2.11. Paran > 4 ¢ 0 < o < 1, seja T € T, Entdo, po(T) >
pa(V(A—1,1,n — A+ 1)) com igualdade ocorrendo se, e somente se, T = V(A —
LlLn—A+1).

Demonstragdo. Seja T uma arvore com a-indice minimo entre todas as arvores com
n vértices e grau maximo A. Sejam w € V(T') tal que d(w) = A e P = vy...v3, um
caminho de comprimento maximo em T tal que w € P.

Suponha que exista v; € P, v; # w, tal que d(v;) > 2. Vamos provar que,
para todo vértice v € V(T') \ P adjacente a v;, d(v) > 2. Se d(v) = 1, seja T" =
T — vvip1 + vvipg. Pelo Teorema [6.2.4) po(T") < po(T'), 0 que é uma contradigao.
Logo, todo vértice em P diferente de w tem grau menor ou igual a dois ou é adjacente
a um vértice v € V(T') \ P com d(v) > 2.

Para todo u € V(T), seja dr(u, P) = min{dr(u,v;) : ¢ = 0,...,k}. Suponha,
agora, que exista uma aresta ujus € E(T)\ E(P) que nao incide em P. Assuma que
dr(uy, P) < dr(ug, P). Seja v; o vértice de P com dp(uy, P) = dr(uy,v;). Podemos
supor, sem perda de generalidade, que para 0 < i < j, d(v;) = 2. Seja P’ um
caminho contendo u; e us e que possui v; e uma folha f como extremos. Denotamos
por ¢ o comprimento de P’ e, como P é o maior caminho de T" que contém w, é

claro que j > ¢. Dois casos podem ocorrer:

1. para todo vértice u € P’ \ {v;, f}, d(u) = 2. Nesse caso, como j > ¢, T

pode ser escrita como T;j (7,q) (ver F igura e, pelo Teoremam pa(T) =
pa(Té]- (]7 Q>) > pa(Tqﬁj (] + 1a q— 1))a

2. existe um vértice u € P, d(u) > 3. Se existem dois ramos distintos de u que
sao caminhos de tamanhoa—1eb—1,com a > b > 1, entdao T pode ser escrita
como T} (a,b) e, pelo Teorema|6.2.5 po(T') = pa(T)(a,b)) > pa(T.(a+1,b—1)).
Caso contrario, existe um vértice ' em um ramo de u que nao contém v;, que
possui dois ramos distintos que sdo caminhos e o argumento segue de forma

analoga.

Logo, como T possui a-indice minimo, toda aresta em T incide em P, que é,
portanto, um caminho diametral de T'. Por fim, se w # v, e w # v,_1, pelo Teorema
6.2.5| T =T — vovy + vpvg ou T” =T — vVE_1 + Vo possui a-indice menor que T,
o que é uma contradigao.

Portanto, T =2 V(A —1,1,n — A+ 1). ]

51



Além disso, podemos provar que a arvore V(A —1,1,n — A+ 1), n > 4, possui
o a-indice maior que toda arvore V(A* —1,1,n — A* + 1), A* < A.

Lema 6.2.12. Paran firado e 0 < a <1, po(V(A=1,1,n—A+1)) > po(V(A —
2,1,n — A +2)).

Demonstragio. Seja P = vy...v,_a+o um caminho diametral de V(A—2,1,n—A+2),
com d(v;) = A. Seja T" a arvore obtida de V(A — 2,1,n — A + 2) identificando
os vértices v e vy e adicionando uma aresta pendente ao vértice v;. E claro que
T"=V(A—-1,1,n— A+ 1). Pelo Teorema [6.2.4] temos

pa(T) = pa(VIA=1,1,n—A+1)) > po(V(A—=2,1,n— A +2)).

]

Para um grafo G qualquer, com a-indice p,(G), sabemos que p,(G) é a maior
raiz da equagao p,(G;x) = 0, entdo p,(G; ) > 0 para todo = > p,(G). Logo, temos

imediatamente o seguinte resultado:

Lema 6.2.13. Sejam Gy e Gy dois grafos. Se po(Gi;x) < po(Ge;z) para todo
T > pa(Gh), entao pa(Gr) > pa(Ga).

O Teorema[6.2.7e o Lema [6.2.8] apesar de tratarem do problema de maximizar o
a-indice para arvores com n vértices e diametro d fixado, ou ordena-las a partir deste
parametro, acabam por também indicar uma alternativa para tratar o problema
geral, isto é, de ordenar arvores quando apenas o nimero de vértices é um parametro
fixado. Na proxima segao, estudaremos estes problemas em .7, 5 e .7, 4, 0s conjuntos
de arvores com n vértices e diametro, respectivamente, trés e quatro. No primeiro
caso, uma ordenacao completa é obtida, enquanto no segundo determinamos as duas

arvores com os maiores indices para a matriz A,.

6.3 Arvores de diAmetro 3

Como apresentado no Capitulo [2] toda drvore de didmetro 3 pode ser denotada
por V(k,[,3), uma dupla vassoura de didmetro 3 ou, simplesmente, dupla estrela.

No Corolério [6.3.2] é exibida uma ordenacao para todas as arvores nessa familia, a

k { } l
(13 (i

Figura 6.1: Arvore V(k,1,3).

partir do a-indice.
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Lema 6.3.1. Seja V(k,1,3) uma dupla estrela com n > 6 vértices, k > 1 > 2 e
kE+1+2=mn. Para0<a <1, po(V(k,1,3)) > pa(V(k—1,141,3)).

Demonstragio. Seja X = (Xy;, Xy, , -+, Xy, ) 0 vetor de Perron de A, (V' (k,1,3)). Pelas

equacgoes de autovetor e autovalor, temos que:

PaXy, = ad(v;)x,, + (1 — ) > X,,, 1 <j<n.
vv; €E(V (K,L,3))

Sejam u e v vértices de V' (k,1,3) tais que d(u) = k+ 1 e d(v) =1+ 1. Pela
Proposigao [6.2.1] sabemos que todas as folhas adjacentes a u possuem a mesma
entrada em x, que denotaremos por X;. Analogamente, todas as folhas adjacentes

a v possuem a mesma entrada em X, que denotaremos por x;. Logo,

PaXy = a(k + 1)x, + (1 — a)(kxy + x,),
(po — bk +1))x, = (1 — o) (kxi + x,). (6.1)

Analogamente, temos:
paxy = a(l+ 1)x, + (1 — a)(Ix; + xy,).

(po —a(l+1))x, = (1 — a)(Ix; + xy). (6.2)

Além disso, aplicando equacoes de autovetor e autovalor nas folhas, obtemos:
PaXr = axp + (1 — ) (xy)

(o — a)xi = (1 — @) (%)
(1 —a)x,

X = . 6.3
(o — ) 03
Da mesma forma, temos:
1 - v
g = LT WX (6.4)
(pa - Oé)

Substituindo as equagoes (6.3]) e (6.4]) em (6.1)) e (6.2)), respectivamente, temos:

(o=l 1, = (1= ) (L2 ),

(pa - a)
(po — a(k+1))x, = k((lpa__a)a;(“ + (1 = a)xy;
k(1 — a)?

(pa—oz(k:—i—l)—
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(pa_O‘)(pa_O‘(k+1>>_k(l_&)Q _ —a)x
( (ba = ) )X“ Sl o
Analogamente:
(pa—a)(pa—a(l—l—1>>—l(l—()é)Q _ — o)X
( (pa =) )X“ ek .

Como x, >0,%x, >0, 1—a>0ep, —a>0,¢éclaro que (p, — a)(pa — a(l +

1)) —I(1 — a)? > 0. A partir das equagoes por

Xu((pa = )(pa —a(k+1)) k(1 —a)*) %y
Xy((pa = @)(pa —a(l+1)) =I(1=a)?) Xy

(pa - Oz)(pa - a(k: + 1)) - k<1 - 05)2 _ X712;
(Pa — @)(pa — a(l+1)) = I(1 — a)? P

Como k > [, segue que

X, < X,.
Portanto, pelo Teorema [6.2.3] segue que po (V' (k,1,3)) > po(V(k—1,1+1,3)). O

Como consequéncia do Lema [6.3.1 podemos enunciar o Corolério [6.3.2], que

ordena todas arvores em 7, 3, n > 4, pelo a-indice.

Corolario 6.3.2. Para 0 < o < 1, as drvores em J, 3, n > 4, podem ser ordenadas

pelo indice da matriz A, da sequinte forma:

eV —3.1,3) > pa(V(n —4,2.3) > . > pa (v ([“ - ﬂ | VL . 2J 3)) |

Uma outra consequéncia do Lema [6.3.1| é que, para n e A fixados, n —1 > A >
51, V(A —=1,n — A —1,3) maximiza o a-indice entre todas as drvores com grau
méximo A*, sempre que A > A* > [7].

Corolério 6.3.3. Para n fivado, n —1>A>[5] e0 < a <1, po(V(A—-1,n—
A—1,3) > pa(V(A—=2,n—A,3).

Demonstra¢io. Como A—1 > A —2, pelo Lema|6.3.1] po(V(A—=1,n—A—-1,3)) >
pa<v(A_27n_A73)) [

Corolario 6.3.4. Para n fitado,n —1>A>[3] e0 < a <1, po(V(A—-1,n—

A —1,3)) > pa(T), para todo T € T2 e A > A* > [2].

Demonstragdo. Utilizando o Corolario recursivamente, temos que p,(V (A —
ILn—A—=1,3) > po(V(A* = 1,n — A* — 1,3)). Além disso, o Teorema
nos diz que po(V(A* — 1,n — A* — 1,3)) > po(T), para todo T € ZA"). Logo,
pa(V(A—=1,n—A—1,3)) > po(T), para todo T € F (A", O
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Visando utilizar o Teorema [6.2.13] determinaremos o polindmio caracteristico da

matriz A, para as arvores de didmetro 3.
Teorema 6.3.5. Seja V(k,[,3) uma drvore de diametro 3 com n > 4 vértices. Se
kEk>1>1e0<a<1, entdo

pa(V(k,1,3),2) = (v — )" *hi(z),

onde hy(z) = 2* + (—an — 2a)x3 + (—a?1* + &®ln — 2021 + 2a*n + o? + 2an — 2o —
n+1)a? + (—an + 4a21? — 4a2in + 8l — 4a*n — 2l + 2aln + 4a® — 4al + 2an —
20)x 4200 — 4021 +4a2ln — 20 — 802l — a’n+4al? — 4aln+o® +8al — 1* +1n—2I.

Demonstra¢io. Com uma rotulacdo conveniente, A,(V(k,[,3)) = A, pode ser es-

crita como:

alk+1) (1 —a)Jix 11—« 01

AL (V(k1,3)) = (1 —a)Jpx1 aly, Okx1 Ok
11—« 01 all+1)  (1—a)Jiq

0rx1 0rxk (1 —a)dpa al

Fazendo kK =n — [ — 2, a matriz quociente R de A, sera:

an—I1-1) n—-1-2)1—-a) 11—« 0
R 1—a o) 0 0 7
l1—« 0 all+1) I(1—-a)
0 0 -« «

cujo polindmio caracteristico é hq(z) e, pelo Teorema todas as suas raizes
sao raizes do polinémio caracteristico de A, (V(k,l,3)).

Falta provar que o é um autovalor de A, com multiplicidade exatamente n — 4.
Como a multiplicidade de « é igual a nulidade da matriz A, — al, isto é, a diferenca

entre n e o posto da matriz A, — al, vamos calcular esse posto.

ko (1 —a)Jyxk -« 014

A —al= (1—a)Jkx Ok Opx1 (U
11—« 01 la (1—a)Jix

0751 07 (1—a)dix 07

Podemos observar que A, — ol possui k linhas iguais, correspondentes as folhas
adjacentes ao vértice u e [ linhas iguais, correspondentes as folhas adjacentes ao

vértice v. Portanto, o posto dessa matriz é no méximon —(k—1)—(I—1) =4 ea
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nulidade ¢ no minimo n — 4.
Portanto, basta verificar que a ndo é raiz do polinémio h(x). Aplicando no

polinémio, temos que
hi(a) = —l(a—1)*(I+2—n) #0,
jAquek>1>1,k+1l+2=ne0<a<1. Assim,a multiplicidade de o como
autovalor de A,(V(k,l,3)) é exatamente n — 4. Entdo,

pa(V(k,1,3),2) = (x — )" *hi(x).

]

Utilizando a ordenacgao para arvores de didmetro 3, apresentaremos uma nova
demonstracao para o resultado abaixo, que encontra a arvore com o segundo maior

a-indice entre todas as arvores de ordem n e foi provado por GUO e ZHOU [21].

Teorema 6.3.6 ([21]). Seja T uma drvore com n > 4 vértices. Suponha que T'% S,,.
Entio para 0 < a < 1, pa(T) < pa(V(n —3,1,3)), com igualdade ocorrendo se, e
somente se, T = V(n—3,1,3).

Demonstragio. Quando n = 4, é claro que T = V(n — 3,1,3). Portanto, vamos

assumir que n > 5 e estudar os casos a partir do didmetro:
o Se diam(T) = 3, pelo Corolério [6.3.2] temos que po(V(n —3,1,3)) > pa(T).

o Se diam(T') > 4, pelo Teorema e pelo Lema temos que po(V(n —
3,1,3)) = pa(Thn3) > pa(T).

Entao,
pa(T> S pa(v(n - 3a ]-7 3))7

com igualdade ocorrendo se, e somente se, T' = V(n — 3,1, 3). O

6.4 Arvores de didAmetro 4

Conforme apresentado no Capitulo 2, arvores de didmetro 4 podem ser denotadas
por T'(n,b; hy, ..., hy) (ver Figura [2.1).

A partir do Teorema m, sabemos que T, 4 maximiza o indice da matriz A, em
Ina. O nosso objetivo é provar que a arvore V(n —4,1,4) é a préxima arvore com
maior a—indice nessa classe. Primeiro, precisamos de algumas informagoes sobre as

entradas do vetor de Perron de arvores de didmetro quatro.
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Lema 6.4.1. Seja T'(n,b;hy,....;hy) € Tpa. Se0<a <1 ex= Xy, Xuys -, Xu,,) €
o vetor de Perron de Ao(T(n,b;hy, ..., hy)), entdo x,, > X,,,,, 1 <i <b.

Demonstragao. Pela Proposicao [6.2.1, sabemos que todas as folhas adjacentes ao
vértice h;, 1 <4 < b, possuem a mesma entrada em X, que denotaremos por xy,.

Para 1 < i < b, temos que:
PaXf, = QX + (1 - a)xuw (67)

paXy, = a(h; +1)x,, + (1 — a)hixy, + (1 — a)xy,. (6.8)
De (6.7)), temos
(pa - a)xfi = (1 - a)XUi
(1 _ a)xui

e (pa — @) .

3

De (6.8)), temos

(poz - a(hl + 1))XU~L - hixfi(l - a) = (1 - O‘)XUW

hlxul(l — Oé)z

(pa - Oé(hz + 1))Xui - (pa _ Oé) = (1 - a)xuov
(pa —a(hi +1))(pa =) =hi(1 —a)*\ _ |
Xu; ( (pa — Oé) > - (1 ) ug *

Como X,y >0, %y, >0, 1 —a>0e p, —a >0, éclaro que (p, —a(h; +1))(pa —
a) — hi(1 —a)? > 0. Entao, para 1 <i < b, temos

N ((pa —a(hi +1))(pa — @) — hi(1 — 04)2> _
Ui (pa — @)

— ., ((/)a — afhisi +1))(pa — ) = higa (1 — a)2> |

Xuiq1 a (poa - Oz(hl +1

Xy, (pa— a(hiys +1))(pa — @) = hipa (1 — a)?
N( '

Como h; > h;iq, 1 <1 < b, segue que
Xuy; 2 Xujy -
O

Conforme observado anteriormente, o Lema [6.2.13] nos permite comparar o a-
indice de diferentes arvores a partir do seu polinéomio caracteristico. Na sequéncia,

determinaremos o polindémio caracteristico de A,(V(n —4,1,4)). Assim, podemos
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utilizar o Lema |6.2.13| para comparar o a-indice desta arvore e de V(n —5,3,3). A
partir dessa comparacgao, iremos utilizar o Lema e o Teorema |0.2.3| para provar

que a arvore V(n —4,1,4) apresenta o segundo maior a-indice em .7}, 4.
Lema 6.4.2. Seja V(n —4,1,4) uma drvore de diagmetro 4 com n > 8 vértices. Se
0<a<l, entao

Pa(V(n—4,1,4),2) = (x — )" °hy(x),

onde hy(z) = 2° — (an + 3a)z* — (=5a’n + 4a* — 2an + 2a +n — 1)a® — (6a®n —
1003 + 14a”n — 34a? — Tan + 17a)x? — (—a’n — 18a3n + 5002 + a?n + 3a® + 8an —
28a — 2n + T)x — 2a'n + 2a* — 11a3n + 43a® + 12a°n — 4402 — 3an + 11a.

Demonstra¢io. Com uma rotulagio conveniente, A,(V(n —4,1,4)) = A, pode ser

escrita como:

2x 11—« 0 11—« 01x(n—2)
1—a 2c 1—« 0 le(n,4)
Ay, = 0 11—« 0 01x(n—1)
-« 0 0 (n —3)a (1 —a)Jixm-a)
L 0(n—4)><1 0(n—4)><1 0(n—4)><1 (1 - Oé)J(n—4)x1 al,_4 ]
A matriz quociente R de A, sera:
[ 20 1-a 0 l1-a 0 ]
l—-a 2 1—« 0 0
R= 0 l—-a « 0 0
l—a 0 0 (n—3)a (I1—-a)(n—4)
I 0 0 0 11—« « |

cujo polindmio caracteristico é hy(z) e, pelo Teorema todas as suas raizes
sao raizes do polinémio caracteristico de A,.
Falta provar que o é um autovalor de A, com multiplicidade exatamente n — 5.

Como a multiplicidade de « € igual a nulidade da matriz A, — al, isto é, a diferenca

entre n e o posto da matriz A, — al, vamos calcular esse posto.

« 1l—a 0 l1—a 01 (n—2a)
1—«o « 1—a 0 01x(n—2a)
Ay — ol = 0 11—« 0 0 015 (n—1)
1 -« 0 0 (n —4)a (1 —a)Jix(m-u
| Op—nx1 Opnyx1 Op—ayx1 (L= a)Jmgx1 Om—g)x(n-a)
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Podemos observar que A, — ol possui n — 4 linhas iguais, correspondentes as
folhas adjacentes ao vértice v;. Portanto, o posto dessa matriz ¢ no maximo n —
(n —5) =5 e a nulidade é no minimo n — 5.

Logo, basta verificar que « néo é raiz do polinémio hs(x). Aplicando no polind-

mio, temos que

ho(a) = —a(—14a)*(n —4) #0.
Comon >8e 0 < a <1, temos que a multiplicidade de o como autovalor de
A,(V(n—4,1,4)) é exatamente n — 5. Entao,

pa(V(n—4,1,4),2) = (x — )" °hy(x).

O
Lema 6.4.3. Paran > 8 fizado e 0 < a < 1, po(V(n—4,1,4)) > pa(V(n—5,3,3)).

Demonstragdo. A partir dos Lemas e[6.4.2] temos os polindmios caracteristicos
de V(n—15,3,3) e V(n—4,1,4).

Vamos provar que, para & > po(V(n —4,1,4)), po(V(n —4,1,4),2) < po(V(n —
5,3,3),z). Note que

Pa(V(n—4,1,4),2) —pa(V(n—5,3,3),7) = —(v—0a)" *(ax—2a+1)*(x(n—8)+4a).
Assim, como x > 1 e n > 8, entao
pa(v(n - 47 174)7 I’) _pa(v<n - 57 3) 3)71') < 07

Pa(V(n—4,1,4),2) < po(V(n —5,3,3),z).
Logo, pelo Lema [6.2.13] po(V(n —4,1,4)) > p(V(n — 5,3, 3)). O

Teorema 6.4.4. Seja T' € Ty \ {Tns,V(n —4,1,4)}, n > 8. Para 0 < o < 1,
Pa(T) < pa(V(n—5,3,3)).

Demonstragio. Como T' € T4 \ {14, V(n —4,1,4)}, A(T) <n—4.

Se A(T) = n—4, pelo Teorema [6.2.10] po(T") < pa(V(n—5,3,3)). Vamos supor
que A(T) <n—5e comoT € T4, T =T(n,b;hy,....h). Paral <i<bel<
j < hy, denotaremos por u;, as folhas adjacentes ao vértice u; em T'(n, b; hy, ..., hy),

quando existirem. Trés casos podem ocorrer:

1. hy > 3. Como T 2 V(n—4,1,4), ou hy =1 e hg > 0 ou hy > 2. Seja 1" a
arvore obtida de T identificando de forma sequencial cada vértice u;, 2 < < b,

ao vértice uy e adicionando uma aresta pendente a uy para cada uma dessas
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operacoes. E claro que 7" é uma dupla estrela com pelo menos 3 folhas de
cada lado e, pelos Corolarios e(6.2.4) po(T) < pa(T") < pa(V(n—5,3,3)).

2. hy = 2. Por definigao, sabemos que hy > 1. Seja 17" = T(n,b; hy,...,hy) —
Ugla, + Uy, €, novamente, seja 7" a arvore obtida de 7" identificando de
forma sequencial cada vértice u;, 2 < i < b, ao vértice uy e adicionando uma
aresta pendente a ug para cada uma dessas operacoes. B claro que 7” é uma

dupla estrela com pelo menos 3 folhas de cada lado e, pelo Lema [6.4.1| e pelos

Coroldrios €[6.2.4 pa(T) < pa(T") < pa(T") < pa(V(n = 5,3,3)).

3. hy = 1. Por definicao, sabemos que hy =1 e, como T" 2 T}, 4, hs = 1. Sejam
T = T(n,b;hy, ..., hy) — ugug, + ugug,, T" = T" — ugus, + ujug, e, mais uma
vez, seja T" a arvore obtida de T" identificando de forma sequencial cada
vértice u;, 4 < i < b, ao vértice ug e adicionando uma aresta pendente a uy
para cada uma dessas operagoes. E claro que 7" é uma dupla estrela com
pelo menos 3 folhas de cada lado e, pelo Lema [6.4.1| e pelos Corolarios e

B24 pa(T) < palT") < pa(T") < pal”) < palV(n —5.3.3)).
L]

Coroléario 6.4.5. Seja T' € T4 \ {Tha}, n > 8. Para 0 < a < 1, po(T) <
pa(V(n—4,1,4)), com igualdade ocorrendo se, e somente se, T'=V(n —4,1,4).

Demonstrag¢io. Pelo Lema [6.4.3] temos que po(V(n —4,1,4)) > po(V(n —5,3,3)).
Além disso, pelo Teorema W, para T € T4 \ {Th4,V(n —4,1,4)}, seque que
palV(n— 5.3,3)) > pa(T). a

6.5 Ordenacao em .7,

Ja sabemos, pelos Teoremas e que as duas primeiras arvores que
maximizam o a-indice sao S, e V(n — 3,1,3). Na sequéncia, provaremos que as
proximas quatro arvores que maximizam o a-indice sao as arvores V(n — 4,2, 3),

Tos, Vin—4,1,4) e V(n —5,3,3).
Lema 6.5.1. Paran > 8 fizado e 0 < oo < 1, po(V(n —4,2,3)) > pa(Th4)-

Demonstragio. Pelo Teoremal6.2.10, sabemos que V' (n—4, 2, 3) é a arvore que possui
a-indice maximo entre todas as arvores com n vértices e grau maximo n — 3. Como
A(T,4) =n — 3, temos que po(V(n —4,2,3)) > pa(Tha). O

Teorema 6.5.2. Seja T € T,\{5,,V(n—3,1,3)},n>8. Para0 < a <1, p,(T) <
pa(V(n —4,2,3)), com igualdade ocorrendo se, e somente se, T'=V(n —4,2,3).
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Demonstragio. Vamos estudar os casos a partir do didmetro das arvores:
o Se diam(T) = 3, pelo Corolario [6.3.2} temos que po(V(n —4,2,3)) > po(T).

o Se diam(T) > 4, pelo Lema e pelos Corolario [6.3.4] temos que p,(V(n —
4a 27 3)) > pa(TnA) Z pa<T)

Entao po(T) < pa(V(n —4,2,3)), com igualdade ocorrendo se, e somente se,
T2 V(n-—4,23). O

Teorema 6.5.3. Seja T € I, \ {S,,V(n—3,1,3),V(n —4,2,3)}, n > 8. Para
0<a<l, puT) < pa(Tha), com igualdade ocorrendo se, e somente se, T =T, 4.

Demonstragcio. Vamos estudar os casos a partir do didmetro das arvores:

e Se diam(T') = 3, pelo Lema e pelos Corolarios e temos que
IOOz<Tn,4) > Poz(v(n - 47 17 4)) > pa(v(n - 57 37 3)) > IOQ(T)

e Se diam(T) > 4 pelo Corolério [6.3.4] temos que po(Th.4) > pa(T).
Entao po(T) < pa(Th.4) com igualdade ocorrendo se, e somente se, T' = T, 4. [

Teorema 6.5.4. Seja T € T,\{5,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3),T,4}, n > 8. Para
0<a<l, puT) < pa(V(n—4,1,4)), com igualdade ocorrendo se, e somente se,
T2V(n—4,1,4).

Demonstragcao. Vamos estudar os casos a partir do didmetro das arvores:

» Se diam(T) = 3, pelo Lema e pelo Corolério 6.3.2, temos que p,(V(n —
4,1,4)) > pa(V(n—5,3,3)) > pa(T).

o Se diam(T) = 4, pelo Corolério [6.4.5 temos que po(V(n —4,1,4)) > po(T).

» Se diam(T) > 5, pelo Teorema [6.2.10 pelo Lema e pelo Corolario 6.3.4]
temos que pa(V(n—4,1,4)) > pa(V(n—5,3,3)) > pa(Ths) = pa(T).

Entao po(T) < po(V(n —4,1,4), com igualdade ocorrendo se, e somente se,
T2 V(n—4,1,4). 0

Teorema 6.5.5. Seja T € T, \{S,,V(n—3,1,3),V(n—4,2,3), T4, V(n—4,1,4)},
n>8. Para 0 < a <1, po(T) < pa(V(n—5,3,3)), com igualdade ocorrendo se, e
somente se, T = V(n —5,3,3).

Demonstragio. Vamos estudar os casos a partir do didmetro das arvores:

e Se diam(T') = 3, pelo Corolario [6.3.2, temos que po(V(n—3,1,3)) > po(V(n—
4,2,3)) > pa(V(n—5,3,3)) > pa(T).
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o Se diam(T) = 4, pelos Teorema [6.4.4] temos que po(V(n —5,3,3)) > pa(T).
» Se diam(T') > 5, pelo Teorema [6.2.10} temos que po(V(n—5,3,3)) > pa(Ths)-

Entao po(T) < pa(V(n —5,3,3)), com igualdade ocorrendo se, e somente se,
T2V(n—5,3,3). 0

Como consequéncia dos Teoremas [6.5.2] [6.5.3] [6.5.4] e [6.5.5] segue o nosso prin-

cipal resultado.

Teorema 6.5.6. Quandon > 8 e < «a < 1, na ordenagdo das drvores em 7, pelo
indice da matriz A, as drvores V(n —4,2,3), T,,4, V(n —4,1,4) e V(n —5,3,3)

ocupam da terceira até a sexta posicoes.
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Capitulo 7
Consideracoes finais

Neste trabalho fizemos uma revisao de resultados ja presentes na literatura a
respeito da ordenacao de arvores. Além disso, conseguimos obter resultados iné-
ditos, que foram publicadas em BELAY et al. [I7], envolvendo a ordenacao de
arvores a partir da conectividade algébrica, introduzindo quatro novas classes e
caracterizando todas as arvores que possuem conectividade algébrica maior ou igual
a2 (1 — cos (%))

A partir dos trabalhos de YUAN et al. [I5] e WANG e TAN [I6], destacamos

a relacao das conectividades algébricas das arvores nas classes C3, Cg e Cg com 08

trés maiores pontos limites para a conectividade algébrica de arvores: 3_2‘/5, 2—3
e 5_7;/5 Este fato nos motivou a determinar quais arvores possuem a conectividade
algébrica maior ou igual ao quarto maior ponto limite, 2 (1 — cos (%)) e, para isso,
propusemos quatro novas classes, C;, 7 < ¢ < 10, mostrando que se 7' é uma arvore
com n > 32 vértices, entao a(7T) > 2 (1 — COS (%)) se, e somente se, T € U}2, C;.
Mais ainda, para n > 45, nés provamos que as classes C;, 7 < i < 10, podem
ser ordenadas pela conectividade algébrica e, junto com o Teorema [£.3.1] podemos
afirmar que a(7;) > a(7}) sempre que T; € C;, T; € Cj e 1 < i < j < 10. Por fim,
apresentamos a arvore com a maior conectividade algébrica em Cy. Continuando

esse trabalho, temos como proposta:

1. Investigar o quinto maior ponto limite para a conectividade algébrica e de-
terminar quais arvores possuem conectividade algébrica maior ou igual a esse

valor.

Também consideramos a matriz A,, para 0 < a < 1, proposta por NIKIFOROV
[4], ampliando o estudo de ordenagao a partir do indice dessa matriz, o a-indice.
Provamos que as arvores V(n —4,2), 1,4, V(n —4,1,4) e V(n — 5,3) ocupam da
terceira até a sexta posicoes na ordenacao de arvores com n vértices pelo a-indice,
coincidindo com as ordenagoes ja conhecidas para as matrizes de adjacéncia e lapla-

ciana (Tabela|3.1)). Também estudamos o problema de ordenagao por este autovalor,
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quando o diametro e o grau maximo sao fixados. Em particular, determinamos, para
n>4en—1>A>[%], quea drvore V(A —1,n — A —1,3) maximiza o a-indice
em 7 e, para n > 4, que a arvore V(A — 1,1,n — A + 1) minimiza o a-indice
em .7®). Ainda determinamos que a arvore que maximiza o a-indice em Trn.d POS-
sui o autovalor maior que qualquer arvore com diametro maior ou igual a d, o que
nos auxiliou nas demonstragdes envolvendo ordenagao. Como continuidade desse

trabalho, propomos a seguinte conjectura:

Conjectura 7.0.1. Quando n > 15 ¢ 0 < a < 1, na ordenacao das drvores
em 9, pelo indice da matriz A, as drvores T(n,n — 4;2,1,0,...,0), T'(n,n —
4;1,1,1,0,...,0), T'(n,3;n—5,1,0), T,,5, V(n—>5,2,4), V(n—5,1,5) e V(4,n—6, 3)

ocupam da sétima até a décima terceira posicoes.

Observe que, para a = 0 e a = %, a conjectura ¢é verdadeira independente do
nimero de vértices (Tabela . Além disso, testes computacionais confirmaram
a conjectura para arvores com n vértices, 15 < n < 20, e a = 0.3, a = 0.6 e
a = 0.9. Por fim, buscando generalizar os Teoremas[3.1.17],[3.2.12]e[3.2.13], queremos

determinar o e £ minimos que nos permitam comparar o a-indice a partir de seus

graus maximos, isto é:

2. Seja T™ uma arvore em 7(&), A =2,3,...n—1en > 4. Entdo p,(T" ) >
pa(TU2) > > po(TW).
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