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Nesta tese, abordamos o produto funcional de grafos, suas propriedades e
aplicagoes. Estudamos a associatividade e mostramos que, no conjunto dos grafos,
a relacao “ter a mesma sequéncia de graus” é uma relacao de equivaléncia e o
produto funcional é associativo nas classes de equivaléncia. No tocante a invariante
conexidade, apresentamos condigoes em que o produto funcional de grafos bipartidos
gera um grafo desconexo e generalizamos esse resultado para grafos k-partidos. Além
disso, melhoramos o resultado apresentado por Lozano et al. [33], que garante
a conexidade do grafo produto funcional, quando os grafos fatores sao conexos.
Em trabalho conjunto com Lozano e Siqueira, mostramos que o produto funcional
de grafos permite construir grafos harmonicos, a partir de qualquer grafo regular.
Inicialmente, provamos que para todo grafo regular GG e seu complemento G’ existem
aplicagoes de ligacao tais que o grafo produto funcional é harmonico. Em seguida,
mostramos que dado um grafo regular G e seu complemento G’, se A(G’) é par,
entdo para qualquer grafo H tal que A(G’) = A(H), existem aplicagdes de ligagao
tais que o grafo produto funcional é harmonico. Por fim, provamos que para n e

k € N, se (k + 1)|n, existe um grafo conexo harménico k-regular com n vértices.
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In this thesis, we approach the functional product of graphs, their properties,
and applications. We study associativity, and show that, in the set of graphs, the
relation “to have the same sequence of degrees” is an equivalence relation and the
functional product is associative in the equivalence classes. With regard to the
invariant connectivity, we present conditions in which the functional product of
bipartite graphs generates a disconnected graph, and we generalize this result to
k-partite graphs. Therefore, we improved the result reported by Lozano et al.
[33], which ensures the connectivity of the functional product graph, when the
factor graphs are connected. Together with Lozano and Siqueira, we show that the
functional product of graphs allows to construct harmonic graphs from any regular
graph. Initially, we prove that for every regular graph G and its complement G,
there are linking applications such that the functional product graph is harmonic.
After that, we show that given a regular graph G and its complement G, if A(G’) is
even, then for any graph H such that A(G") = A(H), there are linking applications
such that the functional product graph is harmonic. Finally, we prove that for n and

k € N, if (k4 1)|n, there is a harmonic connected k-regular graph with n vertices.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacoes e Objetivos do Trabalho

Diversos campos da Matematica empregam, de alguma forma, a nocao de
produto, conceito que permite a combinagao ou a decomposicao de suas estruturas
elementares. Na teoria de grafos existem varios tipos de produtos, e entre eles
destacamos o produto cartesiano, o produto forte, o produto direto e o produto
lexigrafico, cada um com sua propria interpretacao tedrica. Além do mais, os grafos
produtos possuem intimeras aplicacoes em diversas areas, como Matematica, Ciéncia

da Computagao, Quimica e Biologia [24].

O produto cartesiano de grafos foi definido, pela primeira vez, por
SABIDUSSI [38] e VIZING [43] na década de 1960 e, desde entao, muitos trabalhos
foram realizados sobre os mais variados tépicos. Para IMRICH et al. [24], o produto
cartesiano apresenta propriedades algébricas e estruturais singulares. SABIDUSSI
[38] e VIZING [43], de forma independente, mostraram que o produto cartesiano
é comutativo, associativo e tem a unidade, que consiste em um tnico vértice sem
arestas (grafo trivial). Provaram ainda que em relacao ao produto cartesiano, todo
grafo conexo finito possui uma decomposicao em fatores primos que é tnica a nao

ser pela permutagao dos fatores [38; 43].



Posteriormente, varios estudos foram realizados sobre como o produto
cartesiano se comporta em relagdo aos principais invariantes de grafos [2, |5, 8, 12,
24,1217, 136, 137, 42, 49]. As nogoes de coloracao total e de nimero cromético total
foram introduzidas, independentemente, por BEHZAD [4] e VIZING [45, 46] por
volta de 1965. A coloracao total consiste em associar cores aos vértices e as arestas
de um grafo, de maneira que nenhum par de elementos incidentes ou adjacentes
tenha associada a mesma cor. O numero minimo de cores necessarias para uma
coloracao total é o nimero cromdtico total de G. Neste mesmo ano, BEHZAD [4]
e VIZING [45, 46] conjecturaram que dado um grafo simples G e A(G) seu grau
maéximo, entdo A(G) + 2 cores sao suficientes para conseguir uma coloragao total do
grafo. Até os dias de hoje, essa conjectura nao foi comprovada nem refutada para

grafos em geral.

A coloracao total do produto cartesiano de grafos foi investigada por diferentes
autores [26,134,139,140,51,152]. KEMNITZ e MARANGIO [26] pesquisaram o nimero
cromdtico total do produto cartesiano de grafos completos (K,,[0K,), de ciclos
(C,0C,), de grafos completos e grafos bipartidos (K,,[JH, no qual H é um grafo
bipartido), e de ciclos e grafos bipartidos (C,,,JH). Em [39,40], foram determinados
o numero total cromdtico do produto cartesiano para alguns casos especificos, de
dois caminhos (P,,0P,), de um caminho e um ciclo (FP,,00C,), de um caminho e
uma estrela (P,,00W, no qual W é um grafo estrela) e de um ciclo e uma estrela
(C,OW). Alguns resultados parciais sobre a coloragao total do produto cartesiano
entre vérios caminhos e diversos ciclos sao encontrados em [51]. Em [52], ZMAZEK e
ZEROVNIK generalizaram o resultado encontrado em [34], determinando um limite

superior para o numero cromdtico total de um grafo.

Recentemente, LOZANO et al. [32] apresentaram algumas relagoes entre
coloracgao total equilibrada e coloracao com folga em familias de grafos regulares.
O conceito de coloragao total equilibrada foi introduzido em [17], enquanto o de

coloragao com folga foi apresentado, pela primeira vez, por LOZANO et al. em [30)].

Em 2011, FRIEDMANN et al. [16] mostraram que se um grafo G(V, E') possui

uma coloracao de vértices com folga de ordem A com k cores, entao essa coloragao



pode ser estendida para uma coloracao total de G com no maximo k + 1 cores.
Posteriormente, LOZANO, SIQUEIRA e JURKIEWICZ [41] provaram que se um
grafo regular admite uma coloracao com folga de ordem A com A + 1 cores, entao
a coloracao de vértices pode ser completada para uma coloracao total equilibrada
com no maximo A+ 2 cores. Esse resultado serviu de motivacao para que os autores
investigassem a possibilidade de se construir familias de grafos com as caracteristicas

mencionadas.

Nessa tese, o assunto central abordado foi o produto funcional de grafos, uma
generalizacao do produto cartesiano de grafos. O conceito de produto funcional
foi introduzido, em 2011, por LOZANO, SIQUEIRA e JURKIEWICZ [41] para
auxiliar na construcao de uma familia de grafos regulares, que podem ser coloridos
com folga A com A + 1 cores, denominados grafos harmonicos. Em seguida, os
autores provaram que esta familia pode ser estendida infinitamente preservando a

regularidade e a coloragao com folga A com A + 1 cores [33].

O produto funcional, assim como outras operagoes em grafos, gera um novo
grafo a partir de seus fatores. Por conseguinte, pode ser utilizado como ferramenta
para construcao de novas estruturas. Sob essa perspectiva, surgem, imediatamente,

dois questionamentos sobre o novo produto:

1. Quais as propriedades algébricas do produto funcional de grafos?

2. Como o produto funcional de grafos se comporta em relagao aos principais
invariantes de grafos, isto é, qual a relacao entre um determinado invariante

no grafo produto com esse mesmo invariante nos grafos fatores?

Quanto ao primeiro questionamento, LOZANO et al. [33] mostraram que o
produto funcional é comutativo e possui a unidade (elemento neutro), que consiste
em um unico vértice sem arestas (grafo trivial). Quanto ao segundo, LOZANO et al.
[33] provaram que o grau maximo do grafo produto é a soma dos graus méximos dos
grafos fatores e apresentaram uma condi¢ao que garante a conexidade do produto
funcional, quando os grafos fatores sao conexos. Nesse sentido, o produto funcional

de grafos, além de ser uma generalizagao do produto cartesiano, possui algumas



propriedades em comum, como a comutatividade, existéncia da unidade (elemento
neutro) e o fato de que o grau méximo do grafo produto é a soma dos graus maximos

dos grafos fatores.

Conduzidos pelos questionamentos acima, investigamos a associatividade
do produto funcional de grafos e o seu comportamento em relagao a invariante
conexidade. Em geral, o produto funcional nao é associativo, por conseguinte
estudamos a associatividade nas classes de equivaléncia. Mostramos que,
considerando o conjunto dos grafos, a relagao “ter a mesma sequéncia de graus”
é uma relacao de equivaléncia e o produto funcional é associativo nas classes de

equivaléncia.

Em relagao a invariante conexidade, o produto funcional de grafos conexos
nao é necessariamente conexo, pois é possivel obter um grafo desconexo a partir do
produto funcional entre dois grafos conexos. Nesse sentido, apresentamos condig¢oes
em que o produto funcional de grafos bipartidos gera um grafo desconexo e, em
seguida, generalizamos esse resultado para grafos k-partidos. Mostramos que é
possivel obter grafos conexos como resultado do produto funcional, mesmo quando
um dos grafos fatores é desconexo. Ademais, melhoramos o resultado apresentado
em [33], que garante a conexidade do grafo produto funcional, quando os grafos

fatores sao conexos.

Por outro lado, o produto funcional mostra-se bastante 1til na construgao dos
grafos harmonicos e vem apresentando resultados significativos no estudo de suas
aplicacoes com destaque para os problemas de coloragao total equilibrada [32, 133].
Em [33], LOZANO et al. utilizam o conceito do produto funcional de grafos e de
grafos k-suporte, um tipo de grafo regular que tem como objetivo principal servir
como gerador dos grafos harmonicos, para auxiliar na construcao da familia dos
grafos harmonicos. Em [32], LOZANO et al. provaram que o produto cartesiano
de um ciclo por seu complemento é um grafo harmonico e mostraram que os grafos
harmonicos, além de satisfazerem a conjectura de Vizing-Behzad, satisfazem uma
conjectura mais restritiva, a conjectura de Wang [47], que diz que todo grafo possui

uma coloracao total e equilibrada com no méaximo A + 2 cores.



Em trabalho conjunto com Lozano e Siqueira, mostramos que o produto
funcional de grafos permite construir grafos harmonicos a partir de qualquer grafo
regular. Primeiramente, provamos que para todo grafo regular GG e seu complemento
G', existem aplicagoes de ligacao tais que o grafo produto funcional é harmonico. Em
seguida, mostramos que dado um grafo regular G' e seu complemento G, se A(G’)
é par, entdo para qualquer grafo H tal que A(G’) = A(H), existem aplicagbes de
ligacao tais que o grafo produto funcional é harmonico. Vale destacar que esses
resultados generalizam os apresentados em [33], pois os grafos k-suporte sdo um

tipo de grafo regular.

Por fim, mostramos que o produto funcional de grafos nao é a unica forma de
gerar grafos harmonicos. Provamos que paran e k € N, se (k+1)|n, existe um grafo
conexo harmoénico k-regular com n vértices. Esse resultado mostra que existe uma
relacao entre a regularidade e o niimero de vértices do grafo que garante a existéncia

de grafos harmonicos.

1.2 Organizacao do Trabalho

Esta tese estd organizada em cinco capitulos. O capitulo 2 contém defini¢oes
basicas e terminologias da teoria de grafos essenciais para o entendimento do texto,
bem como alguns resultados disponiveis na literatura que estao relacionados ao tema

desta tese. Os resultados tedricos sao apresentados nos capitulos 3 e 4.

No Capitulo 3, apresentamos resultados relacionados as propriedades do
produto funcional de grafos. Investigamos a associatividade e a invariante
conexidade, mostramos que nas classes de equivaléncia o produto funcional é
associativo, apresentamos condig¢oes em que o produto funcional de grafos bipartidos
gera um grafo desconexo, estendemos esse resultado para grafos k-partidos e
melhoramos o resultado apresentado em [33], que garante a conexidade do grafo

produto funcional quando os grafos fatores sao conexos,

O Capitulo 4 aborda a construcao dos grafos harmonicos. Nele, provamos



alguns resultados que permitem gerar uma familia de grafos regulares, que podem
ser coloridos com folga A com A + 1 cores, a partir de qualquer grafo regular.
Os resultados desse capitulo nasceram da interagao com os professores Dr. Abel
Rodolfo Lozano Garcia e o Dr. Angelo Santos Siqueira, pesquisadores da Escola
de Ciéncias e Matematica da UNIGRANRIO. O foco do nosso trabalho é investigar
as propriedades e as aplicacoes do produto funcional de grafos. Os capitulos 3 e 4

exibem os resultados formalizados até o momento.

No Capitulo 5, apresentamos as conclusoes seguidas de algumas sugestoes

para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Definicoes Basicas da Teoria de

Grafos

2.1 Introducao

Este capitulo, que foi dividido em quatro se¢oes, tem como objetivo descrever
conceitos basicos da teoria de grafos, bem como apresentar de forma preliminar
alguns resultados importantes para melhor compreensao desse trabalho. Na se¢ao
2.2] apresentamos defini¢coes e terminologias essenciais para o desenvolvimento
desta tese, baseadas em referéncias cldssicas da teoria [0, 11, 135]. Na secao 23]
apresentamos as defini¢coes de coloragao de vértices, arestas, coloracao total, total
equilibrada e a ideia mais recente de coloracao com folga. Esses conceitos, assim
como propriedades e resultados referentes a essas coloracoes, podem ser encontrados
com detalhes em [29, 130, [50]. Ainda nesta segdo, mostramos alguns resultados
referentes a coloracao com folga de ordem A, que garantem uma extensao natural
para coloracao total (grafo qualquer) e total equilibrada (grafos regulares) |16, 41].
Na secao 2.4l discutimos os principais resultados relacionados ao produto cartesiano

de grafos, que também podem ser encontrados em [3, 24-26, 36-38, 142, 143].



2.2 Definicoes Basicas

Um grafo G é um tripla ordenada (V(G), E(G), V) formada por um conjunto
V(G) de wértices, um conjunto E(G) de arestas e uma funcdo de incidéncia
Vs (funcdo que associa um par nao ordenado de vértices a cada aresta de G).
Deste ponto em diante, a funcao ¥ sera omitida e o grafo GG sera denotado por
G(V(G), E(GQ)) ou G(V, E) ou simplesmente por GG, quando nao houver necessidade

de destacar o conjunto de vértices ou arestas.

Dados u e v vértices quaisquer de G(V, E) se existir a aresta e = uwv,
escrevemos uv ou {u,v}. Se {u,v} € E(G), entao dizemos que u e v sdo adjacentes
ou que u ¢ vizinho de v. Duas arestas sao adjacentes se elas possuem um vértice
em comum. A ordem de um grafo é dada pelo seu niimero de vértices e é denotada
por n(G). O tamanho de um grafo G corresponde ao seu nimero de arestas. Uma
aresta com ambas as extremidades incidentes a um mesmo vértice é chamada de
lago. Duas arestas associadas ao mesmo par de vértices sao ditas paralelas. Um
grafo é simples quando a funcao de incidéncia ¥4 é injetiva e associa a cada aresta
de G um par nao ordenado de vértices distintos de G, isto é, nao possui arestas
paralelas nem lacos. Um grafo G é finito, se seus conjuntos de vértices e arestas sao

ambos finitos. Neste trabalho, consideramos apenas grafos simples e finitos.

Para cada vértice v, o nimero de arestas incidentes em v é dito grau do
vértice e é representado por d(v). Um vértice de grau um é chamado folha. O
conjunto de vizinhos de um vértice v de G é denotado por Ng(v) ou simplesmente
N(v). O ntmero §(G) = min{dg(v) : v € V} é o grau minimo de G e o ntimero
A(G) = maz{dg(v) : v € V} é o seu grau méaximo. A sequéncia de graus de G é
uma sequéncia nao crescente (dy, ds, - - -, d,) formada pelos valores que representam
os graus de cada vértice. Se todos os vértices de um grafo G tem o mesmo grau
k, entao G é k-reqular ou simplesmente regular. Se um grafo G com n vértices é
(n-1)-regular, entao ele é denominado grafo completo de ordem n e denotado por

K,.

Dados dois grafos G(V, E) e H(V', E'), dizemos que H é um subgrafo de G,



se V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Um subgrafo completo de G(V, E) é chamado de
cligue. Um subgrafo H(V', E') de G(V, E) é dito subgrafo induzido de G, se uv € £
implicar em wv € E’. Um subgrafo H(V', E') de G(V, E) é dito subgrafo gerador de
G se, e somente se, V(G) = V(H). Um subgrafo gerador k-regular de G é chamado
k-fator. Dizemos que um grafo G é k-fatorizavel se ele pode ser decomposto em

grafos k-fator.

O complemento de um grafo G é o grafo denotado por G’, obtido pela
substituicao de todas as arestas de G por todas as arestas possiveis que nao estao
em G, ou seja, ¢ o grafo definido por V(G') = V(G) e E(G') = {{u,v} | u,v €
V(G),u#veuw ¢ E(G)}.

Um caminho em um grafo G é uma sequéncia finita e nao nula S = vgejvies
... e,V cujos os termos sao alternativamente vértices e arestas, tais que os extremos
de e; sao v;_1 e v; com ¢ = 1...k, e nenhum elemento de S se repete. Neste caso,
dizemos que o caminho S liga ou conecta vy e vg. Se uma sequéncia satisfaz as
condicoes acima e, além disso, vy = v, entao a sequéncia é denominada ciclo. O
numero de vértices de um caminho ou ciclo é o seu tamanho. O caminho de tamanho

k é denotado por P;. O ciclo de tamanho k é denotado por C.

A distancia distg(x,y) em G de dois vértices z,y é o tamanho do menor
caminho entre x e y em G se tal caminho nao existe, fazemos distg(x,y) = co. Um
grafo G(V, F) é dito conero se para todo par de vértices x,y € V, existe um caminho
que liga x e y. Caso contrario, dizemos que G é desconexo. Se para cada par de
vértices x,y € V, existem pelo menos k caminhos disjuntos ligando x com y, entao
G(V, E) é dito k-conexo. Uma componente conexa de um grafo é o subgrafo induzido
por qualquer subconjunto do seu conjunto de vértices. A maior distancia entre todos
os pares de vértices de um grafo G(V, E) é denominado digmetro e denotado por
Diam(G). O tamanho do menor ciclo em um grafo G' é chamado cintura de G. Um
grafo sem ciclo tem cintura infinita. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. Um
grafo centopeia é uma arvore, cuja remocao de todos os vértices folha resulta em um

grafo caminho.

Um emparelhamento de um grafo G(V, E') é um subconjunto de arestas M C



E, tal que nenhum vértice v € V' seja incidente a mais de uma aresta de M. Um
vértice v € V se diz M-saturado se alguma aresta de M é incidente a v, caso
contrario v é dito M-insaturado. Um emparelhamento que satura todos os vértices
de G é chamado de emparelhamento perfeito. Um subconjunto S C V em um grafo
G(V, E) é dito independente se, para todo par de vértices u,v C S tem-se {u,v} ¢ E
ou, equivalentemente, SN N(S) = (). Um conjunto S de G(V, E) é mazximal se todo
vértice u em V(G)\ S tem um vizinho em S. Um conjunto independente S é mdzimo
se G nao tem conjunto independente W tal que a cardinalidade de |W| > |S]. O
tamanho do maior conjunto independente é chamado niumero de independéncia e

denotado por a(G).

Um grafo G(V, E') é chamado k-partido se V(G) admite uma particao em k
subconjuntos independentes disjuntos, V(G) = PLUP,U. ..U Py, para algum inteiro
k < |V]. Um grafo 2-partido é chamado de bipartido. Um grafo k-partido, tal que
N(v) = V'\ P; para cada vértice v € P; com 1 < ¢ < k, é chamado k-partido completo.
Um grafo bipartido completo com partigoes m e n serd aqui denotado por K,,,. Um
grafo bipartido completo do tipo K ,, ou seja, uma arvore com um né interno e n

folhas é chamado de estrela.

Uma cobertura de um grafo G(V, E') é um subconjunto de vértices K C V tal
que cada aresta de GG é incidente em pelo menos um vértice de K. Uma cobertura K
¢ uma cobertura minima, se G nao possui cobertura C' com |C| < |K|. O ntimero de
vértices de uma cobertura minima de G(V, E') é dito nimero de cobertura e denotado
por B(G). Vale destacar que se M é um emparelhamento de um grafo G e K é uma
cobertura de GG, entao pelo menos uma extremidade de cada aresta de M pertence
a K. Uma vez que todas as extremidades das arestas de M sao distintas, tem-se
|M| < |K|. Além disso, se a igualdade for observada, entao M ¢ um emparelhamento

maximo e K uma cobertura minima.

Um subconjunto D de vértices de um grafo G(V, E) é dominante, se Ng(D)U
D = V(G). O numero de domindncia de G(V,E) é a cardinalidade do menor
conjunto dominante e é denotado por v(G). Observe que se o menor conjunto

dominante de G for independente, entao ele também é um conjunto independente
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maximal de cardinalidade minima.

A conectividade k(G) de um grafo G(V, E) é o menor nimero de vértices
cuja remogao o torna desconexo ou o reduz a um unico vértice. Grafos completos
possuem por definigao k(G) = n — 1. A conectividade de arestas x'(G) de um grafo
conexo G(V, E) é o nimero minimo de arestas, cuja remogao resulta em um grafo

desconexo.

Dizemos que dois grafos G(V, E) e H(V', E’) sao isomorfos e escrevemos
G = H se hd uma bijecao ¢ : V — V' com xy € F <= ¢(x)¢(y) € E’' para quaisquer
x,y € V. Este mapeamento é chamado isomorfismo. Uma propriedade preservada
por isomorfismo de grafos é chamada de invariante do grafo. O automorfismo de

um grafo G(V, F) é um isomorfismo de G sobre ele mesmo.

2.3 Coloracao em Grafos

A colorag¢ao é um problema tradicional em teoria dos grafos. Dado um grafo
G(V, E), uma colora¢do de vértices é uma aplicagdo do conjunto de vértices V' em
um conjunto de cores C' = {c1,¢9,¢3,...,¢,} com k € N, tal que dois vértices
adjacentes possuem sempre cores distintas. Uma coloracao de vértices com k cores
¢ chamada de k-coloracao de vértices. O menor nimero de cores para o qual G
admite uma coloracao de vértices é chamado de nimero cromdtico e denotado por
X(G) ou simplesmente x se nao existir ambiguidade. Uma coloragdo de arestas de
um grafo G(V, E) é uma aplicagdo do conjunto de arestas £ em um conjunto de
cores C' = {c1,¢9,¢3,...,¢:} com k € N tal que nenhum par de arestas adjacentes
tem associada a mesma cor. Uma coloracao de arestas com k cores é chamada de k-
coloracao de arestas. Define-se o menor niimero de cores para o qual G admite uma
coloragao de arestas por indice cromdtico x'(G) ou simplesmente x’ se nao existir

ambiguidade.

Independentemente, VIZING [43] e GUPTA [20] provaram que para qualquer
grafo simples G, x'(G) < A(G) + 1. Quando X' = A(G), G é chamado de classe
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1, caso contrédrio classe 2. Em 1981, HOLYER [23] provou que determinar se um
grafo simples é classe 1 ou classe 2 é um problema de complexidade computacional

NP-completo [18].

Dado um grafo G(V, E), uma colora¢ao total de G é uma aplicagao do
conjunto V' U E em um conjunto de cores C' = {¢y,¢o,c3,...,¢,} com k € N, tal
que nenhum par de elementos incidentes ou adjacentes tem associada a mesma cor.
Uma coloragao com k cores é chamada de k-coloracdo total. O menor ntimero de
cores que permite construir uma coloracao total de G é chamado numero cromdtico
total e denotado por x”(G) ou simplesmente y” se ndo existir ambiguidade. As
nogoes de coloragao total e de numero cromatico total x”(G) de um grafo foram
introduzidas por BEHZAD [4] e VIZING [45, 46] em trabalhos independentes por
volta de 1965. Neste mesmo ano, eles conjecturaram que x”(G) < A + 2. Até hoje,
essa conjectura nao foi comprovada para grafos em geral. Entretanto, a resposta

positiva foi verificada para vérias classes de grafos [9, 10, [15, [21].

Uma coloragao total de G(V, E') com as cores de C' = {¢y,¢o,¢3,..., ¢}, kK €N
é equilibrada se, para todo par de cores ¢; e ¢;, tal que i # j, tem-se |a(c;) —a(c;)| <
1 comi,j=1,...k e a(c;) e a(c;) representam, respectivamente, os ntimeros de
aparigoes das cores ¢; e ¢; na coloracao. O menor nimero de cores que permite
construir uma coloracao total equilibrada de G é chamado numero cromdtico total

equilibrado e denotado por x”(G) ou simplesmente x” se ndo existir ambiguidade.

Em 2009, LOZANO et al. [30] introduziram o conceito de coloragdo de
vértices com folga de ordem k, no qual k é um inteiro positivo. Seja um grafo
G(V,E) e um conjunto de cores C' = {c1,¢2,¢3,...,¢,} com p € N, seja ainda
|c(N(v))] a cardinalidade do conjunto de cores da vizinhanca de v, uma aplicagao
f V. — C éuma coloragcao de vértices com folga de ordem k de G se para todo

veV:

e se d(v) <k, entao |¢(N(v))| = d(v);

e se d(v) >k, entdo |c(N(v))| > k.
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Dizemos que G(V, E) é t-colorivel com folga de ordem k se |c(V)| =t < |C].
O menor valor de ¢ para o qual existe uma coloracao com folga de ordem £ é chamado

numero cromdtico com folga de ordem k de G e é denotado por X?(G).

Observe que na coloracao de vértices com folga de ordem k, os vértices com
grau menor que a folga exigida devem ter todos os vizinhos coloridos com cores
distintas; ja os de grau igual ou maior do que k devem utilizar pelo menos k cores
na coloracao de sua vizinhanca. Para k = 1, temos a coloracao usual de vértices e

A(G) é a cota superior para ordem da folga.

A figura2Z.Jlapresenta exemplos de coloragoes com folga de ordem 1 e X}(G )=

X(G) = 2, com folga de ordem 2 e x7(G) = 3, com folga de ordem 3 e x}(G) =4 e

coloragao com folga de ordem 6 e x$(G) = 7.

Coloracao com folga 1

Coloragao com folga 2

Coloracao com folga 3

Coloragao com folga 6=A(G)

Figura 2.1: Coloragao com folga de ordem 1, 2, 3 e 6 = A(G), respectivamente.

Uma coloragao 2-distante de um grafo G(V, E') é uma colora¢ao ¢ : V — C

tal que os vértices com distancia 1 ou 2 tém cores distintas [7].

Na sequeéncia,

apresentamos alguns resultados relacionados a coloracao de vértices com folga de

ordem k.



No Teorema 21l LOZANO et al. [30] mostraram que as coloragoes com folga
A e 2-distante sao equivalentes, ou seja, provaram que a coloracao 2-distante é um

caso particular da coloracao com folga.

Teorema 2.1. [30] Seja o grafo G(V, E), uma coloragao ¢ : V- — C é uma coloragao

com folga de ordem A se, e somente se, é uma coloracdo 2-distante.

No Teorema [2.2) FRIEDMANN et al. |16] provaram que se um grafo G(V, E)
possui uma coloracao de vértices com folga de ordem A com k cores, entao essa
coloracao pode ser estendida para uma coloracao total de G com no maximo k + 1

cores.

Teorema 2.2. [16] Sejam G(V, E) um grafo com grau mdximo A ec:V — C =
{1,2,3,...,k} uma coloragao com folga A de G, entdo existe uma coloragao total

de G com no mdzrimo k + 1 cores.

Os autores denominaram a coloragao total obtida, pela técnica utilizada na
demonstracao do Teorema 2.2 de extensdo natural da colora¢do com folga de ordem
A. A partir deste resultado, LOZANO, SIQUEIRA e JURKIEWICZ [41] mostraram
que se um grafo regular G' pode ser colorido com folga A com A + 1 cores, sua

extensao natural é uma coloracao total e equilibrada.

Teorema 2.3. [41] Sejam G(V, E) um grafo reqular ec:V — C ={1,2,3,..., A+
1} uma colorag¢io com folga A dos vértices de G, entdo existe uma coloragao total

equilibrada de G com no mdximo A + 2 cores.

O Teorema 23 serviu de motivacdo para que LOZANO et al. [33],
posteriormente, conseguissem mostrar que é possivel gerar uma subfamilia de grafos
regulares, que podem ser coloridos de forma total e equilibrada com no maximo
A + 2 cores. Para auxiliar nesta construcao, os autores introduziram o conceito de
produto funcional de grafos, que é o assunto principal deste trabalho e sera discutido
no capitulo seguinte. Na proxima secao, destacamos alguns resultados referentes
ao comportamento do produto cartesiano em relacao aos principais invariantes de

grafos.
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2.4 Produto Cartesiano de Grafos

O produto cartesiano de dois grafos G(V, E) e H(V, E) é o grafo GOH cujo
conjunto de vértices é o produto cartesiano V(G) x V(H) e dois vértices do grafo

produto (u,v) e (u/,v") sdo adjacentes se, e somente se:

e u=1ueaaresta {v,v'} € E(H) ou

e v =1 e aaresta {u,u'} € E(G).

Os grafos G e H do produto cartesiano GLIH sao ditos os fatores do produto.

As figuras 22, 23 e 4] ilustram alguns grafos resultantes de produtos
cartesianos, a figura mostra uma grade P3Py, a figura 2.3l um prisma P300C, e
a figura 2.4l um toro C500CY:

@ UoVo @ @ UoVs
© I i
@ uv UqVa

U1Vo V1 1 UsVs
O I
@ UaVo @ UaVva UaVs

[
I

Figura 2.3: Prisma: produto cartesiano de P;L1CY.
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[
I

Figura 2.4: Toro: produto cartesiano de C3C}.

O conceito de produto cartesiano de grafos foi definido, primeiramente, por
SABIDUSSI [38] em 1960 e, mas tarde, por VIZING [43]. A partir dai, muitos
estudos foram realizados sobre varios temas relacionados ao produto cartesiano de
grafos. O produto cartesiano de grafos é associativo, comutativo e possui a unidade

(elemento neutro), que consiste em um unico vértice sem arestas (grafo trivial) [3§].

SABIDUSSI [38] e VIZING [43] mostraram que todo grafo conexo pode
ser decomposto em fatores primos com relagdo ao produto cartesiano e essa
decomposicao ¢ tnica a nao ser pela permutacao dos fatores. Um grafo G é dito

primo em relacao ao produto cartesiano, se G nao é um grafo trivial e G é isomorfo

a YOZ, entao Y ou Z é trivial [3§].

Baseado no método usado por Sabidussi, FEIGENBAUM et al.  [14]
desenvolveram um algoritmo com tempo polinomial O(n*?), no qual n é o nimero de
vértices do grafo, para determinar essa fatoracao. Independentemente, WINKLER
[48] apresentou um algoritmo polinomial O(n*) baseado no método da isometria
do produto cartesiano de grafos, proposto por GRAHAM e WINKLER [19]. O
algoritmo consiste em representar, inicialmente, o grafo como um subgrafo isométrico
(que preserva as distancias) do grafo produto e, em seguida, procura-se encontrar

uma particao adequada para os fatores.

Posteriormente, consideraveis simplificacoes no tempo de execucao e
melhoramentos dos algoritmos foram obtidos por FEDER [13], HOCHSTRASSER
[22] e AURENHAMMER et al. [1], culminando em um algoritmo de tempo linear
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apresentado por IMRICH e PETERIN [25].

Por outro lado, varios estudos foram realizados a respeito de como o produto
cartesiano se comporta em relagdo aos principais invariantes de grafos |3, 24, 126,
30, 137, 40, 42-44], isto é, qual a relacdo entre um determinado invariante no grafo

produto com esse mesmo invariante nos grafos fatores.

Em [37], SABIDUSSI mostrou que o produto cartesiano de grafos conexos é
conexo, que o produto de um grafo qualquer por um grafo desconexo é desconexo e
que o grau maximo do grafo produto é igual a soma dos graus maximos dos grafos

fatores.

Quanto ao ntimero cromético, SABIDUSSI [37] provou que x(GOH) =
max(x(G), x(H)). Em 1997, SEOUD et al. [40] determinaram o ntimero cromético
total para diferentes grafos produtos, em particular, do produto cartesiano de um
caminho e uma estrela, um ciclo e uma estrela, um caminho e um ciclo, e, para
certos casos entre dois ciclos. Em 2003, KEMNITZ ¢ MARANGIO [26] estudaram
o nuimero cromatico total do produto cartesiano entre grafos completos, entre ciclos,

de um grafo completo com um grafo bipartido, e entre um ciclo e um grafo bipartido.

SABIDUSSI [37] provou também que dados dois grafos G e H, se |[V(G)| <
(n +2)/2, entdo GOH ¢é hamiltoniano. Um resultado mais forte foi obtido por
ROSENFELD e BARNETTE [36] que mostraram que se A(G) < n, entao GOH é
hamiltoniano. BATAGELJ e PISANSKI [3] mostraram que, no caso de G ser uma

arvore, A(G) < n é necessério e suficiente para que GOH seja hamiltoniano.

O resultado referente a conectividade do produto cartesiano de grafos
possui um interesse histoérico, pois foi anunciado por LIOUVILLE em 1978 apud
[24].  “Sejam G e H grafos com ao menos dois vértices, entio x(GOH) =
min{k(G)|V(H)|, «(H)|V(G)|, 6(G) + 6(H)}’. Entretanto, a prova nao foi
apresentada. Nas décadas seguintes, foram obtidos varios resultados parciais, mas
somente trinta anos depois, SPACAPAN [42] encerrou a histéria fornecendo a
demonstracao do resultado anunciado por Liouville. Esse resultado tem como

consequéncia que k(GOH) > k(G) + k(H).
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Quanto ao nimero de independéncia do produto cartesiano VIZING [43]

mostrou que para qualquer grafo G e H tem-se:

e a(GOH) <min{a(G)|V(H)|, a(H)|V(G)|} e

e a(GOH) > a(G)a(H) + min{|V(G)| — a(G), |V(H)| — a(H)}.

Em 2011, ABAY-ASMERON et al. apud [24] provaram que o(GOH) >
2r(G)r(H), no qual r(G) é o raio de G.

O nimero de dominacao do produto cartesiano é uma questao em aberto. Em
1968, VIZING [44] conjecturou que o niimero de dominacao do produto cartesiano de
dois grafos é sempre maior ou igual ao produto entre os nimeros de dominagao dos
dois fatores. Em 2008, IMRICH et al. [24] provaram que v(GOH) > %(W(G)W(H))
Em 2011, NANDY et al. apud [24] estabeleceram resultados relativos ao nimero
de dominagao do produto cartesiano de caminhos e ciclos (grades cilindricas). Os

autores mostraram a validade da Conjectura de Vizing para estes produtos.
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Capitulo 3

Produto Funcional de Grafos

3.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar um estudo sobre o produto
funcional de grafos e provar algumas propriedades desse novo produto. O
produto funcional de grafos foi introduzido, em 2011, por LOZANO, SIQUEIRA e
JURKIEWICZ [41] motivados por alguns trabalhos anteriores. Em 2008, LOZANO
et al. |31] apresentaram um algoritmo de transmissao de dados para troca completa
de informagoes baseado na coloracao total que independe da topologia de rede
utilizada. Estudaram as topologias mais comuns e mostraram que suas coloragoes
satisfaziam a Conjectura de Vizing-Behzad. Em 2011, FRIEDMANN et al. [16]
mostraram que se um grafo G(V, E') possui uma coloracao de vértices com folga de
ordem A com k cores, entao essa coloracao pode ser estendida para uma coloracao
total de G com no maximo k + 1 cores. Posteriormente, LOZANO, SIQUEIRA e
JURKIEWICZ |41] provaram que se um grafo regular G pode ser colorido com folga
A com A + 1 cores, entao existe uma extensao da coloracao com no maximo A + 2
cores e essa coloracao é total equilibrada. A partir desses resultados, os autores
introduziram o conceito do produto funcional de grafos para auxiliar na construgao

da familia dos grafos harmonicos.

O capitulo [ foi dividido em quatro secoes. Na secao [3.2, apresentamos
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algumas defini¢oes iniciais e o conceito do produto funcional de grafos descritos
em [33, 41]. Na secao B3 trazemos alguns resultados do produto funcional
de grafos encontrados em [33]. Na segdo B4l apresentamos os resultados desse
capitulo, mostramos que nas classes de equivaléncia o produto funcional é associativo,
apresentamos condi¢oes em que o produto funcional de grafos bipartidos gera um
grafo desconexo, estendemos esse resultado para grafos k-partidos e melhoramos o
resultado apresentado em [33], que garante a conexidade do grafo produto funcional

quando os grafos fatores sao conexos.

3.2 Produto Funcional de Grafos

Para melhor entendimento desta segao, se fazem necessarias algumas

definicoes e notacoes iniciais.

e Seja X um conjunto finito, F/(X) denota o conjunto de todas as bijegoes f :
X — X;
e Dado um grafo G(V, E), o digrafo D(G) é obtido a partir de G, substituindo
cada aresta {u,v} € F por dois arcos (u,v) e (v,u) em D(G);
e D denota o conjunto dos digrafos que satisfazem as seguintes condigoes:
1. (u,v) é um arco do digrafo se, e somente se, (v,u) também é um arco do
digrafo;
2. Nao existem dois arcos iguais.
® Se 8 €D, G(a) denota o grafo obtido pela substituicao de cada par de arcos

(u,v) e (v,u) de a pela aresta uv, mantendo o mesmo conjunto de vértices;

Definicao 3.1. Os digrafos 81(1/1,E1) e 82(1/2,E2) sao ditos funcionalmente
ligados pelas aplicagoes f1: By — F(V3) e fo: By — F(V1) se f1 e fa sao tais que:

1. Para todo arco (u,v) € Ey, se (v,u) € Ey, entao fi((u,v)) = (fi((v,u)))"};

20



2. Para todo arco (x,y) € Es, se (y,z) € By, entao fo((x,y)) = (fol(y,2))) 7L,

3. Para todo par de arcos (u,v) € Ey e (x,y) € Ey, tem-se que fo((x,y))(u) # v
ou f1((u,v))(x) # y.

As aplicagoes f1 e fo sdo denominadas aplicagoes de ligagao. Se
uma aplicagao de ligagao associa a mesma bijecao a todos os arcos do digrafo

correspondente, dizemos que ela é constante.

Definigao 3.2. Sejam dois grafos G1(Vi, E1) e Go(Va, Es). Se D(G1) e D(Gs) sdo
funcionalmente ligados pelas aplicagoes f1 : E(D(Gh)) — F(Va) e fo: E(D(Gs)) —
F(V1), entdao os grafos G1(Vi, Ey) e Go(Va, Es) sao ditos funcionalmente ligados

pelas mesmas aplicacoes.

Definigao 3.3. Sejam BI(W,EI) e BQ(VQ,EQ) digrafos funcionalmente ligados
pelas aplicagoes f1 @ Ey — F(W) e fo © By — F(V1). O produto funcional
do digrafo 81 pelo  digrafo 82 seqgundo as aplicagcoes fi e fyo, denotado por
(81, f1) X (82, fa), € o digrafo C?‘)(V*,E*) definido por:

o V' =1V] xV,.

e ((u,x),(v,y)) € E* se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes for

verdadeira:

1. (u,v) € By e fi((u,v))(x) =y

2. (z,y) € Ey e fo((z,y))(u) = v.

Definigao 3.4. Sejam G1(V1, E1) e Go(Va, Es) grafos funcionalmente ligados pelas
aplicacoes f1 : E(D(Gy)) — F(Va) e fo : E(D(G2)) — F(Vi). O produto
funcional do grafo Gy pelo grafo Gs, denotado por (Gi, f1) x (G, f2), € o grafo
G(GHV*, E?)), sendo GH(V*, E*) = (D(GY), f1) x (D(Ga), o).

As condicoes [ e da definicao B permitem que o grafo produto
G(?(V*,E*)) seja obtido pela substituigdo de cada par de arcos ((u,z), (v,y)) e
((v,y), (u, x)) do digrafo C?z(V*, E*) pela aresta {(u, x), (v,y)}, mantendo o mesmo
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conjunto de vértices. Ja a condigao [3l da definicao B.1] garante que o grafo produto

H
G(G*(V*, E*)) nao possui arestas multiplas.

As figuras B.1], 3.2, B.3] B.4], e ilustram o passo a passo do produto
funcional entre dois caminhos P3 associados a duas diferentes aplicacoes de ligagao.
As aplicagoes de ligacao fi e fy sdo definidas por fi(x) = o para toda aresta = € E
e f2(y) = r1 para toda aresta y € Fy, no qual 71(v;) = Vit1(moa3) € T2(Vi) = Viya(mods)
com i € {1,2,3}. A figura 31l faz referéncia as defini¢oes Bl e B2 as figuras 3.2
B3 B4e se referem a definicao e a figura ilustra a definicao [3.41

A partir dos grafos originais G e Gg, geram-se os digrafos correspondentes
D(Gy) e D(Gs), substituindo cada aresta {u,v} de G pelos arcos (u,v) e (v,u) em
D(G4) e cada aresta {x,y} de G pelos arcos (x,y) e (y,z) em D(G3), mantendo o

mesmo conjunto de vértices.

Gy (D(Gy), f1)

[

G (D(G2), ) d

® Q ——

Figura 3.1: Grafos GG; e G, os respectivos digrafos e as bijecoes associadas r; e rs.

Em seguida, realiza-se o produto funcional entre estes digrafos de acordo

com a definicao B3l Por exemplo, iniciamos pelo vértice (ug,vq) € V*. o arco
5 plo, P 0, Y0 3

(vo,v1) € E(D(G2)), faol(vo,v1)) = 11 e ri(ug) = i, logo fa((vo,v1))(ug) = w
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e o arco ((ug,vp), (u1,v1)) € E*. Da mesma forma, o arco (up,u;) € E(D(Gy)),
f1((ug, 1)) = re e ra(vg) = w9, logo f1((ug, u1))(ve) = ve € 0 arco ((ug, vo), (U1, v2)) €
E*. Deste ponto em diante, as aplicacoes f; e fo serao omitidas, faremos referéncia

apenas as bijecoes 11 e ro.

(G1, f1)%(Ga, 1) (G1, f1)%(Ga, 1)

® )
O e N CE O
OO & @

Figura 3.2: Produto funcional entre os digrafos D(G1) e D(Gs) segundo f; e fs.
Foram desenhados somente os arcos que partem do vértice (ug, vp).

Seguimos com o vértice (ug,v1), 0 arco (vy,ve) € E(D(G2)) e ri(ug) = uq,
logo o arco ((ug,v1), (u1,v2)) € E*. O arco (ug,u1) € E(D(Gy)) e ra(vy) = vy,
logo ((ug,v1), (u1,v0)) € E*. E o arco (vy,v9) € E(D(Gy)) e 7 (ug) = ua, logo

((uo, v1), (u2,v0)) € E*.

(G1, I)%(Gg, f) (G1, I)%(Gg, f)

@\@
@ W W
SO

Figura 3.3: Produto funcional entre os digrafos D(G1) e D(Gs) segundo fi e f.
Foram desenhados somente os arcos que partem dos vértices (ug, vg) e (ug, v1).
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Prosseguimos com o vértice (u1,vy), o arco (uy,ug) € E(D(G1)) e ry H(vg) =
vy, logo ((uy,vs), (ug,v9)) € E*. O arco (vy,v1) € E(D(G2)) e ri(uy) = up,
logo ((u1,v9), (ug,v1)) € E*. E o arco (uy,uz) € E(D(Gy)) e ra(vy) = vy, logo
((u1,v2), (ug,v1)) € E*.

(G1, f1)x(Ga, ) (G1, f1)x(Ga, )

Figura 3.4: Produto funcional entre os digrafos D(G1) e D(Gs) segundo f; e fs.
Foram desenhados somente os arcos que partem dos vértices (ug,vp), (ug,v1) e
(Ul,vg).

_>
Repetindo o processo em todos os vértices restantes de G*(V*, E*), obtemos
o digrafo da figura[3.5l Por fim, obtém-se o grafo produto a partir da substituigao de
todos os arcos ((u,z), (v,y)) e ((v,y), (u,z)) pelas arestas {(u,x), (v,y)}, conforme

ilustra a figura 3.6

(D(G), f1) (D(G), f)

Figura 3.5: Produto funcional entre os digrafos D(G1) e D(Gs) segundo fi e fo.
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(G1, 1)%(G, f2)

G1(V1= E1) Gz(V2= Ez)

Figura 3.6: Produto funcional entre os grafos Gy e G5 segundo f; e fs.

E interessante notar que o produto cartesiano de grafos é um caso particular
do produto funcional de grafos definido acima, quando f; e f; sdo constantes e
atribuem a funcao identidade a todos os arcos dos digrafos correspondentes. As

figuras 3.7 e B.8 exemplificam essa relacao.

G (D(G1), 1)

Gz (D(G2), )

Figura 3.7: Grafos (G; e (G5, os respectivos digrafos e as bijecoes associadas I e 1.
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(G, f1) x (G2, f)

Figura 3.8: Produto funcional (ou cartesiano) entre os grafos Gy e G5 segundo f; e

fo

Nos exemplos apresentados até aqui, foram utilizadas aplicagoes de ligagao
constantes, ou seja, aplicacoes que associam a mesma bijecao a todos os arcos do
digrafo correspondente. Entretanto, as aplicacoes de ligagao podem associar bijecoes
diferentes a arcos distintos do digrafo. As figuras[3.9] B.10, B.1T], eB. I3 ilustram
o produto funcional entre dois grafos G; e G, tais que f; e fy associam bijecoes
distintas aos arcos dos digrafos correspondentes: f, : E(D(Gy)) — F(Va2) com

F(V3) =hyou hg e fo: E(D(G2)) — F(Vi) com F(Vy) =1y, g ou 3.

f £ I
Vi dV1 Vi AV1 Vi d‘h

ElE e

Figura 3.9: Trés bijecoes distintas de F'(V}) = rq, ry e r3.

h h,
Vo— >V, Vo—" >V,
Vo Vo
} ‘ Vie ]
"‘ V2e >< e V2
V3 V3

Figura 3.10: Duas bijegoes distintas de F'(V5) = hy e ha.
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G(,, E) (DG,

®

Figura 3.11: Grafos GG; e G5, seus respectivos digrafos e as bije¢oes associadas.

(D(@,).1,) (G, £)x(G,. 1)

Figura 3.12: Produto funcional entre os digrafos D(G1) e D(Gs), segundo f; e fs.

G, (V2’ Ez) (G1,f1)><(G2,f2)

6,(v, E) o

Figura 3.13: Produto funcional entre os grafos G; e Gg, segundo f e fs.

Para realizar o produto funcional, nao é obrigatério transformar o grafo em
digrafo, na pratica, o importante é dar uma orientacao arbitraria aos grafos fatores,
isto é, dizer em que direcao as bijecoes direta e inversa serao associadas. Assim,

dada uma aplicagao de ligacao bem definida, basta considerar um sentido arbitrario
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e realizar o produto a partir da bijecao direta.

Por conseguinte, fica uma questao em aberto: como identificar os grafos que
podem ser obtidos a partir do produto funcional entre dois ou mais grafos fatores,
ou melhor, como caracterizar os grafos produtos. Por exemplo, as figuras3.14le
ilustram o Grafo de Peterson gerado pelo produto funcional de um P, e um Cs.
Em G, associamos f ao arco (vg,v1) € E(D(G1)) e f~1 ao arco (vy,v9) € E(D(G1)).
Note que, neste exemplo, s6 é preciso orientar GGy, pois em Gy foi associado g

(identidade) a todos os arcos de E(D(G3)).

Go(V2,Ez)

Figura 3.14: Grafos P, e C5 com suas respectivas bijecoes associadas f e g.

(G, f)*( G, f2)

Figura 3.15: Grafo Peterson gerado pelo produto funcional de P, e Cs.
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3.3 Propriedades do Produto Funcional de Grafos

Nesta se¢ao, apresentamos resultados encontrados em [33] que provam
algumas propriedades do produto funcional de grafos. E imediato, a partir da
definicao B3] que o produto funcional possui a unidade (elemento neutro), que
consiste em um unico vértices sem arestas (grafo trivial). O Teorema B.I] mostra

que o produto funcional de grafos é comutativo.

Teorema 3.1. [33] Sejam G1(Vi, E1) e Go(Va, Es) grafos funcionalmente ligados
pelas aplicagoes fi : E(D(G1)) — F(Va) e fo: E(D(Gy)) — F(Vi). Entdo os grafos
G*(V*, E*) = (G1, 1) X (Ga, f2) e GV, E*) = (Ga, f2) x (G1, fi) sdo isomorfos.

Neste sentido, o produto funcional de grafos é comutativo.

O préximo resultado garante que o grau maximo do grafo produto funcional

é igual a soma dos graus maximos dos grafos fatores.

Teorema 3.2. [33] Sejam G = (V1,Ey) e Gy = (Va, Ey) grafos funcionalmente
ligados pelas aplicagoes f1 : E(D(G1)) — F(Va) e fo 1 E(D(Gs)) — F(V4).
Para todo vértice (u,x) do grafo G* = (V*,E*) = (G, f1) X (G, fa) tem-se que:
de+((u, 7)) = dg, (u) + dg, ().

Do teorema 3.2, se obtém, de forma imediata, o coroldrio a seguir.

Corolario 3.1. [33] Sejam G, = (V1, E1) e Gy = (Va, E) grafos funcionalmente
ligados pelas aplicagoes fr : E(D(G1)) — F(Va) e fo : E(D(Gs)) — F(Vh),entao o
grafo G* = (V*, E*) = (G, f1) X (Ga, f2) tem grau mdzimo A(G*) = A(G1)+A(G3).

O Teorema seguinte oferece uma condi¢ao que assegura a conexidade do grafo

produto funcional quando os grafos fatores sao conexos.

Teorema 3.3. [33] Dados dois grafos Gy = (V1,E1) e Gy = (Va, Ey) conezos e
funcionalmente ligados pelas aplicagoes f1 : E(D(G1)) = F(Va) e fo: E(D(G3)) —
F(W), se f1 ou fy atribui a identidade a todos os arcos do digrafo correspondente,

entao o produto funcional de Gy por Gy sequndo f1 e fs é conexo.
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3.4 Novos Resultados

Nesta secao, apresentamos os resultados desse capitulo.

3.4.1 Associatividade do Produto Funcional de Grafos

A sequéncia de graus é um invariante do grafo, uma vez que grafos isomorfos
possuem a mesma sequeéncia de graus. Em geral, esse invariante nao identifica um

grafo, pois existem grafos com a mesma sequéncia de graus que nao sao isomorfos.

A partir do Teorema [B.2] o produto funcional pode ser usado para gerar
familias de grafos nao isomorfos com a mesma sequéncia de graus, basta notar que
se alteramos as bije¢oes associadas pelas aplicacoes de ligacao no produto funcional
entre dois grafos, obtemos grafos distintos que compartilham a mesma sequéncia
de graus. Por essa razao, estudamos a associatividade nas classes de equivaléncia
e mostramos que, considerando o conjunto dos grafos, a relacao “ter a mesma
sequéncia de graus” é uma relacao de equivaléncia e o produto funcional de grafos

é associativo nas classes de equivaléncia.

Definicao 3.5. Dizemos que G, «~ G4, se Gy tem a mesma sequéncia de graus de

Gs.

Lema 3.1. A relacio —«~ definida no conjunto dos grafos é uma relacao de

equivaléncia.

Demonstracao. Devemos mostrar que a relacao « é reflexiva, simétrica e transitiva.

e Reflexiva: E imediato que todo grafo G tem a mesma sequéncia de graus dele

mesmo. Portanto, a relacao « é reflexiva.

e Simétrica:  Sejam G1(Vi, Ey) e Gao(Va, E3) grafos, (di,ds, - ,dy) e
(d},d, -+ ,dl) suas respectivas sequéncias de graus. Suponhamos que

(dy,day -+ dy) = (d),dy, -+ ,d.,), entdo |m| = |n| e pela simetria da igualdade
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In| = |m| e (dy,dy,---,d) = (dy,da,--- ,dy,). Portanto, a relacao « é

simétrica.

e Transitiva: Sejam G1(V1, E1), G2(Va, E2) e G3(Vs, E3) grafos, (di, da, -+, dy),
(dy,dy,---,d,) e (di,dy,---,d)) suas respectivas sequéncias de graus.

Suponhamos que (dy,ds, - ,dy) = (di,dy,---,d) e (dy,dy,---.,d) =

(di,dy,---,dy), entdo |m| = |n| e [n| = |p|. Pela transitividade da igualdade,
tem-se |m| = [p| e (d,dz,- -+ ,dp) = (dy,dj, -+ ,d;). Portanto, a relacao « é
transitiva.

U

Agora, se denotamos por G a classe de equivaléncia de um grafo
G pela relagao “ter a mesma sequéncia de graus”, o Teorema garante
que [((G1, f1) X (G2, f2)), fa] X (G, f3) = (G, f1) < [((Ga, f3) % (G, f3)), fi], para

quaisquer que sejam as aplicacoes de ligagdo fi1, fo, f3, fa, 1. fa, f5 € f1.

O estudo da associatividade fora das classes de equivaléncia mostrou ser
de dificil tratamento, pois dependendo da cardinalidade do conjunto de vértices
dos grafos fatores e da ordem em que se realiza o produto, é preciso lidar com
diferentes dominios nas aplicacoes de ligacao, fato que dificulta a escolha das
bije¢oes adequadas. Em geral, o produto funcional nao é associativo, mas o produto
cartesiano é associativo e poder ser obtido por meio do produto funcional, sempre
que as aplicagoes de ligacao atribuem a funcao identidade a todos os arcos dos
digrafos correspondentes. Em razao disso, no futuro pretendemos investigar em que

condigoes a associatividade pode ser verificada no produto funcional de grafos.

3.4.2 Conexidade do Produto Funcional de Grafos

Em relacao a conexidade, o produto funcional de grafos conexos nao é
necessariamente conexo, pois é possivel obter um grafo desconexo a partir do produto
funcional entre dois grafos conexos. O Teorema [3.4] apresenta condicoes em que o

produto funcional de grafos bipartidos gera um grafo desconexo.

31



Teorema 3.4. Sejam G1(V1, E1) e Go(Va, Ey) grafos bipartidos tais que Vi = Vi3 U
Vig, Vo = Vo1 U Vay com |Vii| = [Via| e [Vai| = [Vao|. Sejam fi : E(D(G1)) —
F(V,) e fo : E(D(Gy)) — F(V1) as respectivas aplicagoes de ligagdo tais que se
fi(e)(u) = v, entdo u e v sao de diferentes particoes em Gy e se fa(e)(u) = v, entao
u e v sao de diferentes particoes em G1. Consequentemente, o produto funcional
G*(V*, E*) = (G, f1) X (Ga, fa) € desconexo e G* possui 2 componentes conexas de

mesma cardinalidade.

Demonstragao. Sejam Vi = {0,1,2,...,n — 1}; Vo = {0,1,2,...,m — 1}; i =
0,1,2,....n—1e757=0,1,2,...,m — 1. Sem perder a generalidade, suponhamos
que Vi1 = {0,2,4,...,n—2}; Vio = {1,3,5,....,n—1}; Vo = {0,2,4,...,m — 2}
e Voo = {1,3,5,...,m — 1}. Seja G*(V*, E*) = (G4, f1) X (Gs, f2) o grafo produto
funcional. Sejam i e € V4, j e j' € V3, provaremos que o arco ((,7), (i'5")) € E* se,
e somente se, i+ 7 e i’ +j' tém a mesma paridade. Por definicao de produto funcional

o arco ((7,7), (¢3")) € E* se. e somente se. uma das condicoes for verdadeira:
b b b ) 1

o (i,7') € E(D(G1)) e fo(j) = 5" ou f5'(j) = j"

e (j,7) € B(D(G)) e fili) = i ou f7(i) = i".

No caso 1, temos:

Se i é par e j é par, entao i’ é impar e j' é impar.

Se i é par e j é impar, entao i’ é impar e j’ é par.

Se i é impar e j é par, entao ¢’ é par e j é impar.

Se i é impar e j é fmpar, entao i’ é par e j' é par.

Em todos os casos a soma tem a mesma paridade.

No caso 2, basta proceder de forma semelhante para conseguir o resultado desejado.
Logo, G*(V*,E*) = (G1, f1) X (Ga, f2) é desconexo e G* possui 2 componentes

conexas de mesma cardinalidade.

As figuras B.10 e B.I7 ilustram o produto funcional de dois grafos bipartidos

com suas respectivas aplicacoes de ligacao satisfazendo as condigoes do teorema [3.4
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Observe que as aplicagoes de ligagao fi e fo sao definidas por fi(z) = h para toda

aresta x € F e fy(y) = g para toda aresta y € Fj.

«Q

Figura 3.16: Grafos bipartidos GG; e G5 com suas respectivas bije¢oes associadas g e
h.

G*(V*,E*)=(Gq, f1)x(Gy, 1)

Figura 3.17: Grafo desconexo G*(V*, E*) resultante do produto funcional entre os
grafos Gy e G4 segundo f e fs.
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O Teorema generaliza o resultado anterior para grafos k-partidos.

Teorema 3.5. Sejam G1(Vi, Ey) e Go(Va, Es) grafos k-partidos, tais que Vi = Py U
PU---UP_1 eVo=0QUQ1U---UQk_1; com |P| =|Pj| e |Qi| =1|Q;|; V i,j =
0,1,2,....k — 1. Para toda aresta {u,v} € By se u € P;, entio v € Pii1(mod k). Da
mesma forma, para toda aresta {x,y} € Ey sex € Q;, ent@o y € Qiti(mod k). Sejam
fo : Vi = Vie fy: Vo = Vi fungées definidas por f,(u) = v, comu € P, — v €
Piy(k—1)(mod k) € fo(z) =y, com x € Qs = Y € Qit(k-1)(mod k)- S f1: E(D(G1)) —
F(V3) associa f, a todas as arestas de Fy e fo : E(D(Gs)) — F (V1) associa f, a
todas as arestas de Fs, entdo o produto funcional G*(V*, E*) = (Gy, f1) X (Ga, f2) €

desconezro e G* possui k componentes conexas de mesma cardinalidade.

Demonstracao. Sejam V; =0,1,2,....n—1eV5,=0,1,2,...,m—1, taisquen = p-k
em=gq-k. Sejami=0,1,2,...n—1e757=0,1,2,...,m— 1.

Sem perder a generalidade, suponhamos que Py = {0, k,2k,...(p — 1) - k};
P={Lk+1,2k+1,...(p—1) - k+1}; B={2,k+2,2k+2,...(p—1) -k +2};
P ={k—1,2k—1,3k—1,...pk—1};

Qo=10,k,2k,...(¢—1)-k}; Q1 ={L,k+1,2k+1,...(¢—1) - k+1};

Qo = {2,k+2,2k+2, .. .(q—1)-k+2}; ... Qpuy = {k—1,2k—1,3k—1,...qgk—1)}.
Seja G*(V*, E*) = (G4, f1) X (Gs, f2) o grafo produto funcional.

Provaremos que o arco ((i,7),(7'j)) € E* se, e somente se, i + j =i’ + j' (mod k).
Pela defini¢ao de produto funcional o arco ((7,7), (i'j)) € E* se, e somente se, uma

das condigoes for verdadeira:

o (i,7') € E(D(GY)) e fo(j) = j" ou f,'(j) = j;

o (o)) € B(D(Ga) e fuli) = 7 ou f;1(5) = 1.

No caso 1, temos:

Seic PiejeQ;, entao i’ € Pijiimod k) € J € Qjt(k—1)(mod k)-
Dai

i+j=i+14+j5+ (k—1)(mod k)

i+j=i+j+ k(mod k)
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i+j =i+ j(mod k).

No caso 2, temos:

Se j € Qjei€ P, entao j' € Qjyimod k) € ' € Piy(h—1)(mod k)-

Dai

jHi=j+1+i+ (k—1)(mod k)

jH+i=j+i+k(mod k)

Jj+i=7+i(mod k).

Logo, G*(V*,E*) = (Gi, f1) X (Ga, f2) é desconexo e G* possui k componentes

conexas de mesma cardinalidade.

A figura [B.I8 mostra dois grafos 3-partidos com suas respectivas bijecoes
associadas ¢ e h, satisfazendo as condicoes do teorema Na figura B.19]
apresentamos um grafo desconexo obtido como resultado do produto funcional entre

os grafos fatores (3-partidos).

G2(V2,E2)

Figura 3.18: Grafos 3-partidos (G; e G5 com suas respectivas bijecoes associadas g e

h.
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G*(V*E*)=(G1, f1)x(G2, f2)

Figura 3.19: Grafo desconexo G*(V*, E*) resultante do produto funcional entre os
grafos G e G segundo fi e fs.

Ainda em relacao a conexidade, é possivel obter um grafo conexo como
resultado do produto funcional, mesmo quando um dos grafos fatores é desconexo,
como mostram as figuras 3.20, B.21] B.22, B.23] e B25 Neste exemplo, as
aplicagoes de ligagdo fi e fy sdo definidas por fi(x) = r; para toda aresta x € E; e
fo(y) = ro para toda aresta y € Fs.

r

V1 /\\A

G,(V,, E,)

®
W@ ——

| —
()

Figura 3.20: Grafo G1(V, E1) desconexo e a bijecao associada r;.

r

G, (Vi E,)

2

Figura 3.21: Grafo Go(V5, Es) conexo e a bije¢ao associada rsy.
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A partir da rotulacao dos vértices de G; e G5, pode-se atribuir uma orientacao
arbitraria aos grafos fatores. Assim, para toda aresta {u;,u;} € E;, com i < j,
associa-se 1, ao arco (u;,u;) € E(D(Gy)) e ri' ao arco (uj,w;) € E(D(Gy)).
Igualmente, para toda aresta {v;,v;} € Ey, com i < j, associa-se 15 ao arco (v;, v;) €
E(D(Gy)) e ry' ao arco (vj,v;) € E(D(Gy)). Partindo do vértice (ug,v9) € V*, 0
arco (vo,v2) € E(D(G3)) e ra(ug) = up, logo o arco ((ug,vo), (ug,v2)) € E*. O
vértice (ug,v2) € V*, o arco (vy,v;) € E(D(G2)) e ry'(ug) = ug, logo o arco
((ug, v2), (ug,v1)) € E*. E o vértice (ug,v1) € V*, o arco (ug,u;) € E(D(Gy)) e

r1(v1) = vg, logo o arco ((ug,v1), (ug,v2)) € E*.

& (v ) 6.(v. E2) Cn

&—@

© @
&)

Figura 3.22: Produto Funcional de entre os grafos G; e G5 segundo f; e fs.

Seguindo do vértice (u;,vy) € V*, 0 arco (vy,v1) € E(D(G5)) e vy H(u1) = us,
logo o arco ((uy,vs), (ug,v1)) € E*. O vértice (ug,v1) € V* o arco (vy,v9) €
E(D(G5)) e 15 (ug) = uy, logo o arco ((ug, v1), (u1,v0)) € E*. E o vértice (uy,vq) €

V* o arco (vg,v9) € E(D(Gs)) e ro(uy) = ug, logo o arco ((ug,vg), (ug, v2)) € E*.

Figura 3.23: Produto Funcional de entre os grafos G; e G5 segundo f; e fs.
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Prosseguindo do vértice (uy, v2) € V*, 0 arco (vy,v1) € E(D(Gs)) e 1y *(ug) =
uy, logo o arco ((ug,v2), (u1,v1)) € E*. E o vértice (uy,v1) € V*, 0 arco (v1,v9) €

E(D(G,)) e 7”2_1(“1) = Uy, logo o arco ((uq,v1), (u2, o)) € E*.

G, (V.. E,)

17

Figura 3.24: Produto Funcional de entre os grafos G; e G5 segundo f; e fs.

O que ja é suficiente para verificar a conexidade do grafo produto. Realizando

o processo até o final, obtemos o grafo da figura .25l

G, (V. E,)

i

Figura 3.25: Grafo conexo resultante do produto funcional entre um grafo desconexo
e um grafo conexo.

Convém ressatar, que o produto cartesiano de dois grafos é conexo se, e
somente se, os grafos fatores forem ambos conexos [38, 43]. Esse resultado é uma
consequéncia do Teorema [3.3] pois o produto cartesiano pode ser obtido por meio
do produto funcional, para isso basta que as aplicacoes de ligacao f; e fo associem
a funcao identidade a todos os arcos dos digrafos correspondentes. No entanto,
consideramos que esse resultado impoe uma condicao forte sobre uma das aplicagoes

de ligacao.
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Por esse motivo, nos propomos a estudar condi¢oes mais fracas para garantir a
conexidade do produto funcional quando os grafos fatores sao conexos. O Teorema
melhora esse resultado, uma vez que relaxa consideravelmente a escolha das
aplicacoes de ligagao. Para melhor compreensao da demonstragao faz-se necessério

definir dois novos conceitos.

Definigao 3.6. Sejam G(V, E) um grafo, W um conjunto finito arbitrario e f :
E(D(G)) — F(W) uma aplicacao. Diz-se que f € centrada, se existe v € W tal

que f(e)(x) = x para todo e € E. Nesse caso, x serd denominado centroide de f.

Teorema 3.6. Dados dois grafos Gi = (Vi,Ey) e Gy = (Va, Ey) conexos e
funcionalmente ligados pelas aplicagoes f1 : E(D(Gh)) — F(V3) e fo: E(D(Gy)) —
F(V1), se uma das aplicagoes fi ou fo € centrada, entdo o produto funcional de Gy

por Gy sequndo fi e fo é conexo.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponhamos que f, é centrada. Sejam
y € Vi o centroide de fy, G*(V*, E*) = (G1, f1) X (G, f2) e Vo = {ug,ug, ..., u,}.
Como y é centroide de fy e G é conexo, todos os vértices yu; € V*, tal que ¢ €
{1,...n} estdo na mesma componente conexa de G*. Seja agora zu;, € V* arbitrario,
como G € conexo existe um caminho xx 2923 . ..z, com z, = y ligando z a y em G.
Sejam w;, = fo(@, 21))(wig), ui, = fo((z1,22))(wi) . wi, = fa((Tp—1,7p))(Wi,_,).
Logo o caminho xu;,x1u;, Tou;, . . . Tu;, une o vértice xu;, com o vértice yu;,. Isso
prova que todos os vértices de G*(V*, E*) = (G, f1) X (Ga, f2) estdo na mesma

componente conexa. Logo, G* é conexo.
)

As figuras B.26 e B.27 ilustram um esquema da prova do teorema A
figura [3.26) destaca a componente conexa do centroide y e um vértice arbitrario de
G*. Ja a figura [3.27 mostra que existe um caminho zu;,x1u;, Tous, . . . xpu;, que une

um vértice arbitrario xu,;, com a componente conexa do centroide .
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| Componente conexa em G*

|
|
|
|
|
@ | Vértice arbitrario de G |

Figura 3.26: Componente conexa do centroide y e um vértice arbitrario de G*.

@ | Componente conexa em G~ |

@ | Vértice arbitrario de G*

Figura 3.27: Caminho zu,iu; Tau;, ... Tpu;, que une o vértice xu;, com a
componete conexa do centroide y.

40



Capitulo 4

Grafos Harmonicos

4.1 Introducao

Em [33, 41], LOZANO, SIQUEIRA e JURKIEWICZ introduziram o conceito
do produto funcional e de grafos k-suporte, um tipo de grafo regular que tem
como objetivo principal servir como gerador dos grafos harmonicos, para auxiliar na
construcao de uma familia de grafos regulares que admitem uma coloragao de vértices
com folga de ordem A com no maximo A+ 1 cores. Além disso, os autores provaram
alguns resultados que relacionam a coloracao de vértices com folga de ordem A e
coloracao total equilibrada. Dentre esses resultados, destacam-se a extensao de uma
coloracao com folga de ordem A para uma coloracao total equilibrada em grafos
regulares [41], a prova de que o produto cartesiano de um ciclo por seu complemento
é um grafo harmonico [32] e o fato de que a familia dos grafos harmonicos pode ser
estendida infinitamente preservando a regularidade e a coloracao com folga A com

A + 1 cores [33].

Este capitulo tem como objetivo mostrar que o produto funcional permite
gerar infinitos grafos harmonicos a partir de qualquer grafo regular. Em trabalho
conjunto com Lozano e Siqueira publicado em [28], apresentamos duas formas
distintas de se obter grafos harmonicos empregando o produto funcional de grafos

que generalizam os resultados baseados nos grafos k-suporte |33, 41] e no produto
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cartesiano [32]. Por fim, provamos que existe uma relagao entre a regularidade e
nimero de vértices do grafo que garante a existéncia de grafos harmonicos. Esse

resultado revela uma condigao necessaria para existéncia dos grafos harmonicos.

Definicao 4.1 (Grafo k-suporte). [33, |/1] Dado um nimero natural k, k > 3, o

grafo G = (V| E) é um k-suporte se satisfaz as sequintes condigoes:

1. G é um grafo reqular de grau k — 3;

2. Existe uma aplicagio [ : F(G) — F(Iy) tal que G e Cy, estao funcionalmente
ligados por f e Id, no qual Id : E(Cy,) — F(I)y|) € a aplicagdo que a cada arco
de D(Cy) faz corresponder a funcao identidade;

3. O grafo G* = (f1,G) x (1d, Cy,) pode ser colorido com folga A(G*) com A(G*)+

1 cores.

Definicao 4.2. [32] Um grafo G(V, E) regular é dito harménico, se admite uma

coloracao de vértices com folga A com A+ 1 cores.

Nem todo grafo regular admite uma coloracao com folga A com A + 1 cores,

como ¢ o caso do toro C30JC5 ilustrado na figura [4.1]

Figura 4.1: Toro: produto cartesiano entre um C5 e um C5 nao é harmonico.
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4.2 Novos Resultados

Para melhor compreensao dos resultados que se seguem enunciamos um

Teorema de Petersen descrito em [50].

Teorema 4.1. (PETERSEN, 1891) Se G(V, E) é um grafo 2k-regular, entao G ¢

2-fatorizdvel.

O Teorema a seguir mostra como gerar um grafo harmonico a partir de um

grafo regular qualquer e seu complemento.

Teorema 4.2. Para todo grafo reqular G e seu complemento G’ existem aplicagoes

de ligagao f1 e fo, tais que (G, f1) X (G', f2) € um grafo harménico.

Demonstragao. Inicialmente, observe que para todo grafo regular G, se n = |V (G)|
¢ fmpar, entdo A(G) e A(G’) sao pares. Se n = |V(G)| é par, entdao A(K,) é impar
e, como A(K,) = A(G)+A(G’), tem-se que A(G) ou A(G’) é par. Suponhamos que
A(G'") é par. Pelo Teorema 1] existe uma decomposigao em 2-fatores de G’, sejam
F, Fy, F3, ..., F; os 2-fatores da decomposicao de 7, cada 2-fator F; é substituido por
um ciclo orientado e definimos a aplicagao b : V(F') — V(F') tal que se (u,v) € E(F),

entao b(u) = v.

Claramente, b é uma bijecao e cada 2-fator tem associada uma bijecao de
vértices de G. A aplicacao f; associa a identidade a todos os pares de arcos
associados as arestas de G. A aplicacdo fo associa a bije¢do b a todo arco do
ciclo. No ciclo em sentido inverso, associamos a bijecao inversa. Agora, se
V(G) = {wo,v1,09,...,0,}, damos a cada vértice na forma (x,v,) a cor p. Por
construgao, a coloragao obtida em (G, f1) X (G, fo) é uma coloracdo com folga A
com A + 1 cores. Se A(G’) é impar, entao A(G) é par. Portanto, basta trocar as
posicoes de GG e GG, no raciocinio anterior, para obter o resultado desejado. Logo,

(G, f1) x (G, f3) é um grafo harmonico.
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A sequéncia de figuras abaixo ilustra o passo a passo da prova do teorema
A figura destaca um grafo G (3-regular) com 8 vértices e seu complemento
G'. A figura [£3] mostra os ciclos obtidos da decomposi¢ao em 2-fatores do grafo
complementar GG’ com orientacoes arbitrarias. As bijecOes apresentadas na figura
4.4l sao obtidas a partir da orientacao dos ciclos gerados pela decomposicao em

2-fatores do grafo complementar G'.

Figura 4.3: Ciclos obtidos da decomposi¢ao em 2-fatores do grafo complementar G’
com uma orientagao arbitraria.

0—2 0—6
1—-6 1-5
2—5 2—17
3—-0 3—-1
4-1 4 -2
5—-7 5-0
6— 3 6— 4
7— 4 7— 3

Figura 4.4: Bijecoes associadas aos ciclos da figura [4.3]
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A figura descreve o inicio do processo de construcao do grafo harmonico,
quando a aplicagao f; associa a identidade a todos os pares de arcos associados as

arestas de G.

0°0
V.V, V.V,
70 170
VOVG V0V2
V.V,
7°6 V7V2 VoVa V1V6 V1V2
V7Vy V1V4
VGVO
V2V0
VeVs VeV VoVe VaVa
VeVa
VoV,
V5V0 2V4
V3V0
Vv,V
V.V 470
5°6 VsVa V3Ve AR
VsVa Va¥s VaVa V3Vy
V4V4

Figura 4.5: Inicio do processo de construcao do grafo harmoénico. A aplicagao f;
associa a identidade a todos os pares de arcos associados as arestas de G.

Na figura [£.6] a aplicacao fy associa as bijecoes da figura .4l a todo arco do
ciclo, no ciclo em sentido inverso associa-se a bijecao inversa. Foram desenhadas
somente as ligagdes dos vértices (vg,vo), (v1,v0) € (v7,v9). Note que, se V(G) =
{vo,v1,v2,...,u,} quando colorimos cada vértice da forma (z,v,) com a cor p, a

coloracao obtida é uma coloragao com folga A com A + 1 cores.
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Figura 4.6: A aplicagdo f, associa as bije¢oes da figura [4.4] a todo arco do ciclo, no
ciclo em sentido inverso associamos a bijecao inversa. Foram desenhadas somente
as ligagoes dos vértices (vg, vg), (v1,v0) € (v7,00).

Teorema 4.3. Sejam G e G' um grafo regular e seu complemento. Se A(G') € par,
entdo para qualquer grafo H tal que A(G') = A(H) existem aplicagoes de ligagao fy
e fa, tais que (G, f1) X (H, f2) € um grafo harménico.

Demonstracao. Basta observar que tanto G’ como H se decompOem na mesma
quantidade de 2-fatores. Sejam Fi, Fy, F3, ..., F; os 2-fatores da decomposi¢ao de
G', ry,ra, ..., as bijegoes associadas e Ky, K, ..., K; os 2-fatores da decomposicao

de H que serao substituidos pelos ciclos orientados Oy, O, ..., O;. A aplicagao f; faz
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corresponder a identidade a todas as arestas de GG. A aplicacao f, faz corresponder
a cada arco orientado O; a bijecdo r; e ;' ao arco de sentido inverso, para todo
i€ 1,2,..,t. Agora, se V(G) = {v1,vs,...,0,}, damos a cada vértice na forma
(x,v,) a cor p. Novamente, por construcao a coloragao obtida em (G, f1) x (H, f2)
é uma coloragao com folga A com A + 1 cores. Logo, (G, f1) x (H, f2) é um grafo

harmonico. O

A sequéncia de figuras abaixo ilustra o passo a passo da prova do teorema
43l A figura 47 apresenta um grafo G (4-regular) com 7 vértices, seu complemento
G’ e um grafo H tal que A(G") = A(H). A figura [4.8 mostra os ciclos obtidos da
decomposigao em 2-fatores do grafo complementar G’ e do grafo H com orientacoes
arbitrarias. A bijecao apresentada, na figura[£.9 é obtida a partir da orientacao do
ciclo gerado pela decomposicao em 2-fator do grafo complementar G’. A figura .10l

mostra o grafo harmonico resultante.

Figura 4.7: Grafo G (4-regular), seu complemento G’ e o grafo H.

Figura 4.8: Ciclos obtidos pela decomposi¢ao em 2-fatores dos grafos G’ e H com
orientacao arbitraria.
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1—3

2—4
3—=5
4—6
5—=7
6—1
7T—2

Figura 4.9: Bijecao associada ao ciclo da figura [£.8]

Figura 4.10: Grafo harmonico (6-regular) colorido com folga 6 com 7 cores.

Na sequéncia, apresentamos alguns exemplos de grafos harmoénicos obtidos
a partir dos Teoremas e B3l As figuras E11], BE12 e B3 ilustram um grafo
harmonico gerado pela aplicacao do Teorema em um grafo 4-regular de ordem 7

e seu complemento.

Figura 4.11: Grafo G (4-regular) e seu complemento G'.
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1—3

2—4
3—=5
4—6
5—=7
6—1
7T—72

Q (2)
odl\po 1,‘.‘ [ N 10
5008
\,Ayzé}‘ Y ‘ ‘
S N R
ATARay @ Yhiiava
<

[T

Figura 4.13: Grafo harmonico (6-regular) colorido com folga 6 com 7 cores.
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As figuras [4.14] A.T15 .16 e .17 ilustram o grafo harmonico gerado pela
aplicagao do Teorema[L.3lem um grafo G (3-regular) com 6 vértices, seu complemento

G’ e um grafo H tal que A(G') = A(H).

Figura 4.14: Grafo G (3-regular), seu complemento G’ e o grafo H.

f

Figura 4.15: Ciclos obtidos pela decomposi¢ao em 2-fatores dos grafos G’ e H com
orientacao arbitraria.

1—=2
2—3
3—=4
4—5
5—6
6—1

Figura 4.16: Bijecao associada ao ciclo da figura [4.15]
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5
24
7

i‘QV
..“4
LI
’V <
G\ 1]

‘e’

{]
]
{ }
;"'_2.
4"\0 i

/1
S

/\

Figura 4.17: Grafo harmonico (5-regular) colorido com folga 5 com 6 cores.

As figuras [A.18] 4.19 e [4.20 ilustram o grafo harmonico gerado pela aplicagao
do Teorema em um ciclo de ordem 5 e seu complemento. A figura 21 mostra

a coloragao total equilibrada do grafo harmonico obtida como consequéncia do

Teorema 2.3

® )
@ © @,6,@
H—@ CENG

Figura 4.18: Grafo G e seu complemento G'.

@) 1-3
‘.V 3 -5
e\ 41
OO 5 — 2
Figura 4.19: Ciclo obtido pela decomposigao em 2-fator de G’ e sua bijegao associada.

51



Figura 4.21: Coloragao total equilibrada de um grafo harmonico (4-regular) co
cccccc
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As figuras [£.22] [1.23] [1.24] e [4.27] destacam o harmonico gerado pela aplicagao
do Teorema 4.3 em dois ciclos, C5 e C3. A figura [£.26 mostra a coloragao total

equilibrada do grafo harmonico obtida como consequéncia do Teorema 2.3

Figura 4.22: Grafo G, seu complemento G’ e o grafo H.

® .5v ®
@M@ @A@

Figura 4.23: Ciclos obtidos pela decomposi¢ao em 2-fatores dos grafos G’ e H com
orientacao arbitraria.

1—-3
2—4
3—5
4—-1
5—-2

Figura 4.24: Bijecao associada ao ciclo da figura [4.23]

Figura 4.25: Grafo harménico (4-regular) colorido com folga 4 com 5 cores.
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Figura 4.26: Coloragao total equilibrada de um grafo harménico (4-regular) com 5
cores.

4.2.1 Owutra Construcao

O produto funcional de grafos nao ¢é a inica forma de gerar grafos harmonicos,
pois existe uma relagao entre a regularidade e o nimero de vértices do grafo que

garante a existéncia de grafos harmonicos como mostra o Teorema .4l

Teorema 4.4. Sejam n e k € N, se (k + 1)|n, entdo existe um grafo conexo

harmonico k-regular com n vértices.

Demonstragao. Sejam n,k et € N tais que n =t - (k+ 1), se t = 1, entdo o grafo
K, é o grafo harmoénico procurado. Caso contrario, vamos construir o grafo G(V, F)

COImo se segue:

Seja V' = {v10, ..., U1k, V20, - - -, Voky - - -, Vs0y - - -, Vg }, definimos o conjunto F

de arestas da seguinte forma:

Dois vértices v;; e vyj, com 4,7 € {1,2,...,t} e j,5/ € {0,1,2,...,k}, sdo

adjacentes quando:

e Parai=1,sej=0,entdao j # 1;
e Parai =i+ 1 (modt),se j =0, entdo j = 1.
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A cada vértice v;;, damos a cor j do conjunto {0,1,2,...,k}. O resultado é
uma coloragao com folga A(G) que utiliza A+1 cores. Logo, o grafo G é harmonico.

O

As figuras B.27, 128, E.29 e £30 ilustram a prova do Teorema [£4l Para

exemplificar, adotamos n =15, k =4 et = 3.

© @ ® ©
)

B ©

® @
® ®

Figura 4.27: Conjunto de Vértices V = {wvyg

Figura 4.29: Conjunto de arestas de G(V, E'), de acordo com a primeira e a segunda
condicao.
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Figura 4.30: Grafo harmonico (4-regular) colorido com folga 4 com 5 cores.

A figura [£31] mostra uma coloracao total equilibrada do Grafo 4-harmonico

obtida como consequéncia do Teorema 23]

Figura 4.31: Coloragao total equilibrada do Grafo harmoénico resultante.

Vale destacar que todo grafo harmonico, por definicao, satisfaz o Teorema [4.4]
Portanto, esse resultado oferece uma condicao necessaria para existéncia dos grafos

harmonicos.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este capitulo apresenta os resultados obtidos neste trabalho e as propostas

para a continuidade dos estudos.

5.1 Conclusoes

Nessa tese, investigamos o produto funcional de grafos, suas propriedades
e aplicagoes. O produto funcional é uma generalizagao do produto cartesiano e,
assim como outras operagoes em grafos, gera um novo grafo a partir de seus fatores.
Portanto, pode ser utilizado como ferramenta para construcao de novas estruturas.

Sob essa perspectiva, suscitamos trés questionamentos sobre esse novo produto:

1. Quais as propriedades algébricas do produto funcional de grafos?

2. Como o produto funcional de grafos se comporta em relagdo aos principais
invariantes de grafos, isto é, qual a relacao entre um determinado invariante

no grafo produto com esse mesmo invariante nos grafos fatores?

3. Como gerar a familia dos grafos harmonicos a partir do produto funcional de

grafos?
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Propriedades como a comutatividade e a existéncia da unidade (elemento
neutro) sao resultados ja conhecidos. Procuramos estudar a associatividade do
produto funcional de grafos. A partir do teorema [3.2] o produto funcional pode ser
usado para gerar familias de grafos com a mesma sequéncia de graus, pois quando
alteramos as bijecoes associadas pelas aplicagoes de ligacao no produto funcional
entre dois grafos, obtemos grafos distintos (ndo isomérficos) que compartilham a
mesma sequéncia de graus. Por essa razao, mostramos que, no conjunto dos grafos,
arelacao “ter a mesma sequéencia de graus” é uma relagao de equivaléncia e o produto

funcional é associativo nas classes de equivaléncia.

O estudo da associatividade fora das classes de equivaléncia mostrou ser
de dificil tratamento, porque, dependendo da ordem em que se esta realizando o
produto e da cardinalidade do conjunto de vértices dos grafos fatores, é preciso
lidar com diferentes dominios nas aplicacoes de ligacao, condicao que dificulta a
escolha das bije¢oes adequadas. Como ja destacamos, o produto funcional de grafos
nao é associativo, mas o fato do produto cartesiano, um caso particular do produto
funcional, ser associativo nos permite investigar quais sao as condicoes que garantem

a associatividade do produto funcional de grafos.

Em relacao aos invariantes de grafos, estudamos a conexidade do produto
funcional. Apresentamos condi¢oes em que o produto funcional de grafos bipartidos
gera um grafo desconexo e, em seguida, generalizamos esse resultado para grafos
k-partidos. Mostramos que é possivel obter grafos conexos como resultado do
produto funcional, mesmo quando um dos grafos fatores é desconexo. Melhoramos
o resultado apresentado em [33], que garante a conexidade do grafo produto quando

os grafos fatores sao conexos.

Quanto a aplicagao do produto funcional na construcao dos grafos harmonicos,
apresentamos duas formas distintas de se obter essa familia de grafos regulares.
Inicialmente, provamos que para todo grafo regular GG e seu complemento G’ existem
aplicacoes de ligagao tais que o grafo produto é harmoénico. Em seguida, provamos
que para qualquer grafo regular G e seu complemento G’, se A(G”) é par, entao para

qualquer grafo H tal que A(G') = A(H), existem aplicagdes de ligacao tais que o
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grafo produto é harmonico.

Esses resultados generalizam os anteriores, baseados nos grafos k-suporte
[33, 41] e no produto cartesiano [32]. Além disso, mostram que a partir do
produto funcional, a familia dos grafos harmoénicos pode ser estendida infinitamente
preservando a regularidade e a coloracao de vértices com folga A com A + 1 cores.
Além do mais, como consequéncia do Teorema 2.3] a familia dos grafos harmonicos

satisfaz a conjectura de Wang.

Por fim, mostramos que existe uma relagao entre a regularidade e o ntimero
de vértices do grafo que garante a existéncia dos grafos harmonicos. Provamos que
para n e k € N, se (k + 1)|n, existe um grafo conexo harmonico k-regular com n
vértices. Nesse sentido, o produto funcional de grafos nao é a tnica forma de gerar
grafos harmonicos. Ademais, como todo grafo harmonico verifica as condicoes desse
Teorema, tal resultado apresenta uma condi¢ao necessaria para existéncia da familia

dos grafos harmonicos.

5.2 Continuidade do Trabalho

Como trabalhos futuros, pretendemos:

e Investigar em que condigoes o produto funcional de grafos é associativo.

e Estudar o comportamento de outros invariantes para o produto funcional de
grafos, como por exemplo, nimero cromético, diametro e conectividade de

vértices e arestas.

e Identificar os grafos que podem ser gerados a partir do produto funcional entre

dois ou mais grafos fatores, ou melhor, como caracterizar os grafos produtos.

e Reconhecer familias de grafos que podem ser obtidas pelo produto funcional

de grafos.
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e Ampliar as familias de grafos que podem ser coloridas com folga A com A + 1

cores.

Esperamos que nossa contribuicao seja 1til na obtencao de outros resultados,
sobretudo em relacao aos problemas de operacao em grafos e coloracao total

equilibrada.
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