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Em Teoria Espectral de Grafos, é frequente a abordagem de um problema pri-
meiramente em familias especiais de grafos. Por esse caminho, a andlise pode ser
favorecida devido as particularidades dos grafos considerados. Neste texto, escolhe-
mos trabalhar sobre grafos k-arvore, que formam uma subfamilia de grafos cordais.
Mais especificamente, lidamos com grafos k-serpentina e k-leque, que sao casos par-
ticulares de grafos k-caminho, e grafos k-estrela. Todos eles sao grafos bem estru-
turados nos quais os graus dos vértices se distribuem de modo previsivel. Nosso
objetivo é determinar explicitamente o quinto coeficiente caracteristico de cada um
desses grafos em funcgao das varidveis pertinentes. Pela relacao existente entre os
coeficientes caracteristicos e os subgrafos elementares de um grafo, faz-se necessario
conhecer, para o quinto coeficiente, o nimero de ciclos de comprimento quatro nele
contidos. Para isso, estabelecemos uma estratégia de contagem de 4-ciclos baseada
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contagem de 4-ciclos possa ser aplicada a outras familias de grafos bem comportados
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In the theory of graph spectra, it is common to approach a problem primarily in
special families of graphs. By doing this, the analysis of the problem may be favored
due to the peculiarities of the considered graphs. In this research, we choose to deal
with k-tree graphs, which constitute a subfamily of chordal graphs. More specif-
ically, we work with k-ribbons and k-fans, that are particular k-path graphs, and
k-stars. All three subfamilies are composed of well-structured graphs with recogniz-
able degree distribution. Our goal is to explicitly determine the fifth characteristic
coefficient of each of them in terms of the pertinent variables. The characteristic
coefficients of a graph are related to its elementary subgraphs. In order to obtain
the fifth coefficient, the number of cycles of length four must be known. Therefore,
we establish a technique for counting 4-cycles based on lists of size four formed by
labels of vertices. Using combinatorial objects, we are able to understand how the
positions in these lists must be filled in. Thereby, we arrive at closed-form expres-
sions for the number of 4-cycles contained in the examined graphs. We believe that
the method developed might be applied to other families of well-structured graphs

in order to count 4-cycles or modified to count cycles of different length.
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Capitulo 1

Introducao

Em Teoria Espectral de Grafos, é comum a abordagem de um problema primeira-
mente em familias especiais de grafos. Por esse caminho, a investigacao do pro-
blema pode se beneficiar das particularidades dos grafos considerados. Neste texto,
optamos por trabalhar com trés subfamilias de grafos k-arvore que, por sua vez,
constituem uma subfamilia de grafos cordais [I, 2]. Mais especificamente, lidamos
com grafos k-serpentina e k-leque, que sao casos particulares de grafos k-caminho,
e grafos k-estrela. Todos eles sao grafos bem estruturados nos quais os graus dos
vértices se distribuem de modo previsivel. Além disso, dentro da subfamilia das
k-arvores, os grafos k-caminho e k-estrela sao extremais com respeito a quantidade
de vértices simpliciais.

Menos frequentes na literatura de Teoria Espectral de Grafos sao os artigos com
enfoque nos coeficientes caracteristicos de um grafo, em contraste aqueles dedicados
ao espectro em si. DE MORAES et al. [3] se propuseram a estudar o quinto e sexto co-
eficientes caracteristicos de grafos. Sobre o primeiro coeficiente citado, a analise par-
tiu da relagao existente entre os coeficientes caracteristicos e os subgrafos elementares
de um grafo. Os autores estabeleceram o nimero €5 de 2-emparelhamentos em um
grafo qualquer. Com isso, chegaram a uma expressao para o quinto coeficiente que
depende, além de €5, do nimero de 4-ciclos no grafo considerado. O objetivo desta
pesquisa é determinar explicitamente, por meio de uma fung¢ao polinomial, o quinto
coeficiente caracteristico de grafos pertencentes a cada uma das trés subfamilias de
k-arvores mencionadas. Uma vez calculado o nimero de 2-emparelhamentos nesses

grafos, o obstaculo a esse propdsito é estabelecer o nimero de 4-ciclos neles contidos.



A contagem de ciclos em grafos nao é um interesse recente. BONDY e SIMO-
NOVITS [4] resolveram uma conjectura de Erdés mostrando que um grafo de ordem
n contém um ciclo de comprimento 2! para cada inteiro | em [k, kn'/¥] se possui
ao menos 100kn'+(1/%) arestas. MONIEN [5] desenvolveu um algoritmo para iden-
tificar o menor ciclo de comprimento par em um grafo nao orientado em O(n?)
operagoes. Dada a arboricidade a(G) de um grafo G (o niimero minimo de florestas
disjuntas nas quais G pode ser decomposto), CHIBA e NISHIZEKI [6] estabeleceram
quatro algoritmos para: (i) listar todos os triangulos em um grafo G em O(a(G)m)
operagoes, (ii) encontrar todos os 4-ciclos em O(a(G)m) operagoes, (iii) identificar
todos os subgrafos completos K; de ordem [ em O(la(G)!=2m) operagoes, e (iv) listar
todas as cliques em O(a(G)m) operagoes por clique. Utilizando separadores, RI-
CHARDS [7] apresentou algoritmos que detectam tanto 5- quanto 6-ciclos em grafos
planares em O(nlogn) operagdes. Em [§], ALON et al. forneceram varios métodos
para reconhecer e contar ciclos de um dado comprimento em grafos orientados e nao
orientados. A maior parte dos limites obtidos depende unicamente do nimero de
arestas no grafo considerado, e ndo do nimero de vértices. SCHANK e WAGNER [9]
realizaram um experimento focado na eficiéncia de algoritmos para contagem e iden-
tificacao de triangulos em grafos. Como consequéncia, foram capazes de melhorar
um algoritmo conhecido, tornando esses procedimentos viaveis em grandes redes.
Em [I0], BUCHIN et al. estabeleceram cotas superiores para o nimero maximo de
ciclos e de ciclos Hamiltonianos em grafos planares.

Os resultados referidos no paragrafo anterior dependem direta ou indiretamente
do nimero de vértices e/ou arestas do grafo. Logo, os algoritmos para computar o
nimero de ciclos de um dado comprimento em um grafo podem ser custosos se m
e/ou n forem grandes. Nossa intengao é tirar vantagem da estrutura bem compor-
tada e da distribuicao de graus dos grafos nas subfamilias de k-arvores escolhidas
para expressar o nimero exato de seus 4-ciclos por fungoes polinomiais. Ainda que
o objetivo seja a determinacao do quinto coeficiente de seus respectivos polinomios
caracteristicos, acreditamos que a principal contribuicao deste trabalho seja a es-
tratégia desenvolvida para calcular 4-ciclos. A abordagem por listas de rétulos
talvez possa ser aplicada a outras familias de grafos bem estruturados ou adaptada

para contar ciclos de comprimento distinto.



Quanto a estudos concernentes ao polindmio caracteristico de um grafo, apon-
tamos alguns artigos. PRABHU e DEO [I1] deduziram o polindomio caracteristico
de uma perturbagao de um grafo GG a partir do polinomio caracteristico de G e
usaram essa perturbacao para testar isomorfismos entre grafos. Essa ¢ uma abor-
dagem inversa ao problema original de reconstrucao polinomial apresentada por
GUTMAN e CVETKOVIC [12] e considerada posteriormente por HAGOS [13] e SimMIC
e STANIC [14]. SCHWENK [I5] estabeleceu trés métodos para computar o polindémio
caracteristico de um grafo. Um deles faz uso de produto entre grafos, fornecendo o
polindmio caracteristico do produto como uma fung¢ao dos polindmios caracteristicos
dos fatores. ZHANG e ZHANG [I0] focaram nos coeficientes Laplacianos de grafos
uniciclicos. Para um tratamento mais abrangente sobre espectro de grafos, reco-

mendamos [17], [I§] e [19].

Este texto estd organizado como segue. Iniciamos o Capitulo [2] com uma revisao
dos fundamentos basicos de Teoria dos Grafos, incluindo os conceitos de matrizes que
serao necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. O Capitulo [3|apresenta as trés
subfamilias de grafos cordais de interesse, formadas por grafos k-serpentina, k-leque
e k-arvore estrela, assim como o contexto histérico no qual estao inseridas e algumas
propriedades de destaque. O indice de grafos pertencentes a cada uma dessas trées
subfamilias é considerado no Capitulod O Capitulo [f|retne os principais resultados
desta pesquisa, no qual sao estabelecidas expressoes que contabilizam os 4-ciclos
contidos em grafos das trés subfamilias estudadas. Ja o Capitulo[f]trata da aplicagao
dos resultados obtidos na determinacao de um dos coeficientes caracteristicos desses
grafos. Para isso, considera os subgrafos elementares de um grafo e como eles estao
relacionados aos coeficientes caracteristicos do mesmo. Faz uso ainda da contagem
de 2-emparelhamentos em um grafo, desenvolvida em [3]. Por fim, o Capitulo
traz as consideracoes finais sobre o que foi desenvolvido neste trabalho, apontando
algumas diregoes para a sua continuidade. No Apéndice [A] foram alocadas as provas

para duas proposigoes enunciadas no Capitulo [f



Capitulo 2

Teoria dos Grafos

Comecgamos este capitulo recordando conceitos bésicos em Teoria dos Grafos. Em
seguida, tratamos de matrizes no contexto de grafos. Algumas matrizes, quando es-
truturadas e sob determinadas condigoes, caracterizam classes de grafos e permitem
a utilizagao de técnicas que favorecem a analise espectral e o entendimento do grafo

associado.

2.1 Conceitos basicos

Um grafo nao orientado G é uma dupla ordenada G = (V(G), E(G)) na qual V(G) é
um conjunto de vértices e F(G) é um conjunto de arestas. Cada aresta de E(G) é um
subconjunto de V(G) com um ou dois vértices. Em geral, escrevemos simplesmente
V e E em lugar de V(G) e E(G). Dada uma aresta e = {u,v} em E, dizemos que
u e v sao as extremidades da aresta e e que e conecta u a v. Nesse caso, u e v Sa0
chamados de vértices adjacentes. E comum notar a aresta e = {u,v} por e =uv (ou
e = vu), omitindo-se a notacao usual de conjunto. Se uma aresta e = uv em FE é
tal que v = u, ou seja, e é uma aresta que conecta um vértice a si mesmo, entao G
possui um lag¢o em v (ou em u).

Um grafo G é simples quando nao apresenta lagos e quando nao ocorre mais
de uma aresta entre um mesmo par de vértices. Em todo este texto, consideramos
apenas grafos dessa natureza.

A maneira usual de representar graficamente um grafo G = (V, E') é desenhando

um ponto para cada vértice de V e ligando dois desses pontos por uma linha sempre



G G

Figura 2.1: Um grafo isomorfo a seu grafo complementar.

que eles constituirem uma aresta de FE. E irrelevante como esses pontos e linhas sao
desenhados desde que seja levada em consideragao a informagao sobre quais pares
de vértices formam, ou nao, uma aresta.

A ordem de um grafo G = (V,E) é o ntmero n de vértices em V, enquanto
o tamanho de um grafo corresponde ao nimero m de arestas em E. O grau de
um vértice v em V', notado por d(v), corresponde ao nimero de arestas incidentes
em v. A wvizinhanga N(v) de um vértice v em V é o subconjunto N(v) = {w ¢
V|{w,v} € E} contido em V. Se, para todo v em V, N(v) possui 0 mesmo nimero
r de elementos, dizemos que G é um grafo r-reqular. Dado qualquer subconjunto S
de V, chamamos de G[S] o subgrafo de G induzido pelos vértices em S. Quando
G[S] é um subgrafo completo de G, dizemos que S é uma cliqgue. Um vértice v de
V' é simplicial em G se N(v) é uma clique e é universal em G quando N(v) possui
n — 1 elementos.

Dizemos que um grafo G com n vértices é um grafo completo, e escrevemos
G = K,,, quando todos os seus vértices sao adjacentes dois a dois, ou seja, quando
todo vértice do grafo é universal.

Dado um grafo G = (V, E), o seu grafo complementar G é o grafo com o mesmo
conjunto de vértices de G e tal que existe uma aresta entre dois vértices u e v de V
em G sempre que esses vértices nao sdo adjacentes em G.

Sejam G = (V, E) e G' = (V' E") dois grafos. Dizemos que G e G’ sao isomorfos, e
escrevemos G ~ G'; se hd uma bijecao ¢ : V' — V' satisfazendo uv € E < p(u)p(v) €
E’" para todo u, v em V. A funcao ¢ é chamada de um isomorfismo entre G e G';
se G =G’ entao ¢ é um automorfismo. Na Figura vemos um exemplo de grafo
G = (V,E) isomorfo a seu grafo complementar G = (V, E’). De fato, definindo a
fungao p: V -V por p(1) =1, p(2) =4, v(3) =2, (4) =5 e ¢(5) = 3, verificamos
que (1)¢(2) = 14, ©(2)¢(3) = 42, ¢(3)¢(4) = 25, p(4)¢(5) =53 e p(1)p(5) =13



(a) P=1287569 c G (b) Cs5 =128731c G

Figura 2.2: Um caminho de comprimento 6 e um 5-ciclo contidos em G.

sao arestas de E'.

Um caminho é um grafo nao vazio P = (V(P),E(P)) da forma V(P) =
{v1,v9,...,0s} e E(P) = {viva, 0903, ...,0510s}, sendo os elementos de V(P) to-
dos distintos. O caminho P liga os vértices v; a vg e por isso v; e vg sao chamados
de extremos de P, em contraste aos seus vértices internos vg,vs...,vs 1. O com-
primento do caminho P corresponde ao ntiimero de suas arestas, |[E(P)|. E comum
representar o caminho P pela sequéncia de seus vértices: P = vjv9v3...v,. A Figura
mostra um caminho de comprimento seis, P = 1287569, contido no grafo G.
Um grafo caminho ou grafo 1-caminho em n vértices, que notaremos por PJ' = (V, E),
com |E| =n-1, é o grafo consistindo em um caminho ligando os n vértices do grafo.
Apresentaremos uma generalizagao para os grafos 1-caminho no Capitulo [3]

Se P = v1v;...v, ¢ um caminho com n > 3, entao o grafo definido por C' = P+v,,v;
é chamado de ciclo. A representacao usual de um ciclo, como feita para o caminho,
é por meio da sequéncia (ciclica) de seus vértices, C' = vy ...v,v;. O comprimento
de C corresponde ao numero de suas arestas (ou de seus vértices). O ciclo de
comprimento k é conhecido por k-ciclo e notado por Cy. A Figura [2.2(b)| mostra
um 5-ciclo, C5 = 128731, contido no grafo G. Quando estiver expressamente claro
pelo contexto que C' representa um ciclo, omitiremos a repeticao do vértice v; ao
final da sequéncia vivs...v,v1, escrevendo simplesmente C' = v1vy. .. v,.

Dado um grafo G = (V, E), a distancia em G entre quaisquer dois vértices v;,v;
em V ¢ definida como o nimero de arestas no menor caminho ligando v; e v;. Caso
nao exista caminho entre v; e v;, dizemos que a distancia entre os vértices ¢ infinita.

Dizemos que um grafo G = (V, E') é conezxo se, para todo par de vértices distintos

v;, v; em V, existe um caminho entre v; e v;. Caso contrdrio, dizemos que G ¢é



desconexo. Nesse caso, a representacao grafica de G fica dividida em pelo menos
duas partes, chamadas de componentes conexas de G. Se G = (V, FE) é tal que
|E| =0, ou seja, os vértices de G sao todos isolados, entao G' é um grafo totalmente
desconezo. Nesse caso, o seu complementar G é um grafo completo.

Uma floresta é um grafo aciclico, isto é, que nao contém ciclos. Uma floresta
conexa, por sua vez, é uma drvore. Assim, uma floresta é um grafo cujas componen-
tes sao arvores. Em uma arvore, os vértices de grau 1 sao chamados de folhas. Um
grafo caminho P;* ¢ um exemplo de drvore com o menor numero possivel de folhas,
que correspondem aos dois extremos de P;'.

Um ciclo hamiltoniano em um grafo G = (V, E') é um ciclo que passa por cada um
dos vértices de V.Se G possui tal ciclo, entao G' é chamado de grafo hamiltoniano.
A sequéncia (ciclica) de vértices que corresponde ao ciclo hamiltoniano de G induz
uma sequéncia de graus dos vértices que formam esse ciclo. Se vivy...v,v; € um ci-
clo hamiltoniano de G e d; é o grau do vértice v;, com i =1,2,...,n, entao dids...d,
é a sequéncia de graus dos correspondentes vértices do ciclo hamiltoniano (omite-se
a repeticao de d; ao final dessa sequéncia). Com a notacao D = [dy,dy, ..., d,], D é
chamada de sequéncia hamiltoniana de graus ou hds (do inglés hamiltonian degree
sequence) de G. E comum fragmentar essa notagao quando elementos consecuti-
vos da sequéncia se repetem, escrevendo-o somente uma vez e adicionando como
poténcia o nimero de vezes que a repeticao ocorre. Como ilustragao, tomemos a
sequéncia D = [2,4,5,5,5,4,4,4,4,2]; podemos expressa-la de forma equivalente por
D =[2,4]o[5]? o [4]* o [2].

Um grafo G = (V,E) é dito cordal se todo ciclo de comprimento maior que
ou igual a quatro possui uma corda, ou seja, uma aresta ligando dois vértices nao
consecutivos do ciclo. Um grafo é periplanar se ele pode ser imerso no plano de
tal modo que todos os seus vértices estejam na face exterior. Um grafo periplanar
¢é periplanar mazrimal se a adicao de uma aresta entre quaisquer dois vértices nao
adjacentes resulta em um grafo nao-periplanar. Tais grafos sao conhecidos como
mops, do inglés maximal outerplanar graphs, e constituem uma subclasse dos grafos
cordais planares. Como todos os vértices de um mop estao na face exterior, seu
contorno forma um ciclo hamiltoniano. As arestas do ciclo hamiltoniano sao ditas

externas, enquanto as demais sao as arestas internas.



RODRIGUES [20] generalizou o conceito de regularidade estabelecendo o conceito
de mazxregularidade. Nesse caso, procura-se nao mais por grafos com todos os vértices
de mesmo grau r, mas sim por aqueles que, em uma dada familia de grafos, possuam
o maior nimero possivel de vértices de grau r. Sejam P um conjunto de restrigoes ou
propriedades que define uma classe de grafos e G um grafo de ordem n que satisfaz
P. G é (n,r)-mazxregular quando G tem o maior nimero possivel de vértices de
grau r, dentre todos os grafos de ordem n que satisfazem P. Assim, se G satisfaz
P e wg(r) é o nimero de vértices em G de grau r, G é (n,r)-maxregular se e
somente se wg(r) = max{wg (r) |G’ é um grafo de ordem n que satisfaz P}. Como
exemplo, considere a classe das arvores. Dentre elas, todos os caminhos P} sao
(n,2)-maxregulares, pois s@o as arvores com n vértices com o maior nimero possivel
de vértices de grau 2.

Seja | um inteiro maior que ou igual a 2. Um grafo G = (V, E) é l-partido se V
admite uma partigdo em [ classes (disjuntas) de modo que cada aresta tenha suas
extremidades em classes distintas, ou seja, vértices em uma mesma particado nao
podem ser adjacentes. E comum o termo bipartido no lugar de 2-partido.

Tratamos na proxima secao das matrizes mais frequentes na Teoria dos Grafos.

2.2 Matrizes em Teoria dos Grafos

Matrizes sao amplamente utilizadas no estudo de grafos. Representamos um grafo
G = (V, E), em geral, por meio da matriz de adjacéncia A(G). Se |[V(G)| =n, entao
A(G) = [a;j] é a matriz quadrada de ordem n na qual ou a;; = 1, quando existe
uma aresta entre os vértices v; e vj, ou a;; = 0, caso contrario. Com relagao a grafos
simples, observamos que A(G) é sempre uma matriz simétrica, isto é, a;; = aji,
1,7 =1,...,n, e com coeficientes nulos na diagonal principal. Como o tra¢o de uma
matriz é definido como a soma dos elementos da sua diagonal, segue que o trago de
A(G) é sempre nulo. Outra matriz simétrica associada a G é a matriz Laplaciana
L(G) = D(G) - A(G), onde D(G) é a matriz diagonal dos graus dos vértices de
G. Com uma pequena mudanca definimos a matriz Laplaciana sem sinal como
Q(G) = D(G) + A(G).

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de autovalor de A o niimero



(real ou complexo) A\ para o qual existe um vetor z ndo nulo em R" satisfazendo
Ax = Ax. O vetor x é chamado de autovetor de A associado a A\. O nimero \ é
um autovalor de A se e somente se det(Al, — A) =0, onde I,, é a matriz identidade
de ordem n. O polinémio de grau n em A definido por p(A;\) = det(\[, — A) é
chamado de polinomio caracteristico de A. Os autovalores de A sao as n raizes
(sobre o corpo C) de p(A; ), considerando-se multiplicidades. Definimos o espectro
de A como a n-upla Spec(A) = (A1, A2,..., \n). Quando os n autovalores de A sao
reais, ¢ comum ordena-los de forma decrescente, tal que Ay > Ay > ... > \,. Para

representar os autovalores juntamente a suas respectivas multiplicidades, usaremos

a notacao
Spect(4) <[ M M| (2.1)
dy, di, ..., d
onde d’ representa a multiplicidade algébrica do autovalor A; como raiz do polinomio
caracteristico, parai=1,2,...,n.
Uma matriz real simétrica M, de ordem n, é positiva definida se e somente se
2" Mz > 0 para todo vetor nao nulo z em R™, onde 27 representa o vetor z transposto.

Se vale a desigualdade z" Mz > 0 para todo vetor nao nulo z em R, entao M é uma

matriz positiva semidefinida.

Os vetores q1, 4, - .., qn SA0 ortonormais se q; qi = d;,, onde
0, sei#k,
1, sei=k,

representa a funcao delta de Kronecker. Uma matriz com colunas ortonormais é
comumente notada por @) e satisfaz QTQ = I. Quando @) é quadrada, Q7Q) = [
implica em QT = Q7! e Q ¢é dita uma matriz ortogonal.

Uma similaridade é uma transformacao que associa a uma matriz A uma matriz
da forma B = PAP~', na qual P é uma matriz invertivel. Nesse caso, as ma-
trizes A e B sao ditas semelhantes ou similares e P é a matriz de similaridade.
Observamos que: (i) a toda matriz invertivel P estd associada uma transformacao
de similaridade; (ii) se P ¢ invertivel e ortogonal, a transformacao recebe o nome
de similaridade ortogonal; (iii) se A e B sado matrizes semelhantes, elas possuem

polindmios caracteristicos iguais, o que pode ser justificado pelas propriedades do
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Figura 2.3: Dois grafos nao isomorfos e coespectrais com 6 vértices.
determinante:

det(B) = det(PAP™)

= det(P) det(A) det(P™)
1

= det(P) det(A) 1ot(P)

= det(A).

Consequentemente, as matrizes semelhantes A e B compartilham o mesmo espectro.
Uma matriz elementar é qualquer matriz quadrada que se escreva como a soma
da matriz identidade com uma matriz de posto 1. Matrizes elementares sao uteis
pois podem ser armazenadas de forma compacta e tém suas inversas calculadas
facilmente [21].Quando, numa transformagao de similaridade, a matriz P é invertivel
e elementar, a transformacao é chamada de similaridade elementar; se P é invertivel,
ortogonal e elementar, a transformacao é dita similaridade ortogonal elementar.

A teoria espectral de matrizes induz conceitos equivalentes nas matrizes associ-
adas a grafos. Dizemos que os autovalores de G sao os autovalores reais da matriz
de adjacéncia (simétrica) A(G). O maior autovalor do grafo G, A\, é chamado de
indice de G. A partir da matriz Laplaciana definimos os autovalores laplacianos de
G, consistindo de todos os autovalores reais da matriz laplaciana (simétrica) L(G).
A matriz L(G) é positiva semidefinida, logo tem todos os autovalores ndo negativos,
e singular, isto ¢, tem ao menos um autovalor nulo.

Por simplicidade, notaremos o polinomio caracteristico de um grafo G por
p(G;A), no lugar de escrever p(A(G);\). Os coeficientes caracteristicos de G
sao os coeficientes que multiplicam as poténcias da variavel A na expansao de
p(G; ) =det (M, — A(G)).

Dois grafos nao isomorfos sao ditos coespectrais se possuem oS mesmos au-

tovalores com as mesmas multiplicidades. Na Figura [2.3] os dois grafos cone-

10



x0s com seis vértices, G e G, tém polindmio caracteristico igual a p(G;;\) =
A6 —TA = 4N3+TA2+4)\ -1, com i = 1,2, e, portanto, sdo coespectrais [22].

No decorrer deste texto, trataremos essencialmente de grafos pertencentes a trés
subfamilias de grafos cordais. O préximo capitulo se dedica a apresentacao dessas
subfamilias, ilustrando-as com exemplos e destacando caracteristicas de cada uma

delas.
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Capitulo 3

Subfamilias de grafos cordais

O interesse deste capitulo é apresentar algumas subfamilias de grafos cordais. A
mais abrangente das subfamilias consideradas, no sentido de conter as demais, é a
formada pelos grafos k-arvore. Esses grafos estao relacionados a sistemas lineares
esparsos e foram caracterizados por ROSE [I] e posteriormente por FROBERG [2].
Da subfamilia de grafos k-arvore, destacamos as subfamilias de grafos k-caminho
e k-arvore estrela [23]. Contidas na subfamilia de grafos k-caminho, ressaltamos
ainda duas subfamilias de grafos: a primeira formada pelos grafos k-serpentina e a
segunda pelos grafos k-leque. Ambas foram introduzidas por MARKENZON e WAGA
[24], sendo os grafos k-serpentina uma extensao dos grafos serpentina tratados em
[25]. Comegamos o capitulo apresentando os grafos k-arvore e os grafos k-caminho,
assim como dois resultados relativos ao niimero de vértices simpliciais contidos nesses
grafos. Em seguida, voltamos nossa atencao para as duas subfamilias citadas de

grafos k-caminho e para a subfamilia de grafos k-arvore estrela.

3.1 Grafos k-arvore e k-caminho

Definicao 3.1.1. Um grafo k-drvore, ou simplesmente uma k-arvore em n vértices,

com k>0en>k+1, é definido indutivamente da seguinte forma:
e Todo grafo completo com k + 1 vértices é uma k-arvore.

e Se G = (V,E) é uma k-arvore, v ¢ V e @ c V é uma k-clique de G, entao
G'=(Vu{v}, Eu{vw|weQ}) é também uma k-arvore.

12
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Figura 3.1: Construgao de 73°, uma possivel 3-drvore com 10 vértices.

e Nenhum outro grafo é uma k-arvore.
Quando conveniente, notaremos um grafo k-arvore em n vértices por 7).

O numero de arestas m em qualquer k-arvore decorre diretamente de sua de-
finicao construtiva. De fato, partimos de um grafo completo com k + 1 vértices, que
possui %(k + 1) arestas, e inserimos k novas arestas no grafo ao adicionarmos cada
um dos vértices de rétulo (k+2) a n. O modo como escolhemos a clique de ligacao
de um novo vértice adicionado a k-arvore nao afeta o nimero total de arestas no
grafo. Portanto, o niimero de arestas m depende apenas da variavel k e do nimero

de vértices n da k-arvore considerada. Podemos expressar m por:

m=m(n,k):k(n—l)—ﬁ. (3.1)

2 2

Seguindo PROSKUROWSKI [26], dizemos que uma k-arvore com n vértices, n >
k+1, rotulados por 1,2, ..., n, esta recursivamente rotulada se os vértices 1,2, ..., k+1
formam uma clique de tamanho k+1 em T} e todo vértice de rétulo j, com j > k+1, é

adjacente a exatamente k vértices rotulados com valores menores que j que formam

13
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Figura 3.2: Duas 2-arvores distintas com 8 vértices.

uma clique. A rotulagao recursiva nao é unica. Por exemplo, ao adicionarmos o
vértice j = k+2, hé diversas possibilidades para seus k vértices adjacentes. Podemos
escolher os de rotulos 1,2, 3, ..., k, ouosderétulos 1,3,4,... k+1,0u2,3,... k k+1,
etc.

Os primeiros k + 1 vértices de uma k-arvore formam a sua clique base, enquanto
a k-clique escolhida no momento da adi¢ao de um vértice v é chamada de clique de
ligacao de v. A rotulacao recursiva de uma k-arvore reflete o modo como ela foi
construida segundo sua defini¢ao.

Em uma k-arvore, um vértice v é simplicial quando sua vizinhanga N(v) é uma
clique de tamanho k, ou seja, satisfaz |N(v)| = k.

A Figura mostra o processo de construcao de uma possivel 3-arvore em dez
vértices. No momento da adi¢ao de um novo vértice, sua clique de ligacao aparece
realcada em tom de cinza. Os vértices de rotulos 5, 6, 7, 9, e 10 sao simpliciais, pois
estao ligados a cliques de tamanho 3 em 73°. Na Figura [3.2] vemos duas 2-drvores
distintas em oito vértices. A 2-arvore em possui quatro vértices simpliciais
(rétulos 1, 6, 7 e 8), enquanto a 2-drvore em possui somente dois vértices
ligados a cliques de tamanho 2 (rétulos 1 e 8).

Os grafos k-caminho formam um subconjunto da subfamilia de grafos k-arvore.
Eles sao definidos de modo semelhante a estes, porém com uma restricao sobre a

escolha para clique de ligacao no momento da adi¢ao de um novo vértice.

Definicao 3.1.2. Um grafo k-caminho, ou simplesmente um k-caminho em n

vértices, com k>0 e n >k + 1, é definido indutivamente por:

14
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Figura 3.3: Todos os grafos 2-caminhos com 8 vértices e nao isomorfos.

e Todo grafo completo com k + 1 vértices é um grafo k-caminho (e, portanto,

uma k-arvore).

e Se G=(V,E) é um grafo k-caminho, v ¢ V e Q €V é uma k-clique de G con-
tendo ao menos um vértice simplicial, entao G’ = (V u{v}, Eu{vw|w e Q})

¢ também um grafo k-caminho.
e Nenhum outro grafo é grafo k-caminho.

Quando conveniente, notaremos um grafo k-caminho em n vértices por P;'. Quando

k=1, o grafo 1-caminho em n vértices, PJ*, coincide com o caminho usual P.

Todos os grafos 2-caminho em oito vértices e nao isomorfos estao ilustrados na
Figura 3.3 Apontamos o fato que cada um dos grafos apresentados possui exata-
mente dois vértices simpliciais. Essa é a caracteristica destacada por MARKENZON
et al. [23] no préximo resultado, que estabelece uma condi¢ao necesséria e suficiente

para que um grafo k-arvore seja um grafo k-caminho.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Caracterizacao). Seja G = (V, E) uma k-drvore em n
vértices, comn>k+1. G é um grafo k-caminho se e somente se possui exatamente

dois vértices simpliciais.

Segundo o Teorema [3.1.1] para verificarmos se uma k-drvore G = (V, FE) é um

grafo k-caminho, basta analisarmos a cardinalidade da vizinhanca de v em G, para
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todo v em V. Por exemplo, nos grafos 2-arvore da Figura [3.2] ocorrem, respecti-
vamente, quatro e dois vértices de grau 2 (simpliciais). Pelo Teorema de Caracte-
rizacao, apenas a 2-arvore da Figura ¢ um grafo 2-caminho.

Ainda com relagdo a vértices simpliciais, PEREIRA [27] demonstrou qual é o

maior e o menor nimero possivel de tais vértices em um grafo k-arvore.

Lema 3.1.1. Um grafo k-arvore em n vértices, com n > k + 1, possui no minimo

dois e no maximo n — k vértices simpliciais.

H& duas subfamilias de grafos k-arvore que satisfazem as quantidades extremais
de vértices simpliciais mencionadas no lema acima. O valor minimo ¢é atingido por
grafos k-caminho, em acordo com o Teorema Ja o valor maximo de vértices
simpliciais ¢ atingido por grafos k-arvore estrela. Consideramos essas subfamilias

com mais detalhes na proxima secao.

3.2 Grafos k-serpentina, k-leque e k-arvore estrela

No decorrer deste texto, lidaremos com trés subfamilias de grafos k-arvore. Como
comentado no inicio deste capitulo, duas delas, formadas pelos grafos k-serpentina
e pelos grafos k-leque, sao casos particulares da subfamilia de grafos k-caminho. A
terceira subfamilia é um caso particular de grafos k-arvore. Apresentamos cada uma
a seguir, observando caracteristicas com relacao as matrizes de adjacéncia de seus
grafos.

A ideia por tras dos grafos k-serpentina é simples. Comegamos, como nos grafos
k-caminho, com uma clique de tamanho k + 1. A partir dai, escolhemos sempre
os k ultimos vértices incluidos para formar a clique de ligagao ao adicionarmos um
novo vértice ao grafo. Tal clique sempre possui um vértice simplicial, a saber, o
vértice de maior rétulo dentre os vértices da clique de ligacao, o que garante que

uma k-serpentina é um exemplo de grafo k-caminho.

Definigao 3.2.1 ([24]). Um grafo k-serpentina, ou simplesmente uma k-serpentina

em n vértices, com k>0 e n >k + 1, notado por S}, é definido indutivamente por:

e Todo grafo completo com k + 1 vértices é uma k-serpentina (e, portanto, um

k-caminho).
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Figura 3.4: Construcao de S5, a 3-serpentina com 9 vértices.

e Se G =(V,E) é uma k-serpentina, v ¢ Ve €V é uma k-clique de G contendo
os vértices mais recentemente incluidos, entao G’ = (V u{v}, Eu {vw|w € Q})

¢ também uma k-serpentina.
e Nenhum outro grafo é k-serpentina.

Para k e n dados, o grafo k-serpentina de ordem n é tinico. E possivel definir uma
k-serpentina de outras duas maneiras: por meio do conceito de maxregularidade ou
por meio de poténcias de Pj*. RODRIGUES et al. [25] observaram que um grafo k-
caminho é uma k-serpentina, com k > 1, quando é (n, 2k)-maxregular. Pela defini¢ao
de maxregularidade, a k-serpentina é o k-caminho de ordem n com o maior niimero
de vértices de grau 2k.

Para o terceiro modo de se definir uma k-serpentina, é necesséario recordarmos o
conceito de poténcia de um grafo. Dados um grafo G = (V, E') e um ntmero inteiro
positivo d, a d-ésima poténcia de G é o grafo G(4) = (V, E") no qual dois vértices sao
adjacentes se e somente se a distancia entre eles em G é no maximo d. Segue que
G=GWcG?c.. . [29].

Da definigao de d-ésima poténcia de um grafo, MARKENZON ¢ WAGA [24] esta-

)(d)

beleceram a seguinte relagao entre (P} e os grafos k-serpentina:
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Figura 3.5: Construgao de Sj e S3 por poténcias 2 e 3 de Py.

)(d)

Lema 3.2.1. Para um numero inteiro positivo d fixo, com d < n, (P}’ é um grafo

d-serpentina.

Um exemplo é mostrado na Figura na qual, partindo de um caminho com
nove vértices, P, obtemos: (i) S9, em , tomando a poténcia 2 do primeiro
grafo; (ii) S3, em [3.5(c)} tomando a poténcia 3 do primeiro grafo. A Figura
ilustra a construgao da mesma 3-serpentina com nove vértices seguindo sua defini¢ao

indutiva.

As matrizes de adjacéncia de S9 e SY (Figuras [3.5(b)| e 3.5(c)) sao, respectiva-

mente:
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101100000 101110000
110110000 110111000
011011000 111011100
A(S3)=fo o1 101 1 00[cA(S5)=l0 11101110 32
0001101710 001110111
0000110711 000111011
000001101 000011101
000000110 000001110

B! ] [ 11 ]
111 1111
11 11 11 111
11 11 111 111
A(S3) = 11 11 eA(S)=l 111 111 | (33
1111 111 111
11 11 111 11
111 1111
_ 11 i 111 |

evidenciando a estrutura (2,2)-banda e (3,3)-banda de A(S9) e A(S9). E claro

que, ao aumentarmos o nimero n de vértices de Sy e S, nao alteramos a estrutura

Figura 3.6: S com n par e impar e ciclos hamiltonianos em evidéncia.
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Figura 3.7: FJ = K; + 59, o tinico 2-leque com 7 vértices.

de banda de suas respectivas matrizes de adjacéncia. Assim, rotulando os vértices
de uma k-serpentina como feito para os casos particulares anteriores (rétulos 1 a k
para os vértices da k-clique inicial e os demais variando de (k + 1) a n, em ordem
crescente conforme adi¢ao ao grafo durante sua construgao), podemos afirmar que a
matriz de adjacéncia associada a uma k-serpentina em n vértices, S7', ¢ uma matriz
simétrica do tipo (k, k)-banda, similar as mostradas em . Procurar por grafos
satisfazendo essa condicao foi a primeira motivacao para este trabalho.
RODRIGUES et al. [25] apresentaram uma quarta possibilidade nos casos em que
k =2 e n >3, definindo uma 2-serpentina em n vértices a partir de sua sequéncia
hamiltoniana de graus (hds). Isso é possivel pelo fato da 2-serpentina ser um exemplo

de mop e, consequentemente, possuir um ciclo hamiltoniano. Quando n é par, como

na Figura[3.6(a)| a hds de S§ é

[2,3] 0 [4]" o [2,3] 0 [4]7,

e quando n é impar, como na Figura [3.6(b), sua hds é

n—4 n—4

[2,3] 0 [4]°) o [3,2] o [4]° )11

A segunda subfamilia dos grafos k-caminho é composta pelos grafos k-leque.
Sua defini¢do faz uso da operagao de jun¢ao de grafos [29]. Dados Gy = (V4, E1) e
Go = (Va, E»), a jungao de Gy e Gy é o grafo Gy + G definido por

Gi1+Go=(VTuVy, BEyuEyu{uv|ueVy evelh}). (3.4)

Definicao 3.2.2 (|24]). Um grafo k-caminho, com k > 2, é um k-leque em n vértices
quando é a juncao do grafo completo K;, com 1 <[ < k-1, e de uma (k—1)-serpentina

com n—1 vértices, SP7}, ou seja, K; +S77.
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Como, dado um valor de k, a variavel [ pode variar de 1 a k-1, é o par (I,k-1)
que especifica o tipo de jun¢ao de um k-leque. Para um dado n > 2k+1, existem k-1
k-leques nao isomorfos determinados pelos pares (1,k—-1), (2,k-2), ..., (k-1,1)
[24].

Quando k = 2, [ é obrigatoriamente igual a 1 e o par (1,1) especifica a juncao
do tnico 2-leque em n vértices, formado por K; (um vértice apenas) e ST (que
coincide com um caminho de n — 1 vértices). Assim como uma 2-serpentina, um
2-leque também fica caracterizado por sua hds, dada por [2,n —1,2] o [3]"3. A
Figura [3.7| traz como exemplo o 2-leque com 7 vértices e hds igual a [2,6,2] o [3]*.

Como um segundo exemplo, fixemos n =10 e k = 4. Nesse caso, hé trés 4-leques
nao isomorfos determinados pelos pares (1,3), (2,2) e (3,1). Os respectivos grafos
sdo, portanto, K + 53, Ky + S5 e K3+ 5], e estao representados na Figura [3.8

A matriz de adjacéncia do 4-leque determinado pela jungao de K, com S5 (Figura

3.8(b)), fica

A(Ky+55) = (3.5)

Os tragos separando as duas primeiras colunas e duas primeiras linhas da matriz em

(3.5) evidenciam sua estrutura em blocos:

A (KQ) J2><8

A(Ky+S5) = , (3.6)

Jea | A(SD)

onde o simbolo J representa a matriz de ordem indicada com todos os seus coefici-

entes iguais a 1.
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(¢) 4-leque dado pelo par (3,1)

Figura 3.8: Os trés possiveis 4-leques com 10 vértices nao isomorfos.

Observamos que, fixados n e k, temos diferentes k-leques nao isomorfos que, con-
sequentemente, estao associados a matrizes de adjacéncia distintas. Apesar disso,
uma vez escolhido o par (I,k - 1) que especifica o k-leque, sempre podemos ob-
ter a respectiva matriz de adjacéncia com a estrutura em , bastando rotular
os vértices do k-leque comecando pelos [ vértices do grafo completo seguidos dos
vértices da (k —[)-serpentina.

MARKENZON e WAGA [24] mostram como determinar, a partir dos grafos utili-
zados na juncao, os graus dos vértices de um grafo k-leque, com k > 2, em n vértices.
Os [ vértices do grafo completo K; tém grau n—1 e os graus de cada um dos vértices
da (k —l)-serpentina, ja conhecidos, devem ser acrescidos de [. Explicitaremos essa
sequencia no préximo capitulo.

A terceira subfamilia dos grafos cordais de nosso interesse é formada pelos grafos

k-arvore estrela, cuja definicao apresentamos a seguir.

22



Definicao 3.2.3 ([27]). Uma k-drvore estrela ou, simplesmente, uma k-estrela em
n vértices, com n > k + 1, notada por £}, ¢ uma k-arvore com exatamente n — k

vértices simpliciais.

A Definic¢ao [3.2.3] é equivalente a colocarmos uma restrigao sobre a escolha da
clique de ligagao no momento de adi¢cao de um novo vértice a k-arvore. Como usual,
iniciamos com um grafo completo com k+ 1 vértices e podemos selecionar quaisquer
k vértices dentre eles para formar a clique de ligagao ao adicionarmos o vértice de
rétulo (k +2). A partir dai, qualquer novo vértice adicionado ao grafo terd como
clique de ligagao a clique de ligacao do vértice (k+2). Escolhidos valores para k e n,
assim como k vértices dentre os que formam a clique base, a k-arvore estrela obtida é
unica. Podemos, sem perda de generalidade, escolher como clique de ligacao aquela
formada pelos vértices de rotulos 1 a k da clique base; qualquer vértice de rétulo 7,
com j > (k+2), adicionado a k-arvore sera ligado aos vértices dessa clique de ligagao
(por defini¢ao, o vértice de rétulo (k+ 1) também estd ligado a esses k vértices).

Uma definicao alternativa para as k-arvores estrela é por meio da operacao de
juncao entre um grafo completo com k vértices, K}, e o complementar do grafo
completo com n — k vértices, K,_i, que consiste em n — k pontos isolados. Assim,
podemos representar E}' como Kj + K, . Trabalhar com essa definicao nao é
interessante ao proposito deste trabalho.

Na Figura |3.9| apresentamos dois exemplos: uma 2-estrela com oito vértices,
E3, e uma 4-estrela com sete vértices, E]. As respectivas cliques de ligagao estao
destacadas em cinza; para ES, a clique de ligagao é formada pelos vértices de rétulos
1 e 2, enquanto para EY, pelos vértices de rétulos 1, 2, 3 e 4. Observe que E possui
8 — 2 = 6 vértices simpliciais (rétulos 3 a 8), de grau 2, enquanto EJ possui 7-4 =3

vértices simpliciais (rétulos 5 a 7), de grau 4. As matrizes de adjacéncia desses
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grafos sao, respectivamente,

A(ES) = ceA(ED)=11110/1 11| 37

Os tracos horizontais e verticais nas matrizes em (3.7)) dividem cada uma delas nos

seguintes blocos

A | 30

e A(E]) = : (3.8)

Jsxa | O3
onde 0; representa a matriz nula 7 x 7. Em geral, dado um grafo k-arvore estrela
em n vértices, £, é sempre possivel colocar sua matriz de adjacéncia na forma em

bloco como as matrizes em (3.8)), desde que a escolha para a clique de ligagao dos

vértices de rétulos (k+1) a n seja formada pelos vértices de rétulos 1 a k; obtemos

A(Ky) | Jkx(n-r)
A (E}?) = )
| J(n—k)xk Ok )
ou ainda ) )
n I — I, ka(n—k‘)
A(Ey) =
| J(n—k)xk On—k )

Trabalhar com matrizes em blocos pode ser util em algumas aplicacoes, especial-
mente quando o ndmero n é bem maior do que o valor de k, pois nesse caso a
submatriz nula de ordem n — k, no bloco inferior direito, representa uma parte sig-
nificativa da matriz de adjacéncia de E}.

No proximo capitulo, olhamos com mais detalhes a distribuicao dos graus do
vértices em cada uma das trés subfamilias apresentadas. Além disso, tratamos do

maior autovalor dos grafos k-serpentina e k-leque.
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(a) 2-estrela com n =8 (b) 4-estrela com n =7

Figura 3.9: Exemplos de grafos k-arvore estrela para k=2 e k = 4.
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Capitulo 4

Indice de grafos k-serpentina,

k-leque e k-arvore estrela

Comecamos este capitulo recordando um resultado que estabelece cotas, superior e
inferior, para o maior autovalor de um grafo. Ele serd utilizado com o propdsito
de caracterizar o indice de grafos pertencentes as trés subfamilias de grafos cordais,
formadas pelas k-serpentinas, pelos k-leques e pelas k-arvores estrela, a medida que
o nimero de vértices desses grafos cresce arbitrariamente. Além disso, o Teorema do
Entrelacamento permite observar algumas relagoes entre os autovalores dos grafos

considerados quando um novo vértice é adicionado a cada um deles.

4.1 Indice de um grafo

Um resultado importante e conhecido sobre matrizes nao-negativas é o Teorema de
Perron-Frobenius. Ele afirma que, se A € M,,,,, é matriz ndao-negativa, entao A
possui um autovalor real nao-negativo A com maior valor absoluto dentre todos os
autovalores de A (ou seja, A = p (A), o raio espectral de A) e cujo autovetor associado
é real e nao-negativo. Além disso, se A é também irredutivel, entao A = p(A) é um
autovalor algebricamente simples e seu autovetor associado é positivo.

Usaremos a notacao A1 (A(G)), ou simplesmente Ay, para o indice de um grafo G,
que corresponde ao maior autovalor da matriz A(G). Como a matriz de adjacéncia
A(G) de um grafo conexo G é irredutivel, segue que o seu raio espectral p (A(G))

e seu indice \; coincidem [30]. Além disso, A\; tem autovetor associado positivo.
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O notério resultado a seguir estd enunciado sem demonstragao em [31]. Re-
solvemos registrar aqui a nossa versao de prova para o mesmo resultado. Esta
proposicao serd utilizada para caracterizar o indice das subfamilias k-caminho, k-
leque e k-arvores estrela para valores grandes de n, o nimero de vértices do grafo

considerado.

Proposicao 4.1.1. Para todo grafo G, vale
max {Ja dmax} < )\l < dmaX7 (41)

onde d é o grau médio e dy.. € 0 grau maximo dos vértices de G e A é o indice de

G.

Demonstracao. Seja A = A(G) a matriz de adjacéncia de G e d; o grau do vértice i
em (G. Para mostrar que \; < d .y, consideremos o autovetor positivo z associado a

A1, 0 indice ou raio espectral de G. Como:

[1 1 ... 1]Ax = [d1 dy ... dn]:v (4.2)

[1 1 ... 1]Aw = [1 1 ... 1](A1x) (4.3)

= [)\1 DY )\1] z, (4.4)
segue, de (1.2)) e (4.4), que
(d1—)\1)1’1+(d2—)\1)$2+...+(dn—)\1)xn:0. (45)

Suponha por absurdo que A\; > d; para todo i = 1,2,...,n. Entao d; — \; < 0 para
todo i, o que contradiria a equagao . Logo, ao menos para dp,.,, 0 maior dos
nameros di,ds,...,d,, vale A\| < dyax-

Vamos mostrar a outra desigualdade da Proposicao em duas partes. A primeira
delas é verificar que d < A;. Seja u = [1 1 . 1]T € R*. Pela desigualdade de
Schwarz, temos qudY]

n

> di = uTAu = (Au,u) < [Aulzluly < [AlJuloluls < p(A) (Jul2)* = A -n. (4.6)

i=1

* No caso em que A é simétrica, || A| = raio espectral de A.
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Logo, dividindo os extremos da equacao (4.6 por n, chegamos a d < \;. A segunda

parte é verificar que \/dmax < A1, 0 que pode ser feito observando que

V Amax = ]gll,a},(n ||A€j ||2 <A (47)
Assim, podemos concluir que max {J, V4 dmax} <Ay n

Na proxima secao, aplicaremos a Proposicao aos grafos das trés subfamilias

de nosso interesse.

4.2 Limites para o indice de grafos k-serpentina,

k-leque e k-arvore estrela

As subfamilias dos grafos k-serpentina, k-leque e k-arvore estrela sao formadas por
grafos de estrutura bastante regular. Pelo processo de construcao desses grafos, é

possivel determinar a distribuicao dos graus dos vértices em cada um deles.

Tabela 4.1: Graus dos vértices de S}.

graus k k+1 k+2 ... 2k-1 2k

n® vértices || 2 2 2 . 2 n -2k

Comecemos pela primeira subfamilia citada. MARKENZON e WAGA [24] mostra-
ram que, em um grafo k-serpentina em n vértices, S7’, com n > 2k+1, os vértices tém
grau determinados como mostra a Tabela [4.1 A titulo de ilustragao, consideremos
a 3-serpentina com sete vértices, SI, que estd representada graficamente na Figura
.1l Seus vértices tém graus como mostra a Tabela [£.2] em acordo com a anterior.
A terceira linha da Tabela indica os rétulos dos vértices em Si que possuem

grau correspondente a coluna na qual estao.

Tabela 4.2: Graus dos vértices de Sg )

graus 3 4 ) 6
n? vértices 2 2 2 1
rétulos leT7 2¢e6 3eb 4
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Figura 4.1: SI, a 3-serpentina com 7 vértices.

Com as informacoes fornecidas pela Tabela e a Proposicao [4.1.1, podemos
estabelecer o valor do indice de S}' quando o ntimero de vértices cresce arbitraria-

mente.

Lema 4.2.1. Para um grafo k-serpentina em n vértices, S, o indice Ay - 2k quando

neN - +o0.

Demonstracao. Da Proposigao e da Tabela , temos que d < A\, < 2k. O grau

médio de um grafo k-serpentina em funcao do seu niimero n de vértices e de k é

d

[2(k) +2(k+1) +2(k+2) +...+2(2k 1) + (n - 2k)(2k)]
= 2kt (k+ 1)+ (k+2) 4.+ (k+ (k=1))+ (n-2k)(k)]
[ a]

[ £ — k2 o]
2k - (E:k).

Assim,

2% - (’M) <\ <2k (4.8)

e, passando o limite quando n € N - +oo em (4.8)), concluimos que A; se aproxima
cada vez mais de 2k & medida que o nimero de vértices de uma k-serpentina cresce

arbitrariamente. O

Passemos a subfamilia dos k-leques. Seja K + S77/ um k-leque em n vértices
formado pela juncao do grafo completo K;, com 1 <] < k-1, e de uma (k-1)-
serpentina, S77/. Por definicao de juncdo, cada um dos [ vértices de K; é ligado
a todos os n -1 vértices de S} e, conhecendo os graus do ultimo, determinamos
os graus de cada um dos vértices de K; + Sg:ll; os vértices de K, sao universais

em K; + S77/, enquanto os graus de cada um dos vértices de S77/, em K; + S;/,
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sao acrescidos de [. Com base na Tabela listamos os graus dos vértices de
S,?_‘ll na Tabela , adaptando as duas linhas da Tabela para o caso de uma
(k - I)-serpentina com n — [ vértices. Pela defini¢ao de juncao e com o auxilio da
Tabela , listamos os graus dos vértices de K; + S77] na Tabela 4.4 fazendo as
devidas simplificagoes. Em ambas supomos n—1>2(k—-1) + 1 ou, equivalentemente,
n—1>2k—-1[. Na Tabela |4.4] a segunda coluna diz respeito aos vértices de K; na

jungao K; + 577}, enquanto a terceira coluna em diante se referem aos vértices de

n—l n—l
Sy} em K+ ).

Tabela 4.3: Graus dos vértices de S,’;‘j.

graus k-1 (E-0)+1 (k-D+2 ... (E-D+{(k-1)-1) 2(k-1)

n° vértices 2 2 2 2 (n-0)-2(k-1)=n-2k+1

Tabela 4.4: Graus dos vértices de K; + S,?jll.

graus (I-D)+(n-1) k-D+1 (k-D+1+1 ... (k-D+{(k-D-1)+1 2(k-1)+1
=n-1 =k =k+1 =2k-1-1 =2k -1
n® vértices l 2 2 2 n-2k+1

Para ilustrar o paragrafo anterior e as Tabelas e consideremos o caso em
que n =10, k=5 el =3. Com essas escolhas, temos k-1 =5-3=2, n-1=10-3=7
e a desigualdade n—1=9>7 =2k -1 é satisfeita. A juncao de K; = K3, o grafo
completo com trés vértices, com S,:}_‘ll = ST a 2-serpentina com sete vértices, forma
o grafo 5-leque com dez vértices, K3+ Si. Os grafos K3 e S7 estao representados
na Figura , enquanto a juncao entre eles aparece na Figura . Os graus
de cada um dos vértices em SI e em K3+ SJ estao listados, respectivamente, nas
Tabelas e Os dados em ambas sao uma adaptacao das informacoes contidas
nas Tabelas .3 e [d.4 para n =10, k=5¢l=3.

Com relagao a subfamilia de grafos k-arvore estrela, a distribuicao dos graus do
vértices é bem simples. Por construgao, os k vértices da clique de ligacao de todos
os vértices de rétulos (k+1) a n sdo universais, ou seja, tém grau n—1; ji os demais

n — k vértices sao simpliciais no grafo e, portanto, tém grau k. Arrumamos esses

dados na Tabela 4.7
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(a) (b)
Figura 4.2: K;, S~} e K;+S77} paral=3, k=5 en=10.
Com as informagoes indicadas nas Tabelas[4.4]e[4.7]e a Proposigao podemos

analisar, de modo andlogo ao Lema o comportamento do indice de K + Sp7/

e de £} quando o nimero de vértices cresce arbitrariamente.

Lema 4.2.2. Para um grafo k-leque em n vértices determinado pela juncao K;+S577/,

o indice \; - +o0o quando n € N - +oo0.

Demonstracao. Da Tabela 7 temos que o grau maximo em K; + Sp7) é n - 1.
Pela Proposicao , segue que vVn—-1< A; <n-1. Passando o limite quando
n € N - +oo nessa desigualdade, concluimos que A\ — +o0 quando o nimero de

vértices de um k-leque cresce arbitrariamente. O

Lema 4.2.3. Para um grafo k-drvore estrela em n vértices, £}, o indice \; — +oo

quando n € N - +oo.
Demonstragao. Andloga a prova do lema anterior, com os valores da Tabela[d.7 [

Embora, na demonstracao do Lema|4.2.3| nao tenhamos necessitado da expressao

para o grau médio de um grafo k-leque na demonstragao do Lema |4.2.2, nem da

Tabela 4.5:  Graus dos vértices de Sp} paral=3, k=5 e n = 10.

graus 2 3 4
n? vértices 2 2 3
rétulos 4e10 5e9 6,7e8
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expressao para o grau médio de um grafo k-arvore estrela, podemos calcula-las a fim
de realizar uma comparagao entre os grafos das trés subfamilias. Pela Tabela[4.4] o
grau médio d de um grafo k-leque determinado pela juncdo K; + Sr7l, em funcao do

seu numero n de vértices e de k, é

|—

d = L{in-1)+2(k)+2(k+1)+...+2(k+((k-1)-1)) + (n+1-2k)(2k - 1)]

3=

In—1+2[k+(k+1)+...+ (k+((k-1)-1))]+2kn - ln+ 2kl - [* - 4k* + 2kl]

3=

k—1-1
l 1+2 [k(k-1)]+2 Z i+ 2kn + 4kl - 12 - 4k2]

S|=

1+ 2k2 - 2kl+2w+2kn+4kl l—4k2]
= 2k (E5),

Quando n € N - +00, verificamos que d — 2k.
Por sua vez, pela Tabela , o grau médio de um grafo k-arvore estrela, £}, em

fungao do seu nimero n de vértices e de k, é

n

d= 5 [(K)(n-1)+(n-k)(k)] = [kn-k+kn-k?] = 2]@_(@)7

que também tende a 2k quando n € N — +oo.

O indice de um grafo estd comumente relacionado ao seu grau médio [31]. E
interessante observar que, em grafos k-leque e k-arvore estrela em n vértices, o com-
portamento entre o indice e o grau médio difere de forma significativa a medida que
o nimero de vértices cresce arbitrariamente. Veja a Tabela[4.8] na qual organizamos
as informagoes obtidas nessa se¢ao. Seria menos intrigante se esse comportamento
nao usual tivesse ocorrido apenas para as k-arvores estrela, pois os grafos k-caminho,
dos quais as k-serpentinas e os k-leques sao exemplos, e os grafos k-arvore estrela sao
extremais, dentro da subfamilia das k-drvores, com relacao ao nimero de vértices
simpliciais. No entanto, ja acontece esse rompimento dentro da prépria subfamilia

de grafos k-caminho, uma vez que o grau médio tanto de uma k-serpentina quanto de

Tabela 4.6: Graus dos vértices de K; + S,?jll paral=3, k=5en=10.

graus 9 5 6 7
n® vértices 3 2 2 3
rétulos 1,2e3 4e10 5e9 6, 7e8
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Tabela 4.7: Graus dos vértices de B

graus n-1 k

n? vértices k n-k

um k-leque permanece finito quando o nimero de vértices cresce arbitrariamente,
porém o indice da primeira permanece finito, enquanto o do segundo nao. Além
dessas observagoes, podemos concluir que o grau médio de qualquer k-arvore em
n vértices é d = 2k — (&Tjk) Esse fato estd associado ao ntimero de arestas nesses

grafos, que é o mesmo para qualquer k-arvore (ver (3.1])).

Tabela 4.8: Grau médio, indice e grau maximo quando n € N — +oo.

Subfamilias grau médio (d) indice (A1) grau maximo (dmay )
k-serpentinas 2k — ("32n_+k) n7ER ok Ay 22E, o, o)

frleques S e P S e
k-estrelas 2k — (an_”f) D7 ok Al i NN o1

4.3 Adicao de um vértice e entrelacamento de au-
tovalores

Nesta secao, fazemos algumas observacoes sobre os autovalores de grafos k-serpen-
tina e k-leque a partir do Teorema do Entrelacamento de autovalores. Esse resultado
estabelece inequacoes relacionando os autovalores de uma matriz real simétrica A
de ordem n com os autovalores de uma submatriz principal B de A com ordem s

[30]. Parai=1,2,...,s, vale
An-s+i (A) <N (B) <\ (A).

Ao apresentarmos os grafos k-serpentina na Secao [3.2] observamos que a estru-
tura de banda da matriz de adjacéncia de uma k-serpentina, para um valor fixo de

k, nao é alterada ao incluirmos um novo vértice ao grafo. Desse modo, a matriz de
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adjacéncia da k-serpentina em n vértices, A (S,Z}), ¢ uma submatriz principal de or-
dem n da matriz de adjacéncia da k-serpentina em n + 1 vértices, A (S,’;”). Usando

o Teorema do Entrelacamento de autovalores, para k fixoe i =1,2,...,n, temos que
i (A(Si)) <X (A(S)) < A (A(SE))-

Em particular, A\, (A(S,?*l)) <\ (A(S,?)) <)\ (A (S}j*l)), ou seja, para k fixo, o
indice de S}' é limitado pelo indice e pelo segundo maior autovalor de Sp*t.

Na Secao também vimos que, fixados n e k, com n > 2k + 1, existem k-1
k-leques nao isomorfos. Consequentemente, cada um desses k-leques esta associado
a uma matriz de adjacéncia particular. Além disso, uma vez escolhido o par (I,k-1)
que especifica o k-leque, no qual 1 <! < k-1, podemos obter a respectiva matriz de

adjacéncia com a estrutura em blocos

A(K) | Jixn
A (Sg:ll)

A (K +Spd) = , (4.9)

Jn-tyxi
bastando rotular os vértices do k-leque comecando pelos [ vértices do grafo completo
seguidos pelos n — [ vértices da (k — [)-serpentina, como usual. A adigdo de um
vértice ao k-leque, mantendo-se k e [ fixos, deve ocorrer, obrigatoriamente, como
vértice da (k —[)-serpentina. Segue que A (K L+ Sg_‘ll) é uma submatriz principal de
A (K 1+ S ]ET_T)J). Pelo Teorema do Entrelacamento de autovalores, para k e [ fixos

ei=1,2,...,n, vale
Nt (A (Ko+ STV n (A (K + Spd)) < (A (Ko SIT0T).
Em particular,
Yo (A(Ki+ UM < x (A (K +Si)) < x (A (K ST,

ou seja, para k e [ fixos, o indice de K; + S~} é limitado pelo indice e pelo segundo
maior autovalor de K; + .5 ,Sjl)_l. Como ilustracao, consideremos k =5 e [ = 3.
Quando n = 15, o 5-leque é determinado pela juncao de K3 com uma 2-serpentina
com doze vértices, S32. J4 quando n = 16, o 5-leque é determinado pela juncao de
K3 com uma 2-serpentina com treze vértices, Si3. Os trés maiores autovalores de

K3+ 533 520 9.099644, 3.119464 e 2.297030, enquanto os dois maiores autovalores de
K3+.55% sao0 8.83797 e 2.99390, calculados pelo software OCTAVE [32]. Fica evidente
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que o {ndice de K3+52%, 8.83797, é limitado superiormente pelo indice e inferiormente
pelo segundo maior autovalor de K3 + 533, 9.099644 e 3.119464, respectivamente.
Por sua vez, para k e [ fixos, é claro que A (K;) é uma submatriz principal de

ordem [ de A (Kl + S}:jll), como em (4.9). Portanto, parai=1,2,...,[, vale
An-tyri (A (K + Sp))) < M(A(K)) < x (A(K + Sp)) (4.10)

Como todos os autovalores do grafo completo K; sao conhecidos, a equagao
pode ser 1til para analisar os autovalores de K; + S,?_‘ll.

Os grafos k-arvore estrela nao foram considerados nesta secao, uma vez que uma
parte significativa de sua matriz de adjacéncia é um bloco nulo, como as matrizes em
. Nesse caso, o Teorema do Entrelacamento aplicado a matriz de adjacéncia de
E} e sua submatriz principal Jj. — I}, de ordem k resulta em desigualdades pouco

informativas, em especial quando os valores de n e k se distanciam.
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Capitulo 5

Contagem de 4-ciclos

O objetivo deste capitulo é estabelecer o ntimero de 4-ciclos contidos em grafos
pertencentes a trés subfamilias de grafos cordais. Iniciamos pela contagem de 4-
ciclos em grafos da subfamilia das k-serpentinas e, com o resultado obtido, passamos
a contagem de 4-ciclos em grafos da subfamilia dos k-leques. Em seguida, tratamos
da contagem de 4-ciclos contidos em grafos da subfamilia das k-arvores estrela. Em
cada um dos trés casos mencionados, a contagem se da identificando as possiveis
arrumacoes entre os rotulos dos vértices que compoem os 4-ciclos a fim de buscar

objetos combinatérios que permitam contabiliza-los.

5.1 Numero de 4-ciclos em grafos k-serpentina

As Proposigoes p.1.1} [5.1.2] e [5.1.3] estabelecem o nimero de 4-ciclos contidos em

grafos 3-, 4- e 5-serpentina em funcao do nimero n de vértices do grafo conside-
rado. Enquanto a contagem desses ciclos em grafos 2-serpentina e mesmo em grafos
3-serpentina é viavel a partir da representacao grafica atinente, tal abordagem deixa
de sé-lo em grafos k-serpentina, com k > 4. Essa dificuldade surge pois o nimero de
arestas dos respectivos grafos k-serpentina aumenta significativamente, tornando a
tarefa de representé-los graficamente bastante complexa. Por esse motivo, procura-
mos estabelecer um método de contagem que fosse independente da representagao
grafica de qualquer grafo k-serpentina e que nao dependesse da listagem explicita
de todos os 4-ciclos nele contidos.

Em seguida as trés proposicoes mencionadas, apresentamos o Teorema [5.1.1, o
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principal resultado desta secao, que estabelece o nimero de 4-ciclos contidos em
grafos k-serpentina com n vértices em funcao das variaveis n e k, para qualquer
k > 2. As proposicoes que antecedem o teorema sao, portanto, casos particulares
do mesmo. Mantivemos a demonstracao da Proposicao [5.1.2] relativa aos grafos
4-serpentina, alocando para o Apéndice [A] as provas das Proposi¢oes ep.1.3]
referentes aos grafos 3- e b-serpentina, respectivamente. As demonstracoes dos casos
particulares sao muito ilustrativas para a compreensao do caso geral. Fica a critério
do leitor seguir o fluxo do texto ou consultar o Apéndice [A] antes da leitura do
Teorema [B.1.11

H4 um ponto crucial para a contagem de 4-ciclos pelo método desenvolvido
nesta se¢ao. Qualquer 4-ciclo esta associado a sequéncia ciclica dos rétulos dos qua-
tro vértices que o compoe (omitindo-se, ao final da sequéncia, a repetigao do seu
primeiro vértice). Sendo inteiros distintos, esses rétulos sempre podem ser orde-
nados. Considere a < b < ¢ < d, com a,b,c e d inteiros positivos, os rotulos dos
vértices associados a um 4-ciclo. Como a respectiva sequéncia dos seus vértices é
ciclica, podemos escolher o menor rétulo, a, para inicia-la, isto é, escreve-la como
a . Nessas condicoes, pelo mesmo motivo, qualquer 4-ciclo pode ser identifi-
cado a uma sequéncia iniciada por a e com d, o maior dentre os rétulos dos seus
vértices, ocupando a penultima ou ultima posicao na sequéncia. Ou seja, qualquer
4-ciclo formado pelos quatro vértices de rétulos a, b, ¢ e d, com a,b,c e d inteiros
positivos satisfazendo a < b < ¢ < d, pode ser representado ou por uma sequéncia da
forma a _ __d ou por uma sequéncia da forma a _d _. Essas duas maneiras de ex-
pressar as sequéncias associadas a um 4-ciclo determinam duas categorias (disjuntas)

que definimos por:
Lista 1I: a —_d ou Lista 22 a_d_, (5.1)

nas quais a, b, c e d sao inteiros positivos satisfazendo a < b < c < d.

Pelo exposto na pardgrafo anterior, dado um 4-ciclo contido em um grafo k-
serpentina em n vértices, S¥, podemos sempre associd-lo a uma sequéncia ciclica de
seus vértices pertencente a exatamente uma das categorias em . Nossa tarefa
¢ entender como as duas lacunas vazias nas Listas 1 ou 2 sao preenchidas com os
possiveis inteiros estritamente maiores que a e menores que d. O primeiro caso

tratado por meio da contagem utilizando listas foi o nimero de 4-ciclos contidos em
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Figura 5.1: S}, a 4-serpentina com n vértices.

grafos 3-serpentina.

Proposicao 5.1.1 (Numero de 4-ciclos em S}). Para um grafo 3-serpentina com n

vértices, S§, com n > 6, o numero de 4-ciclos, em funcao de n, ¢ dado por
ny (55) = Tn - 26. (5.2)
Demonstragao. Consultar Apéndice [A] O

Para grafos pertencentes a subfamilia das 4-serpentinas (ver Figura [5.1]), a con-
tagem de 4-ciclos contidos no grafo em funcao do seu ntimero de vértices n se da de

maneira semelhante ao caso anterior.

Proposigao 5.1.2 (Nimero de 4-ciclos em S}). Para um grafo 4-serpentina com n

vértices, Sy, com n > 8, o nimero de 4-ciclos, em funcao de n, é dado por
n4 (S7) = 22n - 100. (5.3)

Demonstracdo. Para obtermos uma expressao que contabilize o niimero de 4-ciclos
contidos em um grafo 4-serpentina em funcao do ntimero n de seus vértices, vamos
tratar separadamente dos dois tipos de 4-ciclos possiveis: aqueles cujas listas de
vértices podem ser identificadas como uma Lista I e aqueles cujas listas de vértices
podem ser identificadas como uma Lista 2, estando ambas as Listas 1 e 2 definidas
em ([5.1]).

Consideremos inicialmente os 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser reco-
nhecidas como uma Lista 1. Nesse caso, por hipotese, os quatro ntmeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compdem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a ultima posicao

na lista. O menor valor possivel de a na lista a _ _d é 1, enquanto o maior valor
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possivel é n — 3, pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e, além
disso, d, o ultimo elemento da lista, nao pode assumir um valor superior ao ntimero
n de vértices.

Na Tabela [5.1] organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas perten-
cem a categoria Lista 1. Nessa tabela, ha n — 2 linhas e n — 2 colunas; a primeira
coluna descreve os possiveis valores de a, o primeiro elemento da lista, enquanto a
primeira coluna descreve os possiveis valores de d, o ultimo elemento da lista. Uma
célula rs, comr=2,3,...,n-2es=2,3,...,n—2, é preenchida com o nimero de
4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e o valor de d dado na célula 1s. Por
exemplo, a célula em que r =5 e s = 5 estd associada ao valor a =4 e d=7. Ela é
preenchida com o niimero de 4-ciclos associados a lista 4 _ 7. Sao dois os 4-ciclos:
4567 e 4657. Caso nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum valor de a e de d,

a respectiva célula é deixada vazia.

Tabela 5.1:  Contagem de 4-ciclos em S} associados a listas da categoria Lista 1

(a —_d).

a d 4 5 6 7 8 n-3|n-2|n-1| n
1 2 6
2 2 6
3 2 6
4 2 6
n-6 2 6
n->5 2 6
n-4 2 6
n-3 2

Vejamos a segunda linha da Tabela[5.1] Se a =1, d pode assumir os valores 4 ou
5. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois inteiros estritamente
entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a terceira posicao na Lista 1. Por outro lado, por
construcao do grafo S}, d nao pode ser maior que 5, uma vez que comegamos com
uma 5-clique e, ao adicionarmos o sexto vértice, o conectamos aos ultimos quatro

vértices adicionados, ou seja, apenas aos vértices de rotulos 2 a 5.
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Quando a =1 e d = 4, ha duas formas de se preencher as duas lacunas da lista
1__4 com os nimeros 2 e 3 e essas listas estao associadas a dois 4-ciclos nao
isomorfos: 1234 e 1324. Quando a =1 e d = 5, hé seis formas de se preencher as duas
lacunas da lista 1 ___5 com os nimeros 2, 3 e 4 e as listas obtidas estao associadas
a seis 4-ciclos nao isomorfos: 1235, 1245, 1325, 1345, 1425 e 1435. Se ha exatamente
¢ nimeros inteiros estritamente entre a e d, a quantidade de maneiras distintas de
se preencher as duas lacunas centrais de uma lista na categoria Lista 1 escolhendo
dois dentre esses i inteiros é igual ao valor do arranjo de 7 inteiros tomados dois a
dois, A% . Parai=2, A3 =2, e parai=3, A3 =6. Logo, o nimero total de listas na
categoria Lista 1 tendo a=16 37, AL = A2+ A3 =2+6=8.

A contagem do numero de formas de se preencher a segunda e terceira posi¢oes
na lista a _ _d ocorre de modo analogo ao descrito no paragrafo anterior para a = 2
até a = (n—4). Para cada um desses valores de a, obtemos Y7 , AL = A2+ A3 = 2+6 = 8
listas distintas na categoria Lista 1. Logo, de a =1 até a = (n—4), a soma do ntimero

de listas possiveis ¢é igual a
3
(n—-4)> AL = (n-4)(8) = 8n-32. (5.4)
i=2

O caso em que a = (n - 3), situagdo descrita na ultima linha da Tabela deve
ser tratado separadamente. Para esse valor de a, temos obrigatoriamente d = n;
hé somente duas formas de se preencher as duas lacunas da lista (n - 3) —_(n)
com os inteiros (n —2) e (n—1) e as listas obtidas estdo associadas a dois 4-ciclos
nao isomorfos: (n—3)(n—-2)(n-1)(n) e (n-3)(n-1)(n-2)(n). Assim, para
a = (n-3), o nimero de listas distintas na categoria Lista I é igual a A3 = 2
Somando essa quantidade aquela calculada em , chegamos ao numero total de
listas na categoria Lista 1 correspondentes a 4-ciclos nao isomorfos em S}

3
((n—4)2A§)+A§ = (8n-32) +2 = 8n - 30. (5.5)
i=2

Passemos a contagem dos 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser enquadradas
na categoria Lista 2 em . Nesse caso, por hipotese, os quatro niimeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compdem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a penultima posicao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _d _ ¢é 1, enquanto o maior valor

possivel é n — 3, pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e, além
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disso, d, o maior inteiro na lista, nao pode ultrapassar n. E importante observarmos
que uma lista associada a um 4-ciclo é ciclica. Assim, ambas as listas abdc e acdb
estao na categoria Lista 2 e correspondem a 4-ciclos iguais, de modo que devemos
considerar apenas uma delas na contagem de 4-ciclos associados a listas na categoria
Lista 2. Faremos a convencao de escolher sempre a primeira, abd c, na qual o nimero
na segunda posi¢ao é menor que o na ultima posicao da lista, uma vez que b é menor
que ¢ (ou seja, preenchemos a segunda posigao da lista com o menor rétulo de vértice
possivel na ocasiao).

Na Tabela [5.2] organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas perten-
cem a categoria Lista 2. Nessa tabela, ha n — 2 linhas e n — 2 colunas. A primeira
coluna descreve os valores de a, o primeiro elemento da lista, que pode variar de 1 a
(n—3). J& a primeira linha descreve os valores de d, o ultimo elemento da lista, que
pode variar de 4 a n. Uma célula rs, comr=23,....n-2 e s=2,3,...,n—-2, ¢
preenchida com o nimero de 4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e o valor
de d dado na célula 1s. Por exemplo, a célula em que r = 3 e s = 6 esta associada
ao valor a =2 e d = 8. Ela é preenchida com o niimero de 4-ciclos associados a lista
2__8__. Sao trés os 4-ciclos para esses valores de a e d: 2485, 2486 e 2586. Caso
nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum valor de a e de d, a respectiva célula
¢ deixada vazia.

Vejamos a segunda linha da Tabela Se a =1, d pode assumir os valores 4,
5, 6, 7, ou 8. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois inteiros
estritamente entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a ultima posicao de uma lista
na categoria Lista 2. Por outro lado, por construgao do grafo S}, d nao pode ser
maior que 8, pois nao conseguiriamos preencher a segunda ou ultima posicao em
a_d_ com inteiros estritamente entre a e d e simultaneamente obter uma lista
representativa de um 4-ciclo em S}. Nesse grafo, cada vértice de rétulo 4, ¢ > 5,
esta ligado aos vértices de rétulos (i—4), (i-3), (i1-2) e (i—1). Logo,sea=1¢
d =9, por exemplo, poderiamos colocar 5 na segunda posigao da lista 1 __9 __ | pois
o vértice de rotulo 5 esta conectado aos de rétulos 1 e 9, mas nao teriamos como
escolher um numero estritamente entre 1 e 9 e diferente de 5 para ocupar a ultima
posicao sem contradizer a condi¢ao anterior.

Quando a =1 e d = 4, ha apenas uma forma de se preencher as duas lacunas
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Tabela 5.2: Contagem de 4-ciclos em S} associados a listas da categoria Lista 2

(a—d_).

a d 4 5 6 7 8 9 10 11 n-4|n-3|n-2|n-1 n

1 1 3 6 3 1

2 1 3 6 3 1

3 1 3 6 3 1

4 1 3 6 3 1
n-"7 1 3 6 3 1
n-6 1 3 6 3
n->5 1 3 6
n-4 1 3
n-3 1

da lista 1 _4 _ com os ntmeros 2 e 3 escolhendo o menor entre eles para ocupar
a segunda posigao; a lista que corresponde ao 4-ciclo em S} é 1243. Quando a =1
e d = 5, hé trés formas de preenchermos as duas lacunas da lista 1 _5 _ com os
nimeros 2, 3 e 4 escolhendo o menor entre os dois selecionados para ocupar a
segunda posicao; as listas 1253, 1254 e 1354 estao associadas a trés 4-ciclos nao
isomorfos em S}. Se a =1 e d =6, hd seis formas de as duas lacunas da lista 1 _6 _
serem preenchidas com os nimeros 2, 3, 4 e 5 escolhendo o menor entre os dois
considerados para ocupar a segunda posicao; as listas 1263, 1264, 1265, 1364, 1365
e 1465 determinam seis 4-ciclos nao isomorfos em S7. Quando a =1e d =7, ha
trés maneiras de preenchermos as duas lacunas da lista 1 _7 _ com os numeros 3,
4 e 5 escolhendo o menor entre os dois considerados para ocupar a segunda posi¢ao;
as listas 1374, 1375 e 1475 correspondem a trés 4-ciclos nao isomorfos em S7. E
interessante observarmos que, quando a = 1 e d = 7, nao podemos usar o nimero
2 nem o numero 6 para preencher nenhuma das lacunas da lista 1 _7 _ visto que,
por construcao de S}, 3 é o menor dentre os rétulos dos vértices ligados ao vértice

de rotulo 7 e 5 é o maior dentre os rétulos dos vértices ligados ao vértice de rétulo
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1. Logo, nao podemos colocar o 2 na lista, nem na segunda nem na tltima posicao,
pois qualquer um dos casos implicaria na existéncia da aresta 27, que nao ocorre
em Sy; analogamente, nao podemos colocar o 6 na lista, nem na segunda nem na
ultima posigao, pois qualquer um dos casos implicaria na existéncia da aresta 16,
que também nao ocorre em S}. Finalmente, se a = 1 e d = 8, hd somente uma
forma de as duas lacunas da lista 1 _8 _ serem preenchidas com os nimeros 4 e 5
escolhendo o menor entre eles para ocupar a segunda posicao; a lista 1485 determina
um 4-ciclo em S}. Nesse caso, dado o modo de construcao de S}, nao podemos usar
os numeros 2, 3, 6 ou 7 para preencher nenhuma das lacunas da lista 1 _8 _, como
ja explicado.

Se ha ¢ nimeros inteiros estritamente entre a e d e cuja respectiva diferenca com
a e com d seja menor que ou igual a 4, entao a quantidade de maneiras distintas
de se preencher as duas lacunas de uma lista na categoria Lista 2 escolhendo dois
dentre esses ¢ inteiros e colocando o menor entre eles na segunda posicao da lista
é igual ao valor da combinagao de i inteiros tomados dois a dois, C%. Para i = 2,
C3=1; parai=3,C3=3 eparai=4, Cj=6. Logo, o niimero total de listas na
categoria Lista 2 tendo a=1 é

4 3 3

ZC;’+ZO§:(220;)+C§=2(1+3)+6=14. (5.6)
' ' i=2

O preenchimento da segunda e tultima posicoes na lista a _d _ ocorre de forma
analoga a descrita nos tltimos trés paragrafos para a =2 até a = (n - 7). Para cada
um desses valores de a, obtemos 2 (Z?:Q C’;) + (4 = 14 listas distintas na categoria
Lista 2. Logo, de a=1 até a=(n—-"7), a soma do nimero de listas possiveis é igual

(n—?)[(ZiC§)+C§] = (n-"7)(14) = 14n - 98. (5.7)

Os casos em que a = (n—j), com j = 3,4,5,6, devem ser tratados com atencao,
pois a medida que d se aproxima de n, diminuem a quantidade de inteiros estrita-
mente entre a e d que satisfazem a respectiva diferenca com a e com d ser menor
que ou igual a 4. Isso ocorre porque temos uma limitacao para o valor maximo de
d, dada pelo numero n de vértices do grafo S}'. Vamos considerar a linha em que
a = (n—5) na Tabela como exemplo. Nesse caso, d pode assumir os valores

(n-=2), (n-1) en. Quando a = (n-5) e d = (n-2), hd apenas uma forma de
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preencher as duas lacunas da lista (n - 5) _(n-2) __ com os nimeros (n —4) e
(n—-3) escolhendo (n—-4), o menor entre eles, para ocupar a segunda posicao; a lista
(n=5)(n—4)(n-3)(n-2) determina um 4-ciclo em S7. Quando a = (n-5) ed = (n-1),
ocorrem trés maneiras de preenchermos as duas lacunas da lista (n —5) _(n—-1) _
com os numeros (n —4), (n—-3) e (n-2) escolhendo o menor entre os dois se-
lecionados para ocupar a segunda posigao; as listas (n —5)(n -4)(n - 1)(n - 3),
(n=5)(n-4)(n-1)(n-2) e (n=5)(n-3)(n-1)(n-2) determinam trés 4-ciclos nao
isomorfos em S7. Jd se a = (n—-"5) e d =n, temos seis formas de preencher as duas
lacunas da lista (n —5) _(n) — com os nimeros (n—4), (n-3), (n-2) e (n-1)
escolhendo o menor entre os dois selecionados para ocupar a segunda posi¢ao; as
listas (n—5)(n—4)(n)(n-3), (n-5)(n-4)(n)(n-2), (n-5)(n-4)(n)(n-1),
(n=-5)(n-3)(n)(n-2), (n-5)(n-3)(n)(n-1) e (n=5)(n-2)(n)(n-1) estao
associadas a seis 4-ciclos nao isomorfos em S7. Portanto, se a = (n —5), o nimero
de 4-ciclos representados por listas na categoria Lista 2 é igual a i, C¢ = 10.

Nas tltimas (n - 3) - (n = 7) = 4 linhas da Tabela [5.2, podemos organizar a
contagem dos 4-ciclos da seguinte forma: considerando a = (n -6) e a = (n - 3),

contamos

4 3
l(ZXE)+C§]+C§=(22ﬂ2)+6€=2(1+3)+6=14
=2 1=2

listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S}. Falta somente considerarmos a
pentltima e antepentltima linhas das Tabela[5.2] associadas a a = (n=5) e a = (n—4).
Para esses valores de a, contamos
(ZC§)+ (ZC’;) = (226’5) +C05=2(1+3)+6=14
i=2 i=2 i=2

listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S}'. Logo, os 4-ciclos representados por
listas na categoria Lista 2 em que a = (n—7j), com j = 3,4,5,6, sdo em nimero igual
a

(N—3);(n—7) [(2 23: C;) T C’é] =2[2(1+3)+6]=28. (5.8)

=2

Somando esse valor a quantidade de 4-ciclos representados por listas na categoria

Lista 2 em que a = 1,2,...,n -7, dada pela equagao (5.7), chegamos ao ntimero
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total de listas na categoria Lista 2:

(n-7) [(223305) + C;*] +2 [(223305) - C;*] =(n-5) [(2i05) * 051] (5.9)

1=2 1=2 =2

= (n - 5)(14) = 14n - 70.

Assim, da soma do niumero de 4-ciclos associados a listas da categoria Lista 1
em ([5.5) com o nimero de 4-ciclos associados a listas da categoria Lista 2 em ([5.9)),

chegamos ao nimero total de 4-ciclos em S} em funcao do nimero de vértices n:

0y (ST = l((n 1) iAg) R A%] +(n-5) l(z > cg) . cg] _ 990 - 100,

8n-30 14n-70

concluindo a demonstracao. O]

A seguir, aplicamos o processo de contagem de 4-ciclos desenvolvido a fim de
calcular uma expressao para ny em funcao de n sem sequer representar graficamente

qualquer elemento da subfamilia das 5-serpentinas.

Proposicao 5.1.3 (Numero de 4-ciclos em S?). Para um grafo 5-serpentina com n

vértices, S7, com n > 10, o nimero de 4-ciclos, em funcao de n, ¢ dado por
ny (S) = 50n - 270. (5.10)

Demonstragao. Consultar Apéndice [A] O

Inspirados pelas Proposigoes[5.1.1} [5.1.2/e[5.1.3] apresentamos um resultado mais

geral, que trata da contagem de 4-ciclos contidos em um grafo k-serpentina com n
vértices em fungao das variaveis n e k. Para facilitar sua leitura, procuramos manter

a mesma estrutura de demonstracao desenvolvida em cada um dos casos particulares.

Teorema 5.1.1 (Ntmero de 4-ciclos em S}). Para um grafo k-serpentina com n
vértices, Sy, com k>2 en > 2k, o nimero de 4-ciclos, em fungio den ek, é dado
por

ng(Sp) = 2 (4k* -9k +5) - £ (7k* - 8k* - Tk + 8). (5.11)

Demonstracao. Para obtermos uma expressao que contabilize o nimero de 4-ciclos
contidos em um grafo k-serpentina em funcao do nimero n de seus vértices e

da variavel k, com k > 2, vamos tratar separadamente dos dois tipos de 4-ciclos
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possiveis: aqueles cujas listas de vértices podem ser identificadas como uma Lista 1
e aqueles cujas listas de vértices podem ser identificadas como uma Lista 2, estando
ambas as Listas 1 e 2 definidas em ([5.1).

Consideremos inicialmente os 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser reco-
nhecidas como uma Lista 1. Nesse caso, por hipotese, os quatro nimeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compoem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a ultima posi¢ao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _ _d é 1, enquanto o maior valor
possivel é (n —3), pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e,
além disso, d, o ultimo elemento da lista, nao pode assumir um valor superior ao
nimero n de vértices.

Na Tabela [5.3] organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas perten-
cem a categoria Lista 1. Nessa tabela, ha n—k+1 linhas e n—2 colunas. A primeira
coluna descreve os valores de a, o primeiro elemento da lista, que pode variar de 1 a
(n—k). Ja a primeira linha descreve os valores de d, o ultimo elemento da lista, que
pode variar de 4 an. Uma célulars,comr=2,3,....n-k+1 e s=2,3,...,n-2, é
preenchida com o niimero de 4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e o valor
de d dado na célula 1s. Por exemplo, a célula em que r = 3 e s = 4 esta associada
ao valor a =2 e d = 6. Ela é preenchida com o niimero de 4-ciclos associados a lista
2___6. Sao A3 =6 4-ciclos: 2346, 2356, 2436, 2456, 2536 e 2546. Caso nao haja
nenhum 4-ciclo possivel para algum valor de a e d, a respectiva célula é deixada
vazia.

Vejamos a segunda linha da Tabela[5.3] Se a =1, d pode assumir os valores de
4 até (k+1). De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois inteiros
estritamente entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a terceira posi¢ao na Lista 1. Por
outro lado, por construgao do grafo S}, d ndo pode ser maior que (k + 1), uma vez
que comecamos com uma (k + 1)-clique e, ao adicionarmos o (k +2)-ésimo vértice, o
conectamos aos k vértices de maiores rotulos ja presentes no grafo, ou seja, apenas

aos vértices de rétulos 2 a (k+1).
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Tabela 5.3: Contagem de 4-ciclos em S} associados a listas da categoria Lista I (a —_d), paraa=1,2,...,n-k-1,n-k.

a 4 5 6 k-1 k k+1 | k+2 n-k+2|n-k+3|n-k+4 n-3|n-2|n-1 n
1 A% Ag A§‘3 A§_2 A"Q"‘1
2 A% A‘% A§’3 A§’2 Aé’l
n-k-1 A% A% A§’3 A’Q"’2 A’g’l
n—-k A% Ag A’;‘S A§_2 A’;‘l




Se ha exatamente i nimeros inteiros estritamente entre a e d, a quantidade
de maneiras distintas de se preencher as duas lacunas centrais de uma lista na
categoria Lista 1 escolhendo dois dentre esses ¢ inteiros é igual ao valor do arranjo
de 7 inteiros tomados dois a dois, A. Assim, quando a =1 e d = 4, hd A2 = 2 formas
de preenchermos as duas lacunas da lista 1 _ _4 com os ntimeros 2 e 3 e essas listas
estdo associadas a dois 4-ciclos nao isomorfos em S7'. Sea=1ed =5, hd A3 =6
formas de preenchermos as duas lacunas da lista 1 ___5 com os nimeros 2, 3 e 4 e
as listas obtidas estao associadas a seis 4-ciclos nao isomorfos em S}!. Continuamos
de modo anélogo até a =1 e d = (k+1), quando ocorrem A5~ = (k—-2)(k-1) formas
de se preencher as duas lacunas da lista 1 _ _ (k+1) com os nimeros 2,3,...,k-1,k
obtendo listas associadas a (k—2)(k-1) 4-ciclos nao isomorfos em S}'. Pelo exposto,

segue que o numero total de listas na categoria Lista 1 tendo a=1 ¢
k-1
A+ A3+ .+ A =D AL
=2

A contagem do nimero de formas de se preencher a segunda e terceira lacunas na
lista a — __d ocorre de modo andlogo ao descrito no paragrafo anterior para a = 2
até a = (n - k) e estd retratada da terceira a tltima linha da Tabela[5.3] Para cada
um desses valores de a, obtemos A2 + A3 + ...+ Ak~ = Y Al listas distintas na
categoria Lista 1. Logo, de a =1 até a = (n—k), a soma do nimero de listas possiveis
é igual a

k-1
(n-k) > Al (5.12)

i=2
Os casos em que a = (n—k+1) até a = (n-3) devem ser tratados separadamente e
estao considerados na Tabela[5.4 Como o valor de d estd limitado pelo nimero n de
vértices do grafo, passamos a contar cada vez menos inteiros estritamente entre a e d
a medida que a aumenta de (n—k+1) até (n-3). Por exemplo, na segunda linha da
Tabela[5.4] na qual a = (n—k+1), os valores possiveis para d vao de d = (n—k+4) a
d =n, de modo que a quantidade de inteiros estritamente entre a = (n—k+1) e d varia
de (n-k+4)-(n-k+1)-1=2 a (n)-(n—-k+1)-1=k-2. Assim, o nimero total
de listas na categoria Lista 1 tendo a=(n—-k+1) é A2+ A3 +.. .+ Ab2=yF2 A
Passando para a terceira linha da Tabela , na qual a = (n - k +2), os valores
possiveis para d vao de d = (n-k+5) a d =n, de modo que a quantidade de inteiros

estritamente entre a = (n—k+2) e d variade (n-k+5)-(n-k+2)-1=2 a
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(n)-(n-k+2)-1=%k-3. O nimero total de listas na categoria Lista 1 tendo
a=(n-k+2)é portanto, A2+ A3 +... + Ak=3 = ¥F3 A7 Continuamos a contagem
dessa maneira até o caso em que a = (n - 3), tratado na tltima linha da Tabela [5.4]
quando a unica possibilidade de valor para d é d = n. Como (n-3) e (n-2) séo
os tinicos inteiros estritamente entre a = (n —3) e d = n, o numero total de listas na
categoria Lista 1 é A2=2 sendo (n-3)(n-2)(n-1)(n) e (n-3)(n-1)(n-2)(n)
as duas possiveis listas. Logo, de a = (n-k+1) até a = (n—3), a soma do ntimero
de listas na categoria Lista 1 é igual a

k=2 k-3 3 k=2 j

AL+ Y AL+ o+ Y AL+ A = Y DY ALL (5.13)

i=2 i=2 i=2 j=2 i=2

Somando os valores em e , chegamos ao ntmero total de listas na

categoria Lista 1 correspondentes a 4-ciclos nao isomorfos em S}

k-1 k-2 j
(n—k);Ag + >N AL (5.14)

j=2 i=2

—_—

(1) (11)

Passemos a contagem dos 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser enquadradas
na categoria Lista 2 em . Nesse caso, por hipotese, os quatro niimeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compdem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a penultima posi¢ao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _d _ ¢é 1, enquanto o maior valor
possivel é (n—3), pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e, além
disso, d, o ultimo elemento da lista, nao pode assumir um valor superior ao niimero n
de vértices. E importante observarmos que uma lista associada a um 4-ciclo é ciclica.
Assim, ambas as listas abdc e acdb estao na categoria Lista 2 e correspondem a
4-ciclos iguais, de modo que devemos considerar apenas uma delas na contagem de
4-ciclos associados a listas na categoria Lista 2. Faremos a convencao de escolher
sempre a primeira, abdc, na qual o nimero que ocupa a segunda posi¢ao é menor
que o que ocupa a ultima posi¢ao da lista, uma vez que b é menor que ¢ (ou seja,
preenchemos a segunda posicao da lista com o menor rétulo de vértice possivel na

ocasiao).
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Tabela 5.4: Contagem de 4-ciclos em S} associados a listas da categoria Lista I (a —_d), paraa=n-k+1,n-k+2,...,n-4,n-3.

a n-k+3|n-k+4|n-k+5|n-k+6 n-3|n-2|n-1 n
n-k+l 2| A Al | AR | Ak | Al
n—k+2 A% A% A§‘5 A§‘4 A’g‘?’
n—4 A3 A3
n-3 A%




Na Tabela [5.5 organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas perten-
cem a categoria Lista 2. Nessa tabela, ha n—2k+2 linhas e n—2 colunas. A primeira
coluna descreve os valores de a, o primeiro elemento da lista, que nessa tabela varia
de 1 a(n-2k+1). Ja a primeira linha descreve os valores de d, o ultimo elemento da
lista, que pode variar de 4 a n. Por questoes de espaco, os valores de d estao escritos
verticalmente dentro das suas células. Uma célula rs, com r=2,3,... ., n—-2k+2 e
s=2,3,...,n—2, é preenchida com o nimero de 4-ciclos tendo o valor de a dado
na célula r1 e o valor de d dado na célula 1s. Por exemplo, a célula em que r = 2
e s = 3 esta associada ao valor a =1 e d = 5. Ela é preenchida com o ntmero de
4-ciclos associados a lista 1 _5__. Sao C3 = 3 os 4-ciclos para esses valores de a e d:
1253, 1254 e 1354. Caso nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum valor de a e
de d, a respectiva célula é deixada vazia.

Vejamos a segunda linha da Tabela [5.5) na qual a = 1. Nesse caso, d pode variar
de 4 até 2k. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois inteiros
estritamente entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a ultima posicao de uma lista
na categoria Lista 2. Por outro lado, por construgao do grafo S, d nao pode ser
maior que 2k, pois nao conseguiriamos preencher a segunda ou ultima posicao em
a_d_ com inteiros estritamente entre a e d e simultaneamente obter uma lista
representativa de um 4-ciclo em S7'. Nesse grafo, cada vértice de rétulo 7, com
i > (k+1), estd ligado aos k vértices de rétulos (i—k), (i—(k+1)),...,(i-2),(i-1).
Logo, se a =1 e d = (2k + 1), por exemplo, poderiamos colocar (k + 1) na segunda
posigao da lista 1 _ (2k+1) _, pois o vértice de rétulo (k+1) estd conectado aos de
rétulos 1 e (2k+ 1), mas nao terfamos como escolher um nimero estritamente entre
1 e (2k + 1) e diferente de (k + 1) para ocupar a ultima posigao sem contradizer a
condi¢ao anterior (nenhum vértice de rétulo j < (k+ 1) esta conectado ao vértice
de rétulo (2k + 1) em S7, assim como nenhum vértice de rétulo j > (k + 1) estd
conectado ao vértice de rétulo 1).

Se ha exatamente ¢ nimeros inteiros estritamente entre a e d cujas respectivas
diferencas com a e com d sejam menor que ou igual a k, entao a quantidade de
maneiras distintas de se preencher as duas lacunas de uma lista na categoria Lista 2
escolhendo dois dentre esses ¢ inteiros e colocando o menor deles na segunda posigao

da lista é igual ao valor da combinagao de 7 inteiros tomados dois a dois, C. Para
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Tabela 5.5:  Contagem de 4-ciclos em S} associados a listas da categoria Lista 2 (a —d _), paraa=1,2,...,n-2k,n-2k + 1.

[p] <t
+ + - N
— — =~ 2 + +
— o o | + [a] [a\] e =2 e [a\] —
+ + + < e < | | | | | | |
o < 0 < S < N N N N N N e e e e e
2 3 k-1 k k-1 3 2
1 cy | C5 C3 C3 C3 Cs | C3
2 3 k-1 k k-1 3 2
2 cs | C3 Cs C5 Cs Cs | C3
2 3 k-1 k k-1 3 2
n—2k cs | Cs C3 Cs C3 Cs | C3
2 3 k-1 k k-1 3 2
n-2k+1 Cy | Cf C3 Cy C3 cy | C3




a =1 e d =4, ha dois inteiros, 3 e 4, de modo que o nimero de maneiras distintas
de se preencher as duas lacunas de uma lista na categoria Lista 2 escolhendo o 3
para ocupar a segunda posicao da lista é igual a C3. Para a =1 e d =5, hd trés
inteiros, 3, 4 e 5, e com isso o numero de maneiras distintas de preenchermos as duas
lacunas de uma lista na categoria Lista 2 escolhendo dois dentre esses ntmeros e
colocando o menor dos dois selecionados para ocupar a segunda posicao da lista é
igual a C3. Utilizando esse mesmo raciocinio, preenchemos as células dessa linha
até aquela em que d = (k + 2), observando um aumento gradativo do nimero de
listas possiveis conforme incrementamos em uma unidade o valor de d. A partir
de d = (k + 3), passa a ocorrer o oposto: observamos uma diminui¢ao gradativa do
numero de listas possiveis enquanto aumentamos em uma unidade o valor de d de
(k +3) até (2k). Como exemplo, tomemos a célula em que a = 1 e d = (2k - 1).
Nesse caso, ha somente trés inteiros satisfazendo as condicoes estipuladas; sao eles:
(k-1), k e (k+1). Nenhum nimero menor que (k—1) poderia ser vizinho de (2k-1)
na lista, pois a diferenca entre eles seria superior a k; pelo mesmo motivo, nenhum
ntmero maior que (k+ 1) poderia ser vizinho de 1 na lista. Segue que o nimero de
maneiras distintas de preenchermos as duas lacunas de uma lista na categoria Lista
2 escolhendo dois dentre os nimeros (k—-1), k e (k+1) e colocando o menor dos
dois selecionados para ocupar a segunda posigao da lista é igual a C3. As células
nasquaisa=1ed=k+3,k+4,...,2k-1,2k podem ser preenchidas com raciocinio
analogo. De acordo com a segunda linha da Tabela[5.5] juntamente as consideragoes

feitas, concluimos que o nimero total de listas na categoria Lista 2 tendo a=1 é
ko k=l k-1
YCL+ > Ci = (220§)+C§.
i=2 i=2 i=2
A contagem do numero de formas de se preencher a segunda e ultima posi¢oes na
lista a _d _ ocorre de modo analogo ao descrito no paragrafo anterior para a = 2 até
a=(n-(2k-1))=(n-2k+1) e esta retratada da terceira a ultima linha da Tabela
. Para cada um desses valores de a, obtemos 2 (Zf:}l C;) + C% listas distintas na

categoria Lista 2. Logo, de a =1 até a = (n -2k + 1), a soma do numero de listas

possiveis ¢ igual a

(n-2k+1) [(2§C§)+O§]. (5.15)

i=2
Devemos tratar com atengao os casos em que a = (n—(2k-7)) = (n-2k+7), com

J=2,3,...,2k -3, pois a medida que d se aproxima de n, diminuem a quantidade
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de inteiros estritamente entre a e d que satisfazem a respectiva diferenga com a e
com d ser menor que ou igual a k. Isso ocorre porque temos uma limitacao para o
valor maximo de d, dada pelo niimero n de vértices do grafo S}'. Vamos considerar a
linha em que a = (n—k) na Tabela como exemplo. Nesse caso, d pode assumir os
valores (n—k+3) até n. Portanto, o ntimero de inteiros estritamente entre a = (n—k)
ed,comd=n-k+3,n-k+4,...,n-1,n, e cuja diferenca com a e com d permanece
menor que ou igual a k aumenta de 2, quando d = (n—k+3), até k, quando d = (n-1),
e volta a ser igual a (k-1) quando d = n. Para ilustrar, consideremos a célula da
Tabela |5.6| que corresponde a a = (n—k) e d=(n—k+5). Os inteiros estritamente
maiores que a = (n - k) e menores que d = (n -k +5), e que mantém uma diferenga
com cada um deles menor que ou igual a k, sdo (n—-k+1), (n-k+2), (n-k+3) e
(n—k+4). Nesse caso, hd C = 6 maneiras de preenchermos as duas lacunas da lista
(n—k)_(n-k+5)_ com dois dentre esses quatro ntiimeros escolhendo o menor
deles para ocupar a segunda posicao; as listas (n—k)(n—k+1)(n-k+5)(n-k+2),
(n-k)(n-k+1)(n-k+5)(n-k+3), n-k)(n-k+1)(n-k+5)(n-k+4),
(n-k)n-k+2)(n-k+5)(n-k+3), (n-k)(n-k+2)(n-k+5)(n-k+4) e
(n—k)(n-k+3)(n—-k+5)(n—k+4) estao associadas a seis 4-ciclos nao isomorfos em S}
As demais células dessa linha sdo preenchidas seguindo um raciocinio analogo. Das
consideragoes feitas, concluimos que, se a = (n - k), o nimero de 4-ciclos associados
a listas na categoria Lista 2 ¢ igual a (ZZQ C’;) + CF L.

Para facilitar a contabilizagao de todos os 4-ciclos dispostos nas 2k — 4 linhas
da Tabela [5.06], vamos agrupé-las duas a duas. Considerando as linhas em que a =

(n-2k+2)ea=(n-3), contamos um total de

k k-1 k-1
(ZC; + ZC’;) +(C3) = (2205) +Ck
i=2 i=3 i=2
listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em Si. Das linhas em que a = (n -2k + 3)

e a=(n-4), contamos um total de

k k-1 3 k-1
i i i) _ i k
(ZC’2 + ZCQ) + (ZC’Q) = (2 ZCQ) +C}
i=2 i=4 =2 =2
listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S}'. Procedemos dessa forma, conside-

rando a soma dos 4-ciclos dispostos nas linhas a = (n-2k+j) ea=(n-j5-1), com

J=2,3,...,2k-1,2k - 3, até as duas linhas mais centrais da Tabela [5.6], nas quais
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Contagem de 4-ciclos em S} associados a listas da categoria Lista 2 (a —d ), paraa=n-2k+2,n-2k+3,...,n—-4,n-3.

Tabela 5.6:

a d 2k n-2k+4 | n-2k+5 | n-2k+6 | n-2k+7 n-k+3 | n-k+4 | n-k+5 n-2 | n-1 n
n -2k +2 C? c3 c3 ch1 ck Cchk1 C3 cs c3
n—-2k+3 C2 c3 C3 ck-t ck ck-t C3 C3
n—-2k+4 Cc3 Cc3 C3 ck-t ck Cck-1 o

n-k c3 c3 C3 ckt | ooy | okt
n-k+1 C? c3 ci ck-1 ck
n-k+2 C? c3 C3 Cchk-1

n-5 C? c3 o
n-4 c2 Cc3
o3




a=(n-k-1)ea=(n-k). Para esse par, também contabilizamos um total de

ko k-1 k-1
(ZO;) + (Z O;) = (2 > O;) +CY
i=2 i=2 i=2
listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S}’ Logo, os 4-ciclos representados por

listas na categoria Lista 2 em que a = (n—-2k+j), com j=2.3,...,2k -3, sdo em

numero igual a

(n=3)-(n-2hel) [(2 kzl Cg) + C;f] = (k-2) [(2%1 C;’) + C§] . (5.16)
i=2 =2
Somando a quantidade de 4-ciclos representados por listas na categoria Lista 2 em
que a =1,2,...,n -2k + 1, calculada pela equacao , a quantidade de 4-ciclos
representados por listas na categoria Lista 2 em que a =n-2k+2,n-2k+3,...,n—
4,n - 3, dada na equacao , chegamos ao numero total de listas na categoria
Lista 2 associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S}

(n—-2k+1) [(216210;) +C’§] + (k:—z)l(kalcg) +C§] =

=2 =2

P16 o R

(111)

Juntando as expressoes encontradas em (5.14]) e (5.17)), obtemos o nimero total

de listas correspondentes a todos os 4-ciclos nao isomorfos em S}

ny (SP) = (n- k)ZA‘ + Zi/ﬁ + (n- k—l)l(2§C§)+C§]. (5.18)

j=21i=2

—_—

(1) (1) (111)

Para chegarmos a expressao para ny (S,?) apresentada em 1) devemos manipular
algebricamente as parcelas (1), (11) e (111) em (5.18)). Uma vez que

zkfci %20%‘ %2 i kzl i ZA (5.19)
=2 2_z'=2 2_i:2 2!(i_2)! _12(_2)' =2 ‘

podemos substituir uma parte da parcela (111) em ([5.18)), obtendo a equagao equi-

valente

k-1 -2 7 k-1
ny (S7) = (n—k);A Z:; + (n-k-1) [(;A§)+C§], (5.20)
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ou ainda, rearrumando e agrupando termos,

k-1 k-2 j
ng (SP) = (2(n—k)—1);A§+;;A§+(n—k—1)(§’§. (5.21)
(1v) (V) (v)

Como
k=1 k-1
Z;Aé = Z;(i—l)(i)
i k_—l k-1
- Se-ye
i=2 i=2

= Lk-1)(K)(2k-1) - L(k-1)(K)
L (K*-3k*+2k),

a primeira parcela ao lado direito da igualdade em (5.21)) equivale a

k-1
(2(n-k)-1) Y Ay = L[(2K*-6k* +4k)n-2k" +5k* - K* -2k].  (5.22)
1=2

(1v)
Ja a segunda parcela em ([5.21]) pode ser expressa pelo seguinte polindomio em k:
k=2 5
YAy = L (K -6k +11k%-6k). (5.23)
j=2 i=2
R ——
(V)
De fato,
k=2

'Mu.
22
|

= A3+ (A3 + A3) + (A3 + A3+ A7) +...+ (A3 + A3+ AS +...+ AFS 4+ A5?)

<
1l
[V}
~
1l
[V}

= (k-3)A2 + (k-)A3 + (k-5)A3 +...+ (k—(k-3+1)A3 + (k- (k-2+1))A452

k-2 A
= ;(k—(ﬂl))Aé
-
= ;(k—(ﬂl))(i—l)(i)
k3
= ;(k—(i+2))(i)(i+1)

k-3 k-3 k-3
= = >+ (k=-3)> % - (k-2)> i
=2 =2 =2
= —1(k-2)*(k-3)" + (k-3)[2 (k-2)(k-3)(2k-5)] + (k-2)[5 (k-2)(k-3)]

= L (k' -6K+11k*-6k).
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Por fim, a terceira parcela em ([5.21]) equivale a

(n-k-1)C§ = $(n-k-1)(k-1)(k) =  [(K-k)n-k>+k]. (5.24)

—_———

(V1)

Substituindo as parcelas (1v), (V) e (vi) de (5.21]) por suas expressoes equivalentes

encontradas, respectivamente, em (5.22)), (5.23)) e (5.24)), e desenvolvendo as contas,

expressamos 7y (S,?) por meio do polinomio nas variaveis n e k apresentado em

G.11). O

Como ilustragao ao Teorema [5.1.1, vamos resgatar as expressoes que fornecem
o numero de 4-ciclos contidos em grafos 3-, 4- e 5-serpentina em funcao do nimero
n de vértices do grafo considerado. O ntmero de 4-ciclos contidos em um grafo
3-serpentina em funcao do nimero n de vértices foi estabelecido na equacao
da Proposigao [5.1.1l Ela coincide com a expressao obtida fazendo k = 3 na equagao

(5.11)):
ng(S5)=2(36-27+5) -1 (189 -72-21+8) =2(14) -  (104) = 7n - 26.

Ja o numero de 4-ciclos contidos em um grafo 4-serpentina em funcao do niimero
de vértices n foi estabelecido na equacao ([5.3) da Proposigao m Ela ¢ igual a

expressao obtida substituindo k£ = 4 na equacao ({5.11):
ny (S7) =2 (64-36+5) -3 (448 - 128 - 28 + 8) = 2* (33) — 5 (300) = 22n — 100.
Por fim, substituindo k£ =5 na equacao , resgatamos a expressao
ng (SF) =32 (100 - 45 +5) — 2 (875 - 200 - 35+ 8) = 22 (60) — < (648) = 50n — 270,

apresentada na equagcao (5.10)) da Proposigao [5.1.3]

Passemos agora a contagem de 4-ciclos contidos em grafos pertencentes a segunda

subfamilia de interesse neste trabalho.

5.2 Numero de 4-ciclos em grafos k-leque

O objetivo dessa secao é estabelecer o numero de 4-ciclos contidos em um grafo

k-leque. Para isso, vamos recordar sua definicao: um grafo k-leque com n vértices
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¢é formado pela juncao de um grafo completo com [ vértices, K;, com 1 <[ < k-1,
com uma (k - [)-serpentina com (n — 1) vértices, Sp7/. Para um dado n > 2k + 1,
existem exatamente (k—1) k-leques nao isomorfos determinados pelos pares (1,k-1),
(2,k-2), ..., (k-1,1) [24]. Assim, a excegao de k = 2, hé dois ou mais k-leques
nao isomorfos para um mesmo valor de k. Com relagao a rotulacao dos vértices, os
[ primeiros rétulos se destinam aos vértices do grafo completo, enquanto os demais
sao atribuidos aos vértices da (k - [)-serpentina conforme a Definicao [3.2.1]
Apresentamos a seguir trés resultados preliminares que serdao oportunos na conta-
gem de 4-ciclos em grafos k-leque. O primeiro deles determina o nimero de caminhos

de comprimento dois em um grafo k-serpentina em n vértices.

Lema 5.2.1. O niimero de caminhos de comprimento dois em um grafo k-serpentina
com n vértices, S}, com n > 2k, em funcao de n e k, pode ser calculado pela expressao

3 [(6k% = 3k)n - 5k3 - 3k2 + 2k].

Demonstracdo. Para encontrarmos o nimero total de caminhos de comprimento dois
em S}, com n > 2k, vamos primeiro calcular o nimero de caminhos de comprimento
dois tendo o vértice de rétulo i de S} como sua extremidade inicial. Para tornar a
escrita mais enxuta, identificaremos um vértice de rétulo j simplesmente por vértice
j. A sequéncia de vértices associada a um caminho de comprimento dois tendo
inicio no vértice i ¢ da forma ijk, onde j e k sao vértices de S} e o vértice j é
vizinho do vértice i (e também do vértice k). Seja N(i)={j eV (Sp) |ije E(S})}
a vizinhanga do vértice ¢ em S}, d(i) o grau do vértice i e d(j) o grau do vértice
J, para cada j em N(7). O nimero de caminhos de comprimento dois em S} tendo
inicio no vértice ¢ pode ser obtido a partir da soma dos graus de cada um dos vizinhos
do vértice i, subtraindo um em cada uma das parcelas da soma (a fim de considerar

apenas os vizinhos de j diferentes de 7). Assim,

# (caminhos de comprimento 2 do tipo ijk)

d(i)
;[d(j)—l]

d(i)
= —d(z’)+;d(j). (5.25)

Fazendo i variar de 1 a m na equagdo (b.25), contabilizamos o ntmero total de
caminhos de comprimento dois tendo inicio no vértice i, para cada vértice i de S}.

Para eliminarmos caminhos isomorfos, considerando, por exemplo, os caminhos 7jk
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e kji apenas uma vez, efetuamos a divisao por 2. Segue que

3

# (caminhos de comprimento 2 em S})

7

Il
—_

d(d)
3 (—d(i) +) d(j))

n n (
SPIOREIHNIE)

n

d(i)
—m+% ZZ: d(j), (5.26)

i=1

onde m, como de costume, denota o niimero de arestas do grafo, cuja expressao, em
funcao de n e k, ja foi obtida na equagao (3.1). Precisamos fazer o mesmo para a
segunda parcela de . Considere o vértice de rétulo i e grau d(i), para algum i
satisfazendo 1 <7 < n. Calcular o somatério interno em associado ao vértice
i consiste em somar os graus de todos os d(7) vizinhos do vértice i. Por outro lado,
a0 passarmos o somatorio externo em , fazendo ¢ variar de 1 a n e percorrendo
todos os vértices do grafo, o grau d(i) do vértice i aparecera como grau de vértice
vizinho nos somatérios internos associados a cada um dos seus d(i) vizinhos, ou

seja, teremos exatamente d(i) parcelas iguais a d(i), para cada i = 1,2,...,n. Desse

modo, a segunda parcela de (5.26|) satisfaz

n d(i) n
LS d0) = BT (527
i=1 j=1 1=1
Os graus dos vértices de S} sao conhecidos. Podemos reescrever o lado direito da

equacao (5.27)) explicitamente em fungao de n e k, bastando trocar d(i), para cada

i=1,2,...,n, pelos graus dos vértices de S}, utilizando a Tabela

n d(i
52,2, 40)

i=1 j=1

~

L2k +2(k+1)%+... +2(2k - 1)+ (n - 2k) (2k)°]

[(k)? + (k+1)*+...+ (2k-1)*] + (n-2k) (2k%).  (5.28)
(1) (11)

A primeira parcela de (5.28) é equivalente a:

(1) = K+ (FP+2k1+12)+ (K +2k2+2%) + ..+ (K +2.k(k-1) + (k- 1)?)

= kk?+2k(1+2+...+(k-1)) + (12+22+...+ (k- 1)?)

= k3 + 92k k(k2—1) + k(k—1)6(2k—1)

= 114k - 9k* + k). (5.29)
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Figura 5.2: S, a 3-serpentina com 9 vértices.

Somando a expressao equivalente a (I) encontrada em ([5.29) a parcela (11) em (5.28]),
chegamos ao seguinte polinomio nas variaveis n e k:
d(i

2. 4(j)

n
i=1 j=1

~

L(14K3 - 9K? + k) + (2nk? - 4k°)

1
2

L(12nk* - 10K® - 9K* + k). (5.30)

Substituindo a primeira parcela de (5.26)) pela expressao de m em funcao de n e k
dada em (3.1, a segunda parcela pela expressao em (5.30)) e agrupando os termos,
obtemos o ntiimero de caminhos de comprimento dois em S} como um polinémio nas

variaveis n e k, concluindo a demonstracao. O]

Para ilustrar o Lema , considere o grafo 3-serpentina com nove vértices, S5,
representado na Figura [5.2] Nesse exemplo, vamos calcular o nimero de caminhos
de comprimento dois primeiramente a partir da representagao grafica do grafo e,
depois, pelo raciocinio desenvolvido na prova do lema. Sao doze os caminhos de

comprimento dois de S§ com inicio no vértice 1:

123 124 125

132 134 135 136

142 143 145 146 147.

Os caminhos de comprimento dois de S§ com inicio no vértice 2 somam dezesseis.

Sao eles:
213 214

231 234 235 236

241 243 245 246 247

253 254 256 257 258.

H4 vinte caminhos de comprimento dois em Sj com inicio no vértice 3:
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312 314

321 324 325

341 342 345 346 347

352 354 356 357 358

364 365 367 368 369.

J& os caminhos de comprimento dois de S§ com inicio no vértice 4 somam 23. Séo

eles:
412 413

421 423 425

431 432 435 436

452 453 456 457 458

463 465 467 468 469

475 476 478 479.

Com inicio no vértice 5, temos 24 caminhos de comprimento dois em S3:

021 523 524

031 532 534 536

541 542 543 546 547

563 564 567 568 569

o074 576 578 579

586 587  589.

Os caminhos de comprimento dois de S com inicio no vértice 6 somam 23:

631 632 634 635

641 642 643 645 647

652 653 654 657 658

674 675 678 679

685 687 689

697 698.

Existem vinte caminhos de comprimento dois em Sj com inicio no vértice 7. Sao

eles:
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741 742 743 745 746

752 753 T34 756 758

763 764 765 768 769

785 786 789

796  798.

Os caminhos de comprimento dois em Sj com inicio no vértice 8 somam dezesseis e

Sa0:
852 853 854 K56 857

863 864 865 867 869

874 875 876 879

896 897.

Por fim, os caminhos de comprimento dois em S§ com inicio no vértice 9 sdo em

doze:
963 964 965 967 968

974 975 976 978

985 986 987.

O total de caminhos de comprimento dois listados é 166. Dividindo esse niimero por
2, chegamos a um total de 83 caminhos de comprimento dois nao isomorfos contidos
em S3.

O Lema [5.2.1| chega a esse mesmo valor sem a necessidade da listagem explicita
de todos os caminhos de comprimento dois de S§. A equagao parte da soma,
sobre cada vértice ¢ do grafo, da soma dos graus dos vizinhos de i (excluindo o
préprio 7). Fazendo i variar sobre todos os vértices do grafo e organizando as contas,
concluimos, na equagao , que o nuimero de 2-caminhos pode ser computado
por meio do nimero de arestas e da soma, sobre cada um dos vértices do grafo, dos
graus dos seus vizinhos.

Por , o nimero de arestas de S§ é m =3 (9 - %) - % = 21. Por outro lado,
para S, a segunda parcela de , omitindo a constante %, fica:

9 d(i)
Y>3 d() = (4+5+6) + (3+5+6+6) + (3+4+6+6+6) + (3+4+5+6+6+5)+
—_—

i=1 j=1

=1 dG) PIMARC) PIRAEIC) =1 dG)
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+(4+5+6+6+5+4) + (b+6+6+5+4+3)+ (6+6+6+4+3)+(6+6+5+3)+
[ —

1% d(5) =19 d(5) 1D () (P d(5)
6+5+4) = 6(3)+8(4)+10(5) +18(6) = 2(3% +4%+5%) +3(6%) = 208.

+(6+5+4) = 6(3) +8(4) +10(5) + 18(6) = 2(3°+4°+5°) +3(6?)
>4 d(5)

Multiplicando 208 pela constante %, obtemos 104, cujo valor pode ser encontrado
utilizando a expressao em funcao de n e k em (5.30), com n =9 e k = 3. Substituindo
esse valor e o de m em ([5.26)), chegamos ao nimero de caminhos de comprimento

dois em S3:
# (caminhos de comprimento 2 em S3) = —21 + 3 (208) = 83,

que ¢ o resultado fornecido pelo Lema [5.2.1| paran=9 e k = 3.

Os proximos dois lemas estabelecem, respectivamente, o nimero de caminhos
de comprimento dois e o nimero de 4-ciclos contidos em um grafo completo com [

vértices, K;. Esse ultimo resultado também sera de auxilio na préoxima secao.

Lema 5.2.2. O ntmero de caminhos de comprimento dois em um grafo completo

com [ vértices, K;, em fungao de [, é igual a L (1-1)(1-2).

Demonstracao. Por definicao de grafo completo, cada vértice de K esta ligado aos
demais [ -1 vértices do grafo. Procurar pelo niimero de caminhos de comprimento
dois em K corresponde, portanto, a calcular o arranjo de [ vértices tomados trés a
trés, A}, pois sdo necessdrios trés vértices de K para formar um caminho de com-
primento dois contido no grafo. Para que nao haja repeticao de caminhos isomorfos,
ou seja, para que abc e cba, por exemplo, sejam contabilizados apenas uma vez,

devemos dividir A% por dois. Assim,
# (caminhos de comprimento 2 em K;) = 1 4} = L (1-1)(1-2). (5.31)
O

Lema 5.2.3. O numero de 4-ciclos contidos em um grafo completo com [ vértices,

Kj, em fungdo de [, é igual a 3C! = L (1-1)(1-2)(l - 3).

Demonstracao. Para contabilizar o nimero de 4-ciclos contidos em K, observemos
que, uma vez selecionados quatro vértices do grafo, eles determinam trés 4-ciclos nao

isomorfos. De fato, sejam g, h, 7 e j quaisquer quatro vértices distintos de K;. Os
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(a) 4-ciclo ijhg (b) 4-ciclo ijgh (c) 4-ciclo igjh

Figura 5.3: Os trés possiveis 4-ciclos contendo os vértices g, h, i e j de um grafo

completo K;, para [ > 4.

trés 4-ciclos nao isomorfos contendo os quatro vértices sado: ijhg, ijgh e igjh (Figura
5.3). Logo, o nimero total de 4-ciclos, em fungao de I, é obtido multiplicando trés
pela combinagao do niimero [ de vértices de K; tomados quatro a quatro, C, o que

resulta em 3C} = L (1-1)(1-2)(I - 3) 4-ciclos. O

Naturalmente, o nimero de 4-ciclos em K; fornecido pelo Lema é zero
quando [ = 1,2 ou 3, pois nesses casos nao ha um nimero suficiente de vértices no
grafo para que ele contenha um 4-ciclo.

Para ilustrar os Lemas e .2.3] considere o grafo completo com quatro
vértices, Ky, cujos vértices estao rotulados por 1, 2, 3 e 4, como usual. Os caminhos
de comprimento dois, nao isomorfos, de K4 sao: 123, 124, 132, 134, 142, 143, 213,
214, 234, 243, 314 e 324. Sao em um total de doze, que é o valor fornecido pela
equacao fazendo [ = 4. Com relacao a quantidade de 4-ciclos nao isomorfos
contidos em Ky, o Lema informa que existem 3CY = £ (3)(2)(1) = 3 4-ciclos.
De fato, sao eles: 1243, 1234 e 1324.

A procura pelo ntimero total de 4-ciclos em um grafo k-leque com n vértices sera
feita identificando todas as possibilidades para as origens dos vértices que compoem
o ciclo. Nesse contexto, utilizamos a expressao ‘origem de um vértice no ciclo’ com
a intencao de distinguir vértices que pertengam a um 4-ciclo de K; + S77} mas que,
antes da juncao, eram vértices de K, de vértices que pertencam a um 4-ciclo de
K + S} mas que, antes da juncgdo, eram vértices de Sp7/.

Ao todo, ha seis formas distintas de combinarmos vértices de origem em K;
com vértices de origem em S?7} formando um 4-ciclo contido em K; + S77/. Cada

uma dessas seis combinagoes determina um 4-ciclo do tipo (a.i), com i =1,2,...,6,
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Figura 5.4: K3+ S8, um 5-leque com 11 vértices.

definidos na demonstracao do préximo teorema. Com a intencao de auxiliar sua
compreensao, tomamos como exemplo o 5-leque com onze vértices determinado pela
jungao K3+ S5, representado na Figura e destacamos um 4-ciclo de cada um
dos cinco primeiros tipos, (a.1) a (a.5), na Figura . Nao hé 4-ciclos do tipo (a.6)
contidos no grafo escolhido. Para uma juncao K, + S~ na qual [ > 4, os 4-ciclos do
tipo (a.6) sdo apresentados na Figura [5.3|

No proximo resultado, contamos quantos 4-ciclos existem em K, Z+S,?_‘ll associados
a cada uma dessas seis formas de combinacao entre os vértices. A soma de todas
essas quantidades resulta no nimero total de 4-ciclos contidos em um grafo k-leque,
determinado pela jungao K;+ 577/, em funcao das varidveis n, k e [. Notaremos esse
nimero por ny (K 1+ S};_‘ll; n,k,l ), com as variaveis n, k e [ escritas explicitamente no
argumento. O motivo dessa escolha é que, ao tomar um k-leque formado por uma
juncao especifica, os parametros da serpentina na juncao nao ficam tao evidentes.
Por exemplo, o 5-leque com onze vértices da Figura ¢ formado pela juncao

K+ S5 = K3+ SH33 (as varidveis saton =11, k=5 e [ = 3).

Teorema 5.2.1 (Ntmero de 4-ciclos em K; + Si7}). Para um grafo k-leque com n

vértices determinado pela jung¢io K;+SP7), com 1<1<k-1en>2k+1, o nimero
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(a) 5687, um 4-ciclo do tipo (a.1)  (b) 3457, um 4-ciclo do tipo (a.2)

(c) 1254, um 4-ciclo do tipo (a.3)  (d) 1529, um 4-ciclo do tipo (a.4)

(e) 1382, um 4-ciclo do tipo (a.5)

Figura 5.5: Exemplos de 4-ciclos dos tipos (a.1) a (a.5) contidos em K3+ S5; ndo hé
4-ciclo do tipo (a.6).
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de 4-ciclos, em funcdao de n, k e l, € dado pela expressao

ng (K + Syl k1) = 2 [-14k" + 163 + 14k% - 16k + (61% - 61) n* +
+(81° - (24k + 18) I* + (24k + 10) I + 16k* - 36k* + 20k) n+  (5.32)
+31* - (16k +10) I* + (24K + 36k + 9) I* — (24k* + 20k + 2) 1] .

Demonstracao. Considere um grafo k-leque com n vértices determinado pela juncao
Ki+8p7), com1<i<k-1en>2k+1. Os 4-ciclos em K;+ 577 podem ser divididos
como segue: (a.1) 4-ciclos formados por quatro vértices com origem em S7/; (a.2)
4-ciclos formados por trés vértices com origem em S77} e por um vértice com origem
em Kj; (a.3) 4-ciclos formados por dois vértices com origem e adjacentes em S};_‘ll,
ou seja, com uma aresta de S7/, e por dois vértices com origem em K;; (a.4) 4-ciclos
formados por dois vértices com origem em S77/ e por dois vértices com origem em
K, mas sem conter aresta de nenhum desses grafos; (a.5) 4-ciclos formados por
um vértice com origem em S/ e por trés vértices com origem em Kj; e (a.6) 4-
ciclos formados por quatro vértices com origem em K;. Naturalmente, para ocorrer
4-ciclos do tipo (a.3) e (a.4), é necessario que [ > 2. Para 4-ciclos do tipo (a.h),
[ > 3, e para 4-ciclos do tipo (a.3), [ > 4. Faremos separadamente a contagem do
nimero de 4-ciclos em K;+S77} para cada um dos seis tipos, comegando por aqueles
classificados como (a.1).

O ntmero de 4-ciclos, em funcao de n, k e [, formados por quatro vértices com
origem em S?7/, que notaremos por ny ((a.1);n,k,1), pode ser obtido adaptando o
resultado do Teorema que fornece o nimero de 4-ciclos em S}’ em funcao de
n e k. Para isso, basta substituirmos n por n—1[ e k por k-1 na equacao ,
chegando a

ny((a.1)in k) = S[(8(k-1)*-18(k-1)?+10(k-1)) (n-1)+ (5.3
ST k=D +8 (k=1 + 7 (k- 12 -8 (k-1)]. '

Passemos aos 4-ciclos formados por trés vértices com origem em S77/ e por um
vértice com origem em K. Esses 4-ciclos ocorrem quando ha um caminho de com-
primento dois contido em S77/ cujas extremidades estdao conectadas a um vértice de
K. Por defini¢do de jungao entre grafos, todo vértice de S77/ estd conectado a todo
vértice de K. Logo, procurar pelo nimero de 4-ciclos do tipo (a.2) em fungao de

n, k e [, que notaremos por ny ((a.2);n, k, 1), corresponde a multiplicar o niimero de
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caminhos de comprimento dois em S~/ pelo nimero [ de vértices em K;. O nimero
de caminhos de comprimento dois em S,Z_‘ll, em funcao de n, k e [, pode ser compu-
tado por meio do Lema [5.2.1] que fornece o nimero de caminhos de comprimento
dois em um grafo k-serpentina com n vértices, S;!. Para isso, basta substituirmos
n por n—1 e k por k—1[ na expressao fornecida pelo Lema. Assim, adaptando a
expressao e multiplicando-a por [, obtemos
ny ((a2);n,k,0) = L [(6(k-1)*-3(k-1))(n-1)-5(k-1)3-
(5.34)
“3(k-1)?+2(k-1)].

Notaremos por n4((a.3);n,k,l) o numero de 4-ciclos do tipo (a.3). Eles sao
caracterizados por possuir uma aresta de S77/ e uma aresta de K;. Para formar um
4-ciclo com essas duas arestas, é necessario utilizarmos duas arestas da juncao entre
os grafos K; e S77}, aquelas justamente que conectam as extremidades da aresta de
K, e da aresta de SP7}. Sejam i e j vértices com origem em K; e u e v vértices
com origem e adjacentes em S}j_‘ll. Escolhidas a aresta e = ij de K; e f = uv de
Sr}, tomamos as duas arestas da jungao que conectam as extremidades de e e f,
formando dois 4-ciclos nao isomorfos: tuvj e twuj. Para calcularmos o niimero de
caminhos de comprimento dois do tipo (a.3) em K+ SP7/ em fungao de n, k e [,
devemos tomar o dobro do produto entre o niimero de arestas em K; e o nimero de
arestas em S77/, expressos em fungao das varidveis envolvidas. O nimero de arestas
em um grafo completo K; em funcao de [ é % (I-1). Com relagao a Sp7/, o nimero
de arestas em funcao de n, k e [ é determinado pela equacao , bastando trocar
n por n—1 e k por k-1I. Logo,

ng((a.3);n, k) =2 [L(-D][(k-D)((n-1)-1) - (k-1)?]. (5.35)

Os 4-ciclos do tipo (a.4), formados por dois vértices com origem em S7'7} e dois
vértices com origem em K, mas sem conter aresta de nenhum desses grafos, sao
obtidos da seguinte forma: se 7 e j sao vértices com origem em K; e u e v sao
vértices com origem em S77/, o 4-ciclo ivju é o unico 4-ciclo contendo os vértices i,
j, we v e sem conter a aresta e =4j de K e, possivelmente, a aresta f = uv de SP7,
quando os vértices u e v sdo adjacentes em Sp7/. Assim, para calcular o nimero
de 4-ciclos do tipo (a.4) em fungdo de n e [, que notaremos por ny ((a.4);n,l),

multiplicamos a combinacao do ntimero [ de vértices de K; tomados dois a dois pela
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combinagao do ntimero n -1 de vértices de S7 tomados dois a dois. O nimero de

4-ciclos do tipo (a.4) em fungao de n e [ é, portanto,
ny ((ad)in,l) = C4-Cyt = L(1-1)(n-1)(n-1-1). (5.36)

Os 4-ciclos que possuem trés vértices com origem em K; e um vértice com origem
em SP7/ formam os 4-ciclos do tipo (a.5). Esses ciclos ocorrem quando hd um
caminho de comprimento dois contido em K cujas extremidades estao conectadas
a um vértice de S77}. Por defini¢ao de jungdo entre grafos, todo vértice de Sp7/ estd
conectado a todo vértice de K. Logo, procurar pelo niimero de 4-ciclos do tipo (a.5)
em fungao de n e [, que notaremos por ny4 ((a.5);n,1), corresponde a multiplicar o
numero de caminhos de comprimento dois em K; pelo nimero n —1[ de vértices em
St~ O nidmero de caminhos de comprimento dois em Kj, em funcao de I, pode ser
computado por meio do Lema [5.2.2] Multiplicando a expressio fornecida pelo lema

por n — [, obtemos

ny((a.5);n,0) = (n-0)[L(1-1)(1-2)]. (5.37)

Finalmente, consideremos os 4-ciclos do tipo (a.6), formados por quatro vértices
com origem em K. Segue diretamente do Lema [5.2.3| que o nimero desses 4-ciclos

em funcao de [, que notaremos por n4 ((a.6);1), é

ny((a.6);0) = 3C, = L (1-1)(1-2)(1-3). (5.38)

Somando as expressoes obtidas em ((5.33)), (5.34)), (5.35), (5.36)), (5.37)) e (5.38]),

chegamos a equagao ([5.32)), que fornece, em funcao das variaveis n, k e [, o nimero de

4-ciclos em um grafo k-leque com n vértices determinado pela juncao K;+Sp~/. O

Para ilustrar o uso do Teorema [5.2.1 retomemos o 5-leque com onze vértices
determinado pela jungao K3+55, jd apresentado na Figura . Faremos a contagem
de 4-ciclos contidos em K3+ S5 exclusivamente pelo Teorema[5.2.1] O resultado serd
confirmado quando o utilizarmos no calculo de um dos coeficientes caracteristicos
de K3+ S5 na Segao . As variaveis associadas a esse grafo saon =11, k=5el = 3.
Pela equagao (5.33), o nimero de 4-ciclos do tipo (a.1) é ny((a.1);11,5,3) =5. O
ntumero de 4-ciclos do tipo (a.2) é dado pela equacao evale ng ((a.2);11,5,3) =
96. Ja o numero de 4-ciclos do tipo (a.3), calculado por meio da equagao ,
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é igual a ny ((a.3);11,5,3) = 78. A equacao fornece o numero de 4-ciclos do
tipo (a.4), resultando em ny ((a.4);11,3) = 84. O numero de 4-ciclos do tipo (a.5)
¢ dado pela equacio e vale ny ((a.5);11,3) = 24. Por fim, a equacao
calcula o nimero de 4-ciclos do tipo (a.6), obtendo ny ((a.6);3) =0 (K3 nao possui
numero suficiente de vértices para conter um 4-ciclo). A soma de todos esses valores

resulta no niimero de 4-ciclos contidos em K3+ S5:
ny (Ks+55;11,5,3) = 5+ 96+ 78 +84+24+0 = 287, (5.39)

que é o mesmo valor obtido substituindo diretamente n = 11, k =5 e [ = 3 na equagao
(15.32).
Na préxima segao, tratamos da contagem de 4-ciclos contidos em grafos k-estrela,

que formam a terceira e ultima subfamilia de grafos considerada.

5.3 Numero de 4-ciclos em grafos k-arvore estrela

Da Definicao [3.2.3] segue que as k-arvores estrela sao obtidas escolhendo sempre a
mesma clique de ligagao, formada por k vértices da (k+ 1)-clique inicial, para todos
os vértices de réotulo k+2 a n adicionados ao grafo. Observamos que, sem perda
de generalidade, podemos selecionar os vértices de rotulo 1 a k para formar essa
k-clique de ligacao.

Dentre as trés subfamilias de grafos k-arvore consideradas, é na de grafos k-
arvore estrela que a contagem de 4-ciclos se da de forma mais direta. Ainda assim,
achamos vantajoso considerar as 2-estrelas em separado as demais k-estrelas, com

k >3, a fim de ganharmos intuicao antes de demonstrar o caso geral.

Proposigao 5.3.1 (Ndimero de 4-ciclos em EZ). Para um grafo 2-drvore estrela
em n vértices, BY, com n > 3, o numero de 4-ciclos, em funcao de n, é dado pela

expressao

na(E3) = 5 (n-3)(n-2). (5.40)

Demonstracao. A construcao de uma 2-arvore estrela se inicia com um grafo com-
pleto com trés vértices e tem como 2-clique de ligacao de todo vértice de rétulo 4,
com ¢ =4,5,...,n, a clique formada pelos vértices de rétulos 1 e 2. Quando temos

apenas o grafo completo com trés vértices inicial, nao ha nenhum 4-ciclo, mas a
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medida que adicionamos os vértices de rétulo 4 a n, passamos a identificar 4-ciclos
no grafo. Ao inserir o vértice de rétulo 4, ou vértice 4, por simplicidade, o 4-ciclo
adicionado a 2-arvore estrela obrigatoriamente contera esse vértice, assim como os
dois vértices adjacentes a ele. Em outras palavras, as duas arestas que conectam o
vértice 4 a 2-clique de ligacao, formada pelos vértices 1 e 2, serao arestas do 4-ciclo,
sendo necessarias, no entanto, mais duas arestas adequadas dentre as determinadas
pela 3-clique inicial. Na Figura , vemos que as arestas 14 e 24 sao as arestas
que ligam o vértice 4 a 2-clique de ligagao e que a tnica escolha possivel para as
duas outras arestas desse 4-ciclo sdo 13 e 23. E interessante observar que, escolhendo
o vértice 4 para iniciar o 4-ciclo, ele sera da forma 41 _2; nao podemos preencher
a lacuna com nenhum dos vértices 1 ou 2 e nem com o vértice 4, pois nenhuma
dessas escolhas resultaria em um 4-ciclo no grafo. S6 ha uma possibilidade para o
preenchimento da lacuna em 41 _2 de modo a obter um 4-ciclo e essa quantidade
é equivalente ao grau do vértice 1 na 2-estrela com quatro vértices, 3, subtraido de
2 (pois, como ja foi dito, do vértice 1 nado podemos ir para o vértice 2 e nem voltar
para o vértice 4).

Seguindo na construcao de Ef, vamos inserir o vértice 5; os novos 4-ciclos adi-
cionados a 2-arvore estrela obrigatoriamente conterao esse vértice, assim como os
dois vértices adjacentes a ele. Em outras palavras, as duas arestas que conectam o
vértice b a 2-clique de ligagao serao arestas do 4-ciclo, sendo necessarias, no entanto,
mais duas arestas adequadas dentre aquelas existentes em Ej. As arestas 15 e 25
sao as que ligam o vértice 5 a 2-clique de ligacao e ha duas escolhas possiveis para
as duas outras arestas indispensaveis a um 4-ciclo: 13 e 23 (Figura|5.6(b)) e 14 e 24
(Figura [5.6(c)|). Observamos que, escolhendo o vértice 5 para iniciar o 4-ciclo, ele
serd da forma 51 _2; nao podemos preencher a lacuna com nenhum dos vértices 1
ou 2 e nem com o vértice 5, pois nenhuma dessas escolhas resultaria em um 4-ciclo
no grafo. O numero de possibilidades para o preenchimento da lacuna em 51 _2 de
modo a obter um 4-ciclo é equivalente ao grau do vértice 1 na 2-estrela com cinco
vértices, 4, subtraido de 2 (pois, como ja foi dito, do vértice 1 nado podemos ir para
o vértice 2 e nem voltar para o vértice 5).

Em geral, ao inserirmos o vértice i, os novos 4-ciclos adicionados a 2-arvore estrela

obrigatoriamente conterao esse vértice, assim como os dois vértices adjacentes a ele.
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Em outras palavras, as duas arestas que conectam o vértice 7 a 2-clique de ligacao
serao arestas do 4-ciclo, sendo necessarias mais duas arestas adequadas dentre as
existentes em FEi 1. As arestas 1i e 2i sdo as que ligam o vértice i a 2-clique de
ligacao e ha 7 — 3 escolhas possiveis para as duas outras arestas indispensaveis a
um 4-ciclo: 13 e 23, 14 e 24, 15 e 25, ..., 1(i - 1) e 2(i - 1) (Figuras a
. De modo andlogo ao ja observado com os vértices 4 e 5, ao escolhermos o
vértice ¢ para iniciar o 4-ciclo, ele serda da forma i1 _2; nao podemos preencher a
lacuna com nenhum dos vértices 1 ou 2 e nem com o vértice ¢, pois nenhuma dessas
escolhas resultaria em um 4-ciclo no grafo. O nimero ¢ -3 de possibilidades para
o preenchimento da lacuna em 51 _2 de modo a obter um 4-ciclo é equivalente ao
grau do vértice 1 na 2-estrela com i vértices, i — 1, subtraido de 2 (uma vez que,
partindo do vértice 1, ndo podemos ir para o vértice 2 e nem voltar para o vértice ).
Assim, somando os 4-ciclos obtidos ao adicionarmos desde o vértice 4 até o vértice

n, chegamos ao numero total de 4-ciclos em uma 2-arvore estrela em funcao de n:

M=

na (E3) (i-3)

- (21) _3(n-3)

= 3(n-3)(n+4)-3(n-3)

5
N

- L(n-3)(n-2).
]

Com as devidas adaptacoes, a demonstracao para o nimero de 4-ciclos em uma
k-arvore estrela em n vértices, com k > 3, em funcao das variaveis n e k se da de

modo bastante semelhante a demonstracao da Proposicao [5.3.1}

Teorema 5.3.1 (Numero de 4-ciclos em E}, k> 3). Para um grafo k-drvore estrela
em n vértices, B}, com k>3 en>k+1, o nimero de 4-ciclos, em fungdao den ek,

¢ dado pela expressao
ny(Ep) = 2 (k-1)(n-5) - £(k*-6k* -k +6). (5.41)

Demonstracao. A construcao de uma k-arvore estrela se inicia com um grafo com-
pleto com k+1 vértices e tem como k-clique de ligagao de todo vértice de rotulo 7,

comi=k+2,k+3,...,n, a clique formada pelos vértices de rétulo 1 a k. Durante
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4 5 5
E; E; Ey
2 20

(a) 4-ciclo 4132 (b) 4-ciclo 5132 (c) 4-ciclo 5142

(d) 4-ciclo i132

(e) 4-ciclo 1142

(f) 4-ciclo 152

(g) 4-ciclo i1(i—1)2

Figura 5.6: Contagem de 4-ciclos durante a construcao de uma 2-arvore estrela.

74



o processo de construcao de E}', quando temos somente o grafo completo com £+ 1
vértices inicial, o Lema assegura que hd exatamente 3 C#*1 4-ciclos em E,’j”.
A medida que adicionamos os vértices de rétulos (k +2) a n, passamos a identificar
novos 4-ciclos no grafo. Ao inserir o vértice de rétulo (k+2), ou vértice (k +2), por
simplicidade, os 4-ciclos adicionados a k-arvore estrela obrigatoriamente conterao
esse vértice, assim como dois dos k vértices adjacentes a ele. Em outras palavras,
duas dentre as k arestas que conectam o vértice (k +2) a k-clique de ligacao serao
arestas do 4-ciclo, sendo necessarias, no entanto, mais duas arestas adequadas das
determinadas pela (k+ 1)-clique inicial. O nidmero de escolhas para o par de arestas
que ligam o vértice (k +2) a dois vértices p e ¢ da k-clique de ligacao, com p < ¢,
é igual & combinacao de k arestas tomadas duas a duas, ou seja, C5. Fixados esses
dois vértices p e g da k-clique de ligagao, ha exatamente k-1 escolhas possiveis para
as duas outras arestas do 4-ciclo contendo as arestas p(k +2) e q(k +2). De fato,
escolhendo o vértice (k + 2) para iniciar tal 4-ciclo, ele sera da forma (k +2)p _q.
Nao podemos preencher a lacuna com nenhum dos vértices p ou ¢ e nem com o
vértice (k +2), pois nenhuma dessas escolhas resultaria em um 4-ciclo no grafo; no
entanto, podemos colocar na lacuna qualquer um dos vértices da k-clique de ligagao,
desde que diferentes de p e ¢, ou ainda o vértice (k+1). Assim, concluimos que o
ntimero de maneiras de preenchermos a lacuna em (k+2)p _q de modo a obter um
4-ciclo em EF*2, contendo as arestas p(k +2) e ¢(k+2), é igual ao grau do vértice p
em EF2 k+1, subtraido de 2 (pois, como ja foi dito, do vértice p ndo podemos ir
para o vértice ¢ e nem voltar para o vértice (k+2)). Logo, contabilizamos C%.(k-1)
4-ciclos em EF*? apds a adi¢ao do vértice (k +2).

Seguindo na construgao de E¥, vamos inserir o vértice (k + 3); os novos 4-ciclos
adicionados a k-arvore estrela obrigatoriamente conterao esse vértice, assim como
dois dos k vértices adjacentes a ele. Em outras palavras, duas dentre as k arestas
que conectam o vértice (k + 3) a k-clique de ligacao serao arestas do 4-ciclo, sendo
necessdrias, no entanto, mais duas arestas adequadas daquelas existentes em E}*2.
O ndmero de escolhas para o par de arestas que ligam o vértice (k + 3) a dois
vértices p e ¢ da k-clique de ligacao, com p < ¢, é igual a combinacao de k arestas
tomadas duas a duas, C%. Fixados esses dois vértices p e ¢ da k-clique de ligagao, hd

exatamente k escolhas possiveis para as duas outras arestas do 4-ciclo contendo as
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arestas p(k+3) e ¢(k+3). De fato, escolhendo o vértice (k+3) para iniciar tal 4-ciclo,
ele serd da forma (k+ 3)p _q. Nao podemos preencher a lacuna com nenhum dos
vértices p ou ¢ e nem com o vértice k + 3, pois nenhuma dessas escolhas resultaria
em um 4-ciclo no grafo; no entanto, podemos colocar na lacuna qualquer um dos
vértices da k-clique de ligacao, desde que diferentes de p e ¢, ou ainda os vértices
k+1 ou k+2 . Assim, concluimos que o nimero de maneiras de preenchermos a
lacuna em (k +3)p_g de modo a obter um 4-ciclo em E}*3, contendo as arestas
p(k+3) e q(k+3), é igual ao grau do vértice p em EF3, k+2, subtraido de 2 (pois,
como ja foi dito, do vértice p nao podemos ir para o vértice ¢ e nem voltar para o
vértice (k+3)). Logo, identificamos C¥.(k) novos 4-ciclos em Ef*3 apés a adigao do
vértice (k +3).

Em geral, ao inserirmos o vértice 7, os novos 4-ciclos adicionados a k-arvore
estrela obrigatoriamente conterao esse vértice, assim como dois dos k vértices adja-
centes a ele. Ou seja, duas dentre as k arestas que conectam o vértice ¢ a k-clique
de ligagao serao arestas do 4-ciclo, sendo necessarias, no entanto, mais duas arestas
adequadas daquelas existentes em E/'. O nimero de escolhas para o par de arestas
que ligam o vértice i a dois vértices p e g da k-clique de ligagao, com p < ¢, é igual
& combinagao de k arestas tomadas duas a duas, C§. Fixados esses dois vértices
p e q distintos da k-clique de ligacao, ha exatamente ¢ — 3 escolhas possiveis para
as duas outras arestas do 4-ciclo contendo as arestas pi e gi. De fato, escolhendo o
vértice ¢ para iniciar tal 4-ciclo, ele serd da forma ip _q. Nao podemos preencher a
lacuna com nenhum dos vértices p ou ¢ e nem com o vértice ¢, pois nenhuma dessas
escolhas resultaria em um 4-ciclo no grafo; no entanto, podemos colocar qualquer
um dos vértices da k-clique de ligacao, desde que diferentes de p e ¢, ou ainda os
vértices (k+1), (k+2), ..., (i-2), (i-1). Portanto, concluimos que o nimero de
maneiras de preenchermos a lacuna em ip _¢ de modo a obter um 4-ciclo em E!,
contendo as arestas pi e qi, é igual a (k—2)+[(i-1) - k] =i-3, que coincide com
o grau do vértice p em E!, i — 1, subtraido de 2 (j& que, do vértice p, ndo podemos
ir para o vértice ¢ e nem voltar para o vértice 7). Logo, contabilizamos C%.(i — 3)
4-ciclos em Ej apés a adicao do vértice i.

Somando aos 4-ciclos contidos na (k + 1)-clique inicial os 4-ciclos obtidos ao

adicionarmos desde o vértice (k +2) até o vértice n, chegamos ao nimero total de
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Ey

Figura 5.7: ES, a 3-drvore estrela com 6 vértices.

4-ciclos em uma k-arvore estrela em n vértices, com k>3 e n > k+1, em funcao das

varigveis n e k:

3CH + CF > (i-3)

i=k+2

_ k+1+02 [( ) 3(n (k+1))]
= 30T 4 CE[L(n+k+2) (n-(k+1))-3(n-(k+1))]

ny (E})

= ) (k- 1)(k-2) + E(k-1) [2(n-k-1)(n+k-4)]
= B(k-1)(n-5) - £E(k*-6k* -k +6).

]

Chamamos a atengao para o fato de que o resultado estabelecido pela Proposicao
5.3.1] esta embutido no Teorema |5.3.1} ou seja, esse tltimo fornece o ntimero de 4-
ciclos contidos em um grafo k-arvore estrela em n vértices para qualquer k£ > 2
satisfazendo k >n+1. Embora a 3-clique inicial de uma 2-arvore estrela nao possua
um numero suficiente de vértices para conter um 4-ciclo, de modo que nao faz sentido
calcular C¥*! para k = 2, nao hd nenhum problema em substituirmos tal valor na
expressao simplificada para essa combinacao, 2= (k +1)(k - 1)(k - 2), o que resulta
em zero. b simples verificar que, ao fazermos k£ = 2 na equacao , obtemos
ny (E5) =1 (n-3)(n-2), que é justamente a expressao em para o numero de
4-ciclos contidos em uma 2-arvore estrela em funcao do seu nimero de vértices n.
Assim, com o cuidado de convencionarmos que C}*! =0 para k = 2, a demonstragao
do Teorema [5.3.1] é vélida para k > 2.

Vamos considerar duas k-arvores estrela para ilustrar o Teorema [5.3.1 Os 4-
ciclos contidos na 3-arvore estrela com seis vértices, ES, apresentada na Figura ,
serao contabilizados tanto explicitamente quanto pela equacao . Com relagao

a 6-drvore estrela com nove vértices, Eg, representada na Figura , a contagem de
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Figura 5.8: Eg, a 6-drvore estrela com 9 vértices.

4-ciclos sera feita exclusivamente por meio do Teorema|5.3.1; no entanto, o resultado
obtido serd confirmado na Segao [6.3, quando o utilizarmos como parte do célculo de
um dos coeficientes caracteristicos de Ej.

Os 4-ciclos contidos em ES sdo: 1234, 1243 e 1324, contendo apenas os vértices
da 4-clique inicial; 5132, 5142, 5123, 5143, 5213 e 5243, obtidos com a adi¢ao do
vértice 5; e 6132, 6142, 6152, 6123, 6143, 6153, 6213, 6243 e 6253, obtidos com a
adicao do vértice 6. Sao em um total de dezoito 4-ciclos. Esse é o niimero fornecido

pela expressao em ([5.41)) fazendo n =6 e k = 3:
ny (ES)=28(2)(1)-2(27-6(9) -3+6)=9-2(-24) = 18.

J& para E§, a expressao em ([5.41), com n =9 e k = 6, contabiliza um total de 270

4-ciclos contidos no grafo:
ny (E§) =2 (5)(4) - £ (216 - 6(36) - 6 + 6) = 270 — £ (0) = 270. (5.42)

Os experimentos nos levam a constatar um fato interessante. Nas trés subfamilias
de k-arvores em n vértices analisadas, o nimero de 4-ciclos aumenta quando pas-
samos das k-serpentinas para os k-leques (e cresce dentro dessa subfamilia quando
[ varia de 1 a k- 1) e, em seguida, para as k-estrelas. Notamos também que o
nimero de 4-ciclos é o mesmo entre a k-serpentina em n vértices e o k-leque de-
terminado pela jungao Ky + S77} (I = 1). A quantidade de 4-ciclos ¢ afetada pelo

numero de vértices universais dos grafos considerados, ainda que todos eles tenham
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o mesmo numero de arestas. Na Tabela[5.7] fazemos comparagdes entre os nimeros
de vértices simpliciais, universais e de 4-ciclos para as 5-arvores em dezoito vértices
de cada uma das trés subfamilias. Lembramos que, para k = 5, ha quatro 5-leques

nao isomorfos.

Tabela 5.7: Comparacoes entre as trés subfamilias estudadas de k-arvores em n

vértices paran =18 e k = 5.

5-drvores em 18 vértices || # vértices simpliciais ~ # vértices universais  # 4-ciclos (ny4)
S8 2 0 630
K, +S}7 2 1 630
Ky + 536 2 2 666
K3+ S3° 2 3 756
Ky+Sit 2 4 921
E3® 13 5 1.185

No proximo capitulo, utilizamos os resultados estabelecidos com o propdsito
de estabelecer expressoes para o coeficiente ¢, da poténcia A»* do polinomio ca-
racteristico de grafos das trés subfamilias de k-arvores estudadas em funcao das

variaveis n, k e possivelmente [.
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Capitulo 6
Aplicacao

O principal objetivo deste capitulo é obter expressoes para o coeficiente caracteristico
da poténcia A" * do polinomio caracteristico de grafos k-serpentina, k-leque e k-
arvore estrela com n vértices em funcao das variaveis n, k e, com relagao aos grafos
k-leque, também em funcao de [. Para chegarmos as expressoes procuradas, utiliza-
remos a abordagem do calculo dos coeficientes caracteristicos a partir dos subgrafos
elementares de um grafo. O coeficiente associado a poténcia A4 estd relacionado
a quantidade de pares de arestas disjuntas e de ciclos de tamanho quatro contidos
no grafo. Assim, nossa primeira tarefa é contabilizar pares de arestas disjuntas e,
para isso, utilizamos um resultado estabelecido por DE MORAES et al. [3] aliado
a observacao de caracteristicas dos grafos considerados. Associando aos resultados
obtidos no capitulo anterior, chegamos a uma representacao para o coeficiente da
poténcia A4 do polindémio caracteristico desses grafos em funcao das trés varidveis
citadas.

A seguir, relembramos conceitos que serao importantes no decorrer desta secao,
como o de subgrafo elementar, e apresentamos uma proposicao a partir da qual
se desenvolve este capitulo. Esse resultado estabelece de que forma os coeficientes

caracteristicos de um grafo estao relacionados a seus subgrafos elementares.
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6.1 Coeficientes caracteristicos por contagem em
subgrafos elementares

Embora o polinomio caracteristico de um grafo seja calculado algebricamente, seus
coeficientes guardam informacgoes préprias a estrutura do grafo, o que permite que
sejam encontrados de modo alternativo, por meio de contagem em subgrafos elemen-
tares. Para seguirmos essa abordagem, é adequado recordarmos algumas definigoes.

Dado um grafo G com n vértices, m arestas e ¢ componentes conexas, o posto e

o co-posto de G sao definidos, respectivamente, por
r(G)=n-c e s(G)=m-n+c. (6.1)

Observamos que o conceito de co-posto permite definir grafos ciclico (ou ciclo, sim-
plesmente), biciclico e triciclico quando s =1, s =2 ¢ s = 3. De modo geral, um
grafo G é k-ciclico quando s(G) = k, ou seja, G é formado por k ciclos disjuntos.
Em particular, se k =0, G é uma floresta.

Um grafo elementar é um grafo simples no qual cada componente é regular de
grau 1 ou 2. Em outras palavras, cada componente de um grafo elementar é uma
aresta ou um ciclo com r vértices, que também chamamos de r-ciclo. O co-posto
de um grafo elementar coincide com o nimero de suas componentes que sao ciclos.
De fato, se o grafo elementar GG se escreve como a componentes do tipo Ky e b

componentes do tipo C,., obtemos
s(G)=a(mg, —ng, +ck,) +b(me, —ne, +co,)=a(1-2+1)+b(r-r+1)=0.

O calculo é anédlogo para o caso geral em que G se escreve como a componentes do
tipo Ks, by componentes do tipo C,,, bs componentes do tipo C,,, ..., b compo-

nentes do tipo C,,, quando
s(G)=a(1-2+1)+by(ri-m+1)+...+b(rp—r+1)=by+...+b.

A partir dos valores do posto e do co-posto de cada subgrafo elementar de um
grafo, podemos determinar cada um dos seus coeficientes caracteristicos utilizando

o resultado a seguir:
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Proposicao 6.1.1 ([22], p. 45). Seja
P(GA) = A"+ N+ A" 24 A" P e N e N ey (6.2)
o polindémio caracteristico de um grafo G. Os coeficientes de p(G; \) sao dados por
(-1)'c; = Y (-1)rMash), (6.3)

onde as parcelas do somatério percorrem todos os subgrafos elementares A de G

com ¢ vértices e r(A) e s(A) sdo o posto e o co-posto de A.

O célculo de cada coeficiente caracteristico de um grafo G por meio da equagao
(6.3) pode, em geral, ser um problema combinatério penoso, pois requer a identi-
ficacao de todos os subgrafos elementares do grafo. Para os primeiros coeficientes
caracteristicos, no entanto, nao ha maiores dificuldades. O coeficiente —¢; corres-
ponde & soma dos autovalores de G, que coincide com o traco de A(G), e que
sabemos ser igual a zero. Logo, ¢; = 0. Os unicos grafos elementares com menos de
quatro vértices sao a aresta Ky e o 3-ciclo ou triangulo C3. Assim, —co, corresponde
a m, o numero de arestas de GG, enquanto —c3 é igual ao dobro do nimero ng de
3-ciclos em G. Os grafos elementares com exatamente quatro vértices sao os 4-ciclos
e o grafo contendo duas arestas disjuntas, de sorte que o coeficiente ¢, é expresso
pela diferenca

Cq4 =TNo — 2”4, (64)

onde ny é 0 nimero de pares de arestas disjuntas e ny é o nimero de 4-ciclos em G.

Para ilustrar o resultado estabelecido pela Proposicao [6.1.1], considere G' o grafo
representado no canto superior esquerdo da Figura [6.1L Para esse grafo, temos:
c1=0,—co=m="T -c3=2n3=2(2)=4ecy=n3-2n4 =9-2(1) =7, onde o
numero nsy de subgrafos elementares contendo duas arestas disjuntas, o nimero ns
de 3-ciclos (triangulos) e o nimero ny de 4-ciclos foram encontrados analisando a
Figura[6.1]

A Proposicao pode ser utilizada para determinar expressoes para os demais
coeficientes de p(G;\) em fungao das caracteristicas estruturais do grafo G' consi-
derado. DE MORAES et al. [3] exploraram o conceito de k-emparelhamentos a fim
de obter representacoes para c4 e cs, respectivamente os coeficientes das poténcias

A4 e \"=5 do polinomio caracteristico de um grafo. Quando k = 2, o ntimero de
M
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Figura 6.1: O grafo GG, um 4-ciclo e arestas disjuntas duas a duas em G.
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k-emparelhamentos coincide com a quantidade de pares de arestas disjuntas con-
tidas no grafo, que sabemos ser de relevancia ao computo do coeficiente ¢4. Na
proxima se¢ao, com esse proposito, estabelecemos féormulas para o nimero de 2-
emparelhamentos em grafos de cada uma das trés subfamilias— k-serpentinas, k-

leques e k-arvores estrela— em funcao das variaveis envolvidas.

6.2 2-emparelhamentos em grafos k-serpentina, k-
leque e k-arvore estrela

Em [3], DE MORAES et al. abordaram os k-emparelhamentos, k& > 2, que sao
grafos constituidos por k£ componentes isomorfas a K,. Em particular, um 2-
emparelhamento é um grafo com quatro vértices e duas arestas nao adjacentes.
O primeiro resultado apresentado pelos autores mostra como encontrar o nimero
de 2-emparelhamentos em um grafo G, notado por €3(G), a partir da sequéncia de

graus do grafo, sem a necessidade de listar todos os seus k-emparelhamentos.

Teorema 6.2.1 ([3]). Seja G um grafo com n vértices e m arestas, cuja sequéncia
de graus € igual a D = [dy,ds, ... ,d,]. O nimero de 2-emparelhamentos de G, eo(G),

pode ser encontrado por meio da erpressao

(@) = 1 (m2 fm— Zn:df). (6.5)

i=1
O Teorema estabelece um resultado forte e aplicavel a qualquer grafo.

Quando lidamos com as subfamilias de grafos k-serpentina, k-leque e k-arvore es-
trela com n vértices, expressoes para o numero €; de 2-emparelhamentos em fungao
das varidveis n, k e [ (essa ultima no caso dos grafos k-leque) podem ser obtidas
a partir da equacao e de caracteristicas estruturais dos grafos considerados.
Essas expressoes serao fundamentais para determinarmos, em funcao de variaveis
mencionadas, o coeficiente ¢4 da poténcia A»* do polinomio caracteristico dos gra-

fos em cada uma das subfamilias estudadas.

Corolério 6.2.1 (Numero de 2-emparelhamentos em S}). Para um grafo k-serpen-
tina com n vértices, Sy, com n > 2k, o numero de 2-emparelhamentos, €z, em funcao

de n e k, é dado por

€2 (S7) = %[%4+k3(%—n)+k2(n2—5n+%)+k(n—%)]. (6.6)
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Demonstracao. Seja S} uma k-serpentina com n vértices, com n > 2k. Para cal-
cularmos o nimero de 2-emparelhamentos no grafo, em funcao de n e k, usando a
equacao , precisamos determinar apenas a soma dos quadrados dos graus dos
vértices do grafo em fungao das mesmas variaveis, uma vez que o nimero de arestas

em S} é conhecido. Conforme a Tabela , a sequeéncia de graus de S} é

Dsp = [kk+1,...,2k-2,2k-1,2k, 2k, ..., 2k 2k - 1,2k =2, ... .k +1,K]

n—2k

[k, k+1,...,2k-2,2k-1]o[2k]" 2 o [2k - 1,2k -2,...,k+1,k].

Assim, a soma dos quadrados dos graus dos vértices de S} ¢ igual a

Zn:d? 2 /f2+(/€+1)2+...+(2k;—1)2]+(n_2k)(2k)2

[
2[%(2k - 1)(2k)(4k - 1) = 2 (k= 1) (k) (2k - 1) ] + (n - 2k)(2k)*
= 2[3(14k% - 9K? + k)] + Ank? - 8K
[-10K% + (12n - 9)k* + k]. (6.7)

1
3

Substituindo na equacgao (6.5)) as expressoes para m em termos de n e k, calculada
em (3.1)), e para a soma dos quadrados dos vértices obtida em (6.7, expandindo
o quadrado e desenvolvendo as contas, chegamos a expressao para o numero de

2-emparelhamentos em S} em func@o de n e k apresentada em (/6.6)):

e (SP) = %{[k:(n—%)—%QrJr[k(n—%)—%] %[—10k3+(12n—9)k2+k]}
= %{[%4+k‘3(%—n)+k‘2(n2—n+i) +[—%+k(n—%)]+%+(3—4n)k2—§}
= {5 G-n) + R]+R[(n" -0 §) + B am)]+k[(n-5) - 5]}
= %[’1—4+k3(%—n)+k2(n2—5n+%)+k(n—%)]

O

Como exemplo ao Corolario [6.2.1], tomemos o grafo 2-serpentina em n vértices,

S#. O numero de 2-emparelhamentos em S¥, em funcao de n, pode ser calculado

pela equacgao , com k = 2:

€2 (53) %[%+23(%—n)+22(n2—5n+%)+2(n—%)]
= 3[4n* - 26n+ 1t + 15]
= 2n?-13n+22.
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Para o nuimero de 2-emparelhamentos em grafos k-leque, usaremos a notacao
€ (Kl +Snhin k1 ), com as variaveis n, k e [ escritas explicitamente no argumento,
assim como feito para o niimero de 4-ciclos nesses grafos. Lembramos que o motivo
dessa notacao é evidenciar os parametros da serpentina na juncao que forma um

dado k-leque.

Corolério 6.2.2 (Numero de 2-emparelhamentos em K + S7}). Para um grafo k-
leque com n vértices determinado pela juncao K;+S77}, com 1<l <k-1len>2k+1,

o numero de 2-emparelhamentos, €5, em funcao de n, k e [, é dado por

&2 (K + Sptim k1) = %{[lz(n—%)—%]2+[k(n—%)—%2]— [i(n—1)%+

+ 2L [6k(2k - 1-1)+ (k-1-1)(2(k-1)-1)] + (n+l—2k)(2k—l)2]},

(6.8)

Demonstra¢ao. Considere um grafo k-leque com n vértices determinado pela juncao
K+ S}, com n > 2k + 1. Para calcularmos o nimero de 2-emparelhamentos no
grafo, em funcao de n, k e [, usando a equacao , precisamos determinar somente
a soma dos quadrados dos graus dos vértices do grafo em funcao dessas varidveis,
ja que conhecemos o nimero de arestas em qualquer k-arvore. Conforme a Tabela

, a sequéncia de graus de K; + S} é
Dyspt = [n=11"o [k k+1,... 2k =1 - 1] o [2k = 1]""* o [2k ~ 1~ 1,....k + 1, k].

A partir dessa sequéncia, uma expressao para a soma dos quadrados dos graus dos
vértices de K + Sg_‘ll em funcao de n, k e [ pode ser calculada como

id? =l(n-1)*+2[k*+ (k+ 1)+ ...+ (k+ (k-1 -1))*| +(n+1-2k)(2k-1)*, (6.9)

i=1 —

(1)

1) = K+ +2.1k+1%)+ (K2 +22k+2%) +.. .+ (P +2.(k-1-1).k+ (k-1-1)?)
= KP(k-1)+2k(1+2+3+...+(k-1-1)+ (1®+2°+ 3 +...+ (k-1-1)?)
= K (k-1)+2k-3(k-0)(k-1-1)+:((k-1-1)+1) (k-1-1) (2(k-1-1) +1)
= k(k-0D@k-1-1)+3(k-1)(k-1-1)(2(k-1)-1)
= D I6R(2k-1-1)+ (k—-1-1)(2(k-1) - 1)].
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Trocando a soma (1) em (6.9)) pelo lado direito da ultima igualdade, obtemos

&2 = 1(n-1)2+ D [6k(2k 1 - 1) + (k=1 - 1)(2(k - 1) - 1) ]+ (n+1-2k)(2k-1)2. (6.10)

™M=

1

)

Finalmente, substituindo na equacao (6.5 as expressoes obtidas para m em termos
den ek, em , e para a soma dos quadrados dos graus dos vértices, em ,
chegamos a expressao correspondente ao nimero €y de 2-emparelhamentos em K; +
St em fungao de n, k e [ apresentada em (6.8). Nao obtemos uma férmula mais
simples para €5 ao expandir o quadrado e efetuar as operacgoes algébricas indicadas;

em virtude disso, optamos por manter, em , sua estrutura no formato
n—l. _1(,,2 no g2
[

Corolario 6.2.3 (Nimero de 2-emparelhamentos em E}'). Para um grafo k-arvore
estrela em n vértices, £}, com n > k + 1, o nimero de 2-emparelhamentos, €, em

funcao de n e k, é dado por
e (B =E[(k-1)n® - (K*+2k-3)n+3 (K*+6k*-k-6)]. (6.11)

Demonstracao. Seja E}' uma k-arvore estrela em n vértices, com n > k + 1. Para
calcularmos o nimero de 2-emparelhamentos em £}, em funcao de n e k, usando
a equacao , precisamos determinar apenas a soma dos quadrados dos graus
dos seus vértices em funcao das mesmas varidveis, pois o nimero de arestas em
qualquer k-arvore ja foi computado. Por definicao, o grafo E}' possui exatamente
(n—k) vértices simpliciais, i. e., de grau k. Os demais k vértices sdo universais, pois
formam a k-clique de ligacao de todos os (n—k) vértices do grafo. Logo, a soma dos

quadrados dos graus dos vértices de £}, em funcao de n e k, ¢ dada pela expressao

id? = (n-k)k*+k(n-1)>% (6.12)

i=1

Substituindo as expressoes para m em termos de n e k calculada em (3.1) e para
a soma dos quadrados dos vértices em (6.12) na equacao (6.5), expandindo o
quadrado e desenvolvendo as contas, chegamos a expressao para o numero de 2-

emparelhamentos em E}' em funcao de n e k apresentada em (§6.6):

s (ET) %{[k‘ (n—%)—%]QJr[k:(n—%)—gj]—[(n—k)szrk(n—l)Q]}
= El(k-1)n?- (K +2k-3)n+31 (kK +6k*-k-6)].
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De posse dos Corolarios [6.2.1] [6.2.2] e [6.2.3] e conhecendo o nimero de 4-

ciclos contidos em grafos k-serpentina, k-leque e k-arvore estrela, determinamos,
na proxima secao, um dos coeficientes dos respectivos polinémios caracteristicos por

meio da Proposigao e, mais especificamente, da equagao ((6.4)).

6.3 O coeficiente caracteristico da poténcia A"

Da Proposicao [6.1.1] sabemos que o valor do coeficiente ¢, da poténcia A% do
polinomio caracteristico de um grafo pode ser calculado por meio da equacgao :
¢y =ng—2ny4. O nimero ny de pares de arestas disjuntas em um grafo é equivalente,
pelo Teorema [6.2.1], ao ntimero €5 de 2-emparelhamentos no grafo, o que nos permite
exprimir ¢4 pela relacao

Cq = €2 — 2714. (613)

Os tres Corolarios a seguir utilizam a equacao (6.13)) e resultados estabelecidos
ao longo do texto para expressar o coeficiente ¢4 do polindmio caracteristico de
grafos k-serpentina, k-leque e k-arvore estrela em n vértices em funcao das variaveis
pertinentes a cada uma dessas trés subfamilias.

Todos os polinomios caracteristicos apresentados durante os exemplos desta secao
foram calculados pelo MAXIMA [33]. Observamos que esse software calcula o po-
linémio caracteristico de uma matriz A como p(A;\) = det(A — AI,) e ndo como
p(A; A) = det(A, — A). Naturalmente as duas formas fornecem polinomios com os
mesmos autovalores e respectivas multiplicidades, porém o primeiro nao é monico
quando a matriz quadrada A tem ordem impar. Assim, quando o grafo conside-
rado possui um nimero impar de vértices, o polinomio caracteristico fornecido pelo
Maxima foi multiplicado por —1 de modo a torné-lo moénico, tal como em ([6.2),

satisfazendo a hipdtese da Proposicao [6.1.1}

Corolario 6.3.1 (Coeficiente ¢, em p(S;};)\)). Para um grafo k-serpentina em n
vértices, S7, com n > 2k, o coeficiente ¢, da poténcia A"~ em p (S,’j; A), em fungao

de n e k, é dado pela expressao

co (Sp) = B2 _kn (1142 23k +7) + £ (31K + 1452 + 5k + 22) . (6.14)

2
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Figura 6.2: Si!, a b-serpentina com 11 vértices.

Demonstragao. Para um grafo k-serpentina em n vértices, 7', com n > 2k, o ntimero
€5 de 2-emparelhamentos, em funcao de n e k, é calculado pela equacgao do
Corolério . J& o ntmero ny de 4-ciclos contidos em S}, em funcao de n e
k, é encontrado por meio da equacgao do Teorema Substituindo essas
expressoes para €, € 1y na equagao ,

ca (Sg) = e2(5;) - 2na (1),
e desenvolvendo as contas, chegamos a representacao para o coeficiente ¢4 em

D (S,Z; )\) em funcao de n e k apresentada em (|6.14)). O

Para ilustrar o Corolario [6.3.1, consideremos uma 2-serpentina em n vértices,
S5 O coeficiente ¢4 da poténcia A"~ do polindmio caracteristico de S¥', em funcao

de n, pode ser calculado fazendo k =2 na equagao ((6.14)):
i (S3) = 202+ (~44+6-7) + 15 [31(8) + 14(4) + 5(2) + 22]

2n? - 15m + 28. (6.15)

Como outro exemplo, consideremos a 5-serpentina com onze vértices, S, ilus-

trada na Figura O polindémio caracteristico desse grafo é
p(S3hA) = A = 4027 = 140 A% — 45 A7 + 630 A% + 1.491 \°+
+1.564 X% + 867\ + 256 \2 + 37\ + 2.

O coeficiente da poténcia N(1D=4 = X7 & ¢, = —45, que é o valor exato fornecido pela

equacao (6.14) com n=11 ¢ k = 5:

e (S5')

(55 _ 55 [11(25) - 15 + 7] + 2 [31(125) + 14(25) + 5(5) + 22]

= 3035 5 (967) + 5 (4.272)

_ 1.080
24

= -45.
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Corolario 6.3.2 (Coeficiente ¢, em p (Kl + S0 )\)) Para um grafo k-leque em n
vértices determinado pela juncao K;+5S77/, com 1 <l <k-1en>2k+1, o coeficiente

¢4 da poténcia A% em p (Kl + St )\), em funcao de n, k e [, é dado pela expressao

co (Ki+Sp7in k1) = 2 (3183 + 14k + 5k +22) + 2 (K2 - 12) -
— 2 (403 - 612 (2k +1) — 1 + 11K% - 3k* + Tk) - (6.16)

L R0k 1) - L (82 +8k+1) ~ L (2k+1).
Demonstracao. Considere um grafo k-leque em n vértices determinado pela juncao
K+ S,?_‘ll, com1<l<k-1en>2k+1. O nimero e; de 2-emparelhamentos
em K;+ S}, em funcdo das varidveis n, k e I, é calculado pela equagao do
Corolario [6.2.2, enquanto o nuimero n, de 4-ciclos contidos no grafo, em funcao
dessas trés variaveis, é dado pela equagao do Teorema . Substituindo as

expressoes para €; € ny mencionadas na equagao ,

co (Ki+ Sphsn k1) = eo (Ko + Spolim, k) = 2ny (K + Spofing k1) (6.17)

e desenvolvendo as contas, chegamos a representacao apresentada em ([6.16]) para o

coeficiente ¢4 em p (Kl + S )\) em funcao de n, k e L. n

Para ilustrar o Corolario [6.3.2] consideremos dois exemplos de grafos k-leque.
O primeiro é o 5-leque em onze vértices determinado pela juncao Kj + S5 (Fi-
gura , cujas variaveis associadas sao n = 11, Kk = 5 e | = 3 . J& calcula-
mos o numero ny de 4-ciclos por meio do Teorema na equagao , che-
gando a ny (K3+58;11,5,3) = 287 4-ciclos. Por outro lado, o nimero ey de 2-

emparelhamentos em K3 + S5, pela equagao , ¢ igual a

e (K3 +S85:11,5,3) {2 (16)* + 5 (16) - [3(100) + 2[30(6) + 1(3)] + 4(49)]}
= 1{1.640-618}

= o5ll.

Como a equacao (6.16)) é equivalente a equagao (6.17)), segue que
ca (K3 +85:11,5,3) = e (K3+55;11,5,3) - 2n4 (K3 + S5;11,5,3)

511 - 2(287)

- 63,
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Figura 6.3: K5+ S}, um 9-leque com 14 vértices.

em acordo com o coeficiente ¢, da poténcia A'1=% = A7 do polinomio caracteristico
de Kg + S§
p(Ks+ S5 0) = A 4007 - 140 A® - 63 A7 + 490 \° + 1.025 X°+
+696 A1 — 106 A3 —382\2 — 177\ — 24.

Como segundo exemplo, tomemos o 9-leque com quatorze vértices determinado
pela juncao K + S, representado na Figura . As varidveis pertinentes a essa

juncao sao n =14, k=9 e [ = 5. Substituindo-as na equacao (6.16]), chegamos a

cy (Ks+S7;14,9,5) = 5.488 — 1 (5.484) — 622 4 4750 _ 18025 _ 95 214200 _ _1 478,

que é exatamente o valor do coeficiente ¢, da poténcia A14~% = A0 em p (K5 + S7; \):

p(Ks+S3A) = A = 81N — 528 A1 — 1478 A0 — 1.660 A% + 1.549 A® + 8.356 A7+

+13.964 X6 + 13.536 \% + 8.324 \* +3.244 X% + 757 A2 + 92 \ + 4.

Corolario 6.3.3 (Coeficiente ¢, em p (E,?, )\)) Para um grafo k-arvore estrela em
n vértices, B}, com n > k+ 1, o coeficiente ¢4 da poténcia A" em p(E,’;;)\), em

funcao de n e k, é dado pela expressao

ey (Bp)=E5[2(K*-2k* -k +2) - (k*-3k+2)n]. (6.18)

2
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Demonstracao. Para um grafo k-drvore estrela em n vértices, B, com n > k + 1,
o numero €, de 2-emparelhamentos, em funcao de n e k, é calculado pela equagao
do Corolario Ja o ntimero ny de 4-ciclos contidos em E}', em funcao de
n e k, é encontrado por meio da equacao do Teorema Substituindo as

expressoes para €; e ny mencionadas na equagao ((6.13]),
n _ mn mn
ca (EY) = e2 (Ey) —2nqa (EY) (6.19)
e desenvolvendo as contas, chegamos a representacao para o coeficiente ¢4 em

D (Eg, )\) em funcao de n e k apresentada em 1} n

Como um primeiro exemplo ao Corolario [6.3.3, vamos retomar a 6-arvore estrela
com nove vértices, Fy (Figura . Ja calculamos o nimero ny de 4-ciclos por meio
do Teorema na equacao (5.42), chegando a ny (E§) = 270 4-ciclos. Por outro
lado, o nimero €y de 2-emparelhamentos em Ef, pela equagao , é igual a

e (Eg) =8[(5)(81) - (36 +2(6) —3) 9+ 1 (216 +6(36) -6 -6)] =315.  (6.20)

Como a equacao (6.18)) é equivalente a equagao (6.19)), segue que
s (EY) = €2 (E) - 2n4 (E) = 315 - 2(270) = -225,
em acordo com o coeficiente ¢4 da poténcia A~ = A*> do polindémio caracteristico de
EY:
p(EGA) =A% = 3327 =130 A° - 225 A° — 204 A - 95 A% — 18 A%,

Com base no Corolario [6.3.3 fica possivel estabelecermos o coeficiente ¢4 da
poténcia \*™* do polindmio caracteristico de uma 2-arvore estrela, E¥, em funcao

do seu numero de vértices n. Substituindo k = 2 na equacao ([6.18]), verificamos que
e (By)=2[2(8-8-2+2)-(4-6+2)n]=0, (6.21)

ou seja, o coeficiente ¢4 em p (EZ; \) é nulo seja qual for o nimero n de vértices em
uma 2-arvore estrela. Para essa subfamilia de grafos, podemos ir além, caracteri-

zando todos os coeficientes caracteristicos do grafo.

Proposigao 6.3.1 (Polindmio caracteristico e espectro de EY). Para um grafo 2-
arvore estrela em n vértices, £J, com n > 3, o polinomio caracteristico, em fungao

de n, se escreve como
p(E¥ A n) =" = (2n-3) \"? - (2n - 4) \"™%. (6.22)
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Além disso, o espectro de £} (com as respectivas multiplicidades dos autovalores),

em funcao do nimero de vértices n, é igual a

1+v8n-15 0 __1 1-v/8n-15
Spec” (Eg;A,n) = S S

(6.23)
Demonstracao. A Proposicao estabelece que os coeficientes do polinémio carac-
teristico de um grafo G podem ser calculados por meio de contagem em subgrafos
elementares, mais especificamente, pela equacao . Devido a esse resultado e
a natureza dos subgrafos elementares, os primeiros coeficientes caracteristicos de
um grafo G sao facilmente computados. Como ja mencionado, o coeficiente —c; da
poténcia A"~ ! em p (G; \) coincide com o trago de A(G), o coeficiente ¢; da poténcia
A"2 corresponde a —m, onde m é o nimero de arestas de GG, e o coeficiente —c3 da
poténcia A"~3 ¢é igual ao dobro do nimero de 3-ciclos (tridngulos) em G. Assim, para
o grafo 2-arvore estrela em n vértices, temos ¢; = 0; ¢3 = —=(2n - 3), pela equagao
(B-1), com k =2; ¢5 = -2(n-2) = =(2n - 4), pois o nimero de tridngulos em E} ¢
1+1(n-3) =n-2, uma vez que partimos de um triangulo, o 3-ciclo K3, e inserimos
um novo triangulo com a adigao de cada um dos vértices de rétulo 4 a n. Obtemos
o coeficiente ¢4 fazendo k = 2 na equagao , o que resulta em ¢4 = 0. Além dele,
todos os demais coeficientes caracteristicos ¢;, com ¢ > 5, também se anulam. Isso
se da em virtude do nimero de autovalores nulos da matriz de adjacéncia de EJ e
da expressao para o coeficiente ¢; em termos da soma de produtos de 7 autovalores.

De fato, a matriz de adjacéncia de EY é da forma

A(KQ) J2><(n72)

A(ED) = (6.24)

0n—2

J(n—2)><2
Aplicando o método de escalonamento a matriz A (EY), chegamos a uma matriz,

similar a A(EY), com trés linhas linearmente independentes (e as demais n -3

linhas nulas):

1 0/111..1
AEZ)~1o0 1]1 11 ... 1] (6.25)
1 1/000 ... 0

0 que nos permite concluir que o posto da matriz A (EY) é igual a trés. Para matrizes

simétricas nxn, a dimensao do nicleo coincide com a quantidade de autovalores nulos
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da matriz. Em vista disso e do Teorema do Nicleo e da Imagem, segue que a matriz
A (EY) possui n—3 autovalores iguais a zero e apenas trés autovalores nao nulos,
seja qual for o valor de n. Por outro lado, é sabido que o coeficiente ¢; do polinémio
caracteristico de uma matriz nxn pode ser expresso por uma soma (de C* parcelas)
de todos os produtos possiveis de i dentre os n autovalores da matriz. Isso justifica
o fato de que, para a matriz A (EY) em questdo, ¢; (E¥;n,2) =0 parai=15,6,...,n
(e mesmo para i = 4), uma vez que, quando i > 4, qualquer produto de i dentre os
n autovalores ird conter, obrigatoriamente, ao menos um fator (autovalor) nulo, ja
que so trés dos n autovalores sao diferentes de zero. Logo, os tnicos coeficientes
caracteristicos nao nulos sao os trés apresentados em , ficando determinado,
portanto, o polinomio caracteristico de E7.

Para calcular os n autovalores de EY, vamos reescrever a equacao ((6.22) como

p(EyAn) =A"3 [N = (2n-3) A - (2n-4)]. (6.26)

q(\n)

Pela equacgao , fica evidente que zero é um autovalor de £} com multiplicidade
algébrica igual a n —3, como ja argumentado. Por inspecao, vemos que —1 é raiz de
q (A, n) e, por conseguinte, de p (E%; A\, n). De fato, a divisdo do polindémio ¢ (A, n)
por (A—(-1)) é exata e resulta no polinémio A\? — A — (2n — 4) como quociente. O

polinémio p (EZ; A\, n) em ([6.26)) pode ser fatorado, portanto, como

p (B A n) =" (A= (-1)) (A2 =A-(2n-4)). (6.27)

q(\n)

Aplicando Bhaskara ao polinémio quadrético mais a direita em (6.27)), chegamos a
forma totalmente fatorada de p (E}; \):

p(B3:xn) = (A=0)"" (A= (D) (A= (=5=E)) (A= (=45E)). (629)

Assim, conclufmos que os autovalores de E} sao: A\, = £8n=15 ”32”_15, com multiplicidade
um; Mg = 0, com multiplicidade n — 3; A3 = —1, com multiplicidade um; e Ay =
=815 com multiplicidade um. O

Como exemplo, consideremos o grafo 2-drvore estrela com quatorze vértices, E14,

representado na Figura cuja matriz de adjacéncia, de ordem 14 x 14, é

A (KQ) J2 x12

A(EY) =
J12><2 012
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13 14

Figura 6.4: EL, a 2-drvore estrela com 14 vértices.
O polinémio caracteristico de EL! é calculado substituindo n = 14 na equagao ((6.22):
p(ESHA 14) = A1 =25 A12 - 24\,

J& o espectro de EL! (com as respectivas multiplicidades dos autovalores) é encon-

trado fazendo n = 14 na equagao (6.23):

Spec” (E35 A, 14) = 2 ,

ou seja, os autovalores de E3! sdo A = 1+‘2/§, com multiplicidade um; Ay = 0, com
multiplicidade onze; A3 = —1, com multiplicidade um; e A4 = 1‘@, com multiplici-

dade um.
Com consideracoes semelhantes, estabelecemos o polinomio caracteristico e o

espectro de um grafo 3-arvore estrela em n vértices.

Proposigao 6.3.2 (Polindomio caracteristico e espectro de EY). Para um grafo 3-
arvore estrela em n vértices, £}, com n > 4, o polinomio caracteristico, em fungao

de n, se escreve como
p(EF A n)=\"=(3n-6)\"2 - (6n-16) \" 3 - (3n-9) \"*. (6.29)

Além disso, o espectro de E} (com as respectivas multiplicidades dos autovalores),
em funcao do nimero de vértices n, é igual a

1+V3n-8, 0, -1, 1-3n-38
Spec” (E§;A\,n) = : (6.30)

1, n-4, 2, 1



Demonstracao. A Proposicao [6.1.1] estabelece que os coeficientes do polinémio ca-
racteristico de um grafo G podem ser calculados por meio de contagem em subgrafos
elementares, mais especificamente, pela equagao (6.3)). Devido a esse resultado e a
natureza dos subgrafos elementares, os primeiros coeficientes caracteristicos de um
grafo G sao facilmente computados: o coeficiente —c¢; da poténcia \*~! em p (G;\)
coincide com o trago de A(G), o coeficiente ¢, da poténcia A"~2 corresponde a —m,
onde m é o nimero de arestas de GG, e o coeficiente —c3 da poténcia A"3 é igual
ao dobro do nimero de 3-ciclos (tridngulos) em G. Assim, para o grafo 3-arvore
estrela em n vértices, temos ¢; = 0; ¢o = —(3n - 6), pela equagao , com k = 3;
c3 = -2(3n-8) = —(6n-16), pois o nimero de triangulos em Ef é 4+3(n—-4) = 3n-8,
uma vez que partimos de um grafo completo, Ky, que contém quatro triangulos, e
inserimos trés novos triangulos com a adicao de cada um dos vértices de rétulo 5
a n. Obtemos o coeficiente ¢, fazendo k = 3 na equagao (6.22)), o que resulta em
¢y = —(3n-9). Os demais coeficientes caracteristicos ¢;, com i > 5, se anulam. Isso
se d&4 em virtude do nimero de autovalores nulos da matriz de adjacéncia de EY e
da expressao para o coeficiente ¢; em termos da soma de produtos de 7 autovalores.
De fato, a matriz de adjacéncia de EY ¢ da forma

A (K3) ‘J3><(n—3)
A(Ey) =

J (n-3)x3 On-3

Aplicando o método de escalonamento a matriz A (E}), chegamos a uma matriz,
similar a A (EY), com quatro linhas linearmente independentes (e as demais n —4

linhas nulas):

110111 .1

: 01 1{1 11 .1
A(EY) ~ : (6.31)

002[1 11 .1

|11 1/000 ... 0]

0 que nos permite concluir que o posto da matriz A (E}) é igual a quatro. Para
matrizes simétricas n x n, a dimensao do nicleo coincide com a quantidade de au-
tovalores nulos da matriz. Em vista disso e do Teorema do Nucleo e da Imagem,
segue que a matriz A (EY) possui n -4 autovalores iguais a zero e apenas quatro

autovalores nao nulos, seja qual for o valor de n. Por outro lado, é sabido que o
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coeficiente ¢; do polindmio caracteristico de uma matriz n x n pode ser expresso por
uma soma (de CP" parcelas) de todos os produtos possiveis de i dentre os n auto-
valores da matriz. Isso justifica o fato de que, para a matriz A (EY}) em questao,
¢ (EY;n,3) =0 parai=5,6,...,n, uma vez que, quando ¢ > 5, qualquer produto de i
dentre os n autovalores ird conter, obrigatoriamente, ao menos um fator (autovalor)
nulo, ja que s6 quatro dos n autovalores sao diferentes de zero. Logo, os 1nicos
coeficientes caracteristicos nao nulos sao os quatro apresentados em , ficando
determinado, dessa forma, o polinomio caracteristico de E7.

Para encontrar os n autovalores de E}, vamos reescrever a equagao ([6.29)) como

p(E3;An) = A" A = (3n—6) A2 = (6n—16) A— (3n-9)]. (6.32)

q(An)
Pela equacao , fica evidente que zero é um autovalor de E¥ com multiplicidade
algébrica igual a n—4, como ja argumentado. Por inspe¢ao, vemos que —1 é raiz de
q (A, n); na verdade, é uma raiz de multiplicidade dois de g (A,n) e, por conseguinte,
de p (EF; A\,n). De fato, a divisao do polindomio ¢ (A, n) por (A - (-1))* = A2+22+1
é exata e resulta no polinomio A\? — 2\ = (3n - 9) como quociente. O polinémio

p(Ef; A, n) em (6.32) pode ser fatorado, portanto, como

p(EF A n) = X" (A= (-1))? (A2 =21~ (3n-9)). (6.33)

q(An)
Aplicando Bhaskara ao polinémio quadrético mais a direita em (6.33)), chegamos a

forma totalmente fatorada de p (E}; \):
p(EgAn) = (A=0)"" (A= (-1))* (A= (14 V3n=8)) (A~ (1- V3n=3)). (6.34)

Assim, concluimos que os autovalores de E¥ sao: A\; = 1+v/3n — 8, com multiplicidade

um; Ao = 0, com multiplicidade n —4; A3 = -1, com multiplicidade dois; e Ay =
1 -+/3n -8, com multiplicidade um. O

Para ilustrar a Proposicao [6.3.2] consideremos a 3-arvore estrela com dezoito
vértices representada na Figura[6.5] Sua matriz de adjacéncia, de ordem 18 x 18, é

da forma
A(K3) | Isx15

Jisxs | Oi5
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Figura 6.5: E¥ a 3-drvore estrela com 18 vértices.

Fazendo n = 6 na equagao (|6.29)), obtemos o polinomio caracteristico do grafo:

p(Ef5A18) = N —(54-6) A~ (108 16) A" ~ (54 - 9) A™

A8 48 M6 — 92 \15 — 45 \14, (6.35)

Os autovalores de F18, com as respectivas multiplicidades, sdo encontrados substi-
tuindo n =6 em ([6.30)). Chegamos a

1++/46, 0, -1, 1-+/46
Spec” (E3%; A, 18) = , (6.36)

1, 14, 2, 1
ou seja, os autovalores de E® sdo \; = 1+ /46, com multiplicidade um; Ay = 0,
com multiplicidade quatorze; A3 = —1, com multiplicidade dois; e Ay = 1 — /46, com
multiplicidade um. Observamos que o Maxima demorou mais de cinco minutos para
processar cada um dos resultados em e , envolvendo matrizes de ordem
18 x 18 e calculo de raizes de um polinomio de grau dezoito. Por outro lado, para

o Mazxima ou outro software equivalente, avaliar uma fungao uma variavel, como as

em ((6.29) e (6.30]), é uma operagao imediata seja qual for o valor de n.

Vimos nessa se¢ao que saber contar subgrafos elementares do tipo 4-ciclo permite
estabelecer uma expressao para o coeficiente ¢, da poténcia A"»* do polinémio carac-
teristico de grafos k-serpentina, k-leque e k-arvore estrela em n vértices em funcao
das varidveis pertinentes a esses grafos. Em vista disso, ficam caracterizados, para
essas subfamilias de grafos cordais, os cinco primeiros coeficientes dos respectivos
polindmios caracteristicos. Com relagao a subfamilia das k-arvores estrela em n
vértices, fomos além: conseguimos determinar todos os coeficientes caracteristicos,

isto é, o polinomio caracteristico, nos casos em que k = 2 e k = 3, para qualquer
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nimero n de vértices. Ressaltamos que uma k-arvore estrela em n vértices é equi-
valente a juncao entre o grafo completo com k vértices, Ky, e n—k copias do vértice
isolado, K. Sob essa ética, o polindmio caracteristico de uma k-arvore estrela pode
ser encontrado a partir dos polinémios caracteristicos dos grafos que o compoe, como

desenvolvido em [I5].
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Em problemas de Teoria de Grafos, a contagem de ciclos é uma questao recorrente.
Os algoritmos existentes para determinar o nimero de ciclos de um dado com-
primento dependem do nimero de arestas e/ou de vértices do grafo considerado.
Para valores grandes de m e/ou n, dificuldades podem surgir durante o processo de
execucao desses algoritmos. Conseguimos, embora para classes bem particulares de
grafos, estabelecer férmulas fechadas para o niimero exato de 4-ciclos neles contidos.

No contexto de Teoria Espectral de Grafos, pudemos aplicar os resultados obtidos
na determinagao do quinto coeficiente do polinomio caracteristico de grafos em cada
uma das trés classes estudadas.

Como sequéncia a essa pesquisa, apontamos os seguintes topicos:

e Adequagdo/modificagdo da abordagem de listas de rétulos para contagem de

ciclos de comprimentos distintos em k-serpentinas, k-leques e k-estrelas.

e Aplicacao da metodologia desenvolvida para contagem de ciclos a outros tipos
de k-arvores ou grafos bem estruturados a fim de encontrar formulas fechadas

para o numero de seus 4-ciclos.

e Estudo dos coeficientes Laplacianos de k-serpentinas, k-leques e k-estrelas por
meio da relagao existente entre esses coeficientes e as subflorestas contidas

nesses grafos.
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Apeéendice A

Contagem de 4-ciclos em casos

particulares de k-serpentinas

Seguem as demonstragoes para o numero de 4-ciclos em grafos 3- e 5-serpentina em

funcao do numero n de vértices. As proposicoes foram enunciadas no Capitulo

Proposi¢ao A.1 (Numero de 4-ciclos em S%). Para um grafo 3-serpentina com n

vértices, S}, com n > 6, o numero de 4-ciclos, em funcao de n, é dado por
ny (S%) = Tn - 26. (A.1)

Demonstracao. Para contabilizar os 4-ciclos contidos em um grafo da subfamilia das
3-serpentinas, representado na Figura[A.T], em func¢ao do seu nimero n de vértices,
vamos tratar separadamente dos dois tipos de 4-ciclos possiveis: aqueles cujas listas
de vértices podem ser identificadas como uma Lista 1 e aqueles cujas listas de vértices
podem ser identificadas como uma Lista 2, estando ambas as Listas 1 e 2 definidas
em ([5.1]).

Consideremos inicialmente o caso mais simples em que os 4-ciclos tém listas que

podem ser identificadas como uma Lista 1. Por hipdtese, os quatro ntimeros inteiros

1 3 5 7 n-2 n

Figura A.1: S¥, a 3-serpentina com n vértices.
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positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compdem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a ultima posicao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _ __d é 1, enquanto o maior valor
possivel é n — 3, pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e d, o
maior inteiro na lista, nao pode ultrapassar o valor do maior rétulo dos vértices, que
én.

Na Tabela[A.T] organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas perten-
cem a categoria Lista 1. Sua célula rs, com r =2,3,....n—-2e s=2,3,...,n—2,
é preenchida com o nimero desses 4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e
o valor de d dado na célula 1s; caso nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum
valor de a na célula rgl e algum valor de d na célula 1sg, com rg € {2,3,...,n-2} e

S0 €{2,3,...,n -2}, a célula rgsy é deixada vazia.

Tabela A.1:  Contagem de 4-ciclos em S% associados a listas da categoria Lista I

(a —_d).

o d 4 5 6 n-1| n
1 2
2 2
3 2
n—4 2
n-3 2

Vejamos a segunda linha da Tabela Se a =1, d pode assumir apenas o valor
4. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que existe dois inteiros estritamente
entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a terceira posicao na Lista 1. Por outro lado,
por construcao do grafo S}, d nao pode ser maior que 4, uma vez que comegamos
com uma 4-clique e, ao adicionarmos o quinto vértice, o conectamos aos trés vértices
com maiores rétulos, ou seja, aos vértices de rétulos 2 a 4 (nao existe aresta entre
os vértices de rétulos 1 e 5). Portanto, quando a = 1 e d = 4, concluimos que hé
duas formas de se preencher as duas lacunas da lista 1 _ _4 com os ntimeros 2 e 3
e essas listas estao associadas a dois 4-ciclos nao isomorfos em S§: 1234 e 1324.

A terceira linha da Tabela esta associada ao valor de a = 2. Nesse caso,

d pode assumir apenas o valor 5. De fato, d nao pode ser menor que 5, uma vez
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que existe dois inteiros estritamente entre 2 e 5 para ocupar a segunda e a terceira
posicao na Lista 1. Por outro lado, por construgao do grafo S}, d nao pode ser
maior que 5, uma vez que, ao adicionarmos o sexto vértice, o conectamos aos trés
ultimos vértices adicionados, ou seja, aos vértices de rétulos 3 a 5 (ndo existe aresta
entre os vértices de rétulos 2 e 6). Portanto, quando a =2 e d = 5, concluimos que
ha duas formas de se preencher as duas lacunas da lista 2__ _5 com os numeros 3
e 4 e essas listas estao associadas a dois 4-ciclos nao isomorfos em S§: 2345 e 2435.

Em geral, pelo modo em que o grafo S} é construido, para um dado valor de
a, com a = 1,2,...,n -3, d deve obrigatoriamente ter valor igual a a + 3, o que
implica na existéncia de exatamente dois nimeros inteiros estritamente entre a e
d =a+3. Segue que a quantidade de maneiras distintas de se preencher as duas
lacunas centrais de uma lista na categoria Lista 1 com esses dois inteiros é igual ao
valor do arranjo de 2 inteiros tomados dois a dois, A2 = 2. Logo, quando a varia de
1 a n -3, o numero total de listas na categoria Lista 1 correspondentes a 4-ciclos

nao isomorfos em S} é igual a
(n-3)A3=(n-3)(2) =2n-6. (A.2)

Passemos a contagem dos 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser enquadradas
na categoria Lista 2 em . Nesse caso, por hipdtese, os quatro nimeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compdem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a penultima posicao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _d _ ¢é 1, enquanto o maior valor
possivel é n — 3, pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e d, o
maior inteiro na lista, nao pode ultrapassar o valor do maior rétulo dos vértices,
que é n. E importante observarmos que uma lista associada a um 4-ciclo é ciclica.
Assim, ambas as listas abdc e acdb estao na categoria Lista 2 e correspondem a
4-ciclos iguais, de modo que devemos considerar apenas uma delas na contagem de
4-ciclos associados a listas na categoria Lista 2. Faremos a convencao de escolher
sempre a primeira, abdc, na qual o nimero na segunda posicao é menor que o
na ultima posigao da lista, uma vez que b é menor que ¢ (ou seja, preenchemos a
segunda posigao da lista com o menor rétulo de vértice possivel na ocasiao).

Na Tabela [A.2] organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas per-

tencem a categoria Lista 2. Sua célula rs, comr=2,... n-2es=2...,n-2,
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é preenchida com o nimero desses 4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e
o valor de d dado na célula 1s; caso nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum
valor de a na célula ryl e algum valor de d na célula 1sg, com rg € {2,3,...,n-2} e

So€{2,3,...,n -2}, a célula rosy é deixada vazia.

Tabela A.2:  Contagem de 4-ciclos em S% associados a listas da categoria Lista 2

(a—d_).

a d 4 5 6 7 8 n-3|n-2|n-1| n
1 1 3 1
2 1 3 1
3 1 3 1
n-6 1 3 1
n-5 1 3 1
n-4 1 3
n-3 1

Vejamos a segunda linha da Tabela [A.2] Se a = 1, d pode assumir os valores
4, 5 ou 6. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois inteiros
estritamente entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a ultima posicao de uma lista
na categoria Lista 2. Por outro lado, por construgao do grafo S, d nao pode ser
maior que 6, pois nao conseguiriamos preencher a segunda ou tltima posicao em
a_d_ com inteiros estritamente entre a e d e simultaneamente obter uma lista
representativa de um 4-ciclo em S¥. Nesse grafo, cada vértice de rétulo 7, com i > 4,
estd ligado aos vértices de rétulos (i -3), (i-2) e (i—1). Logo,sea=1ed =7, por
exemplo, poderiamos colocar 4 na segunda posicao da lista 1 _7 _, pois o vértice
de rotulo 4 esta conectado aos de rétulos 1 e 7, mas nao teriamos como escolher um
nimero estritamente entre 1 e 7 e diferente de 4 para ocupar a tltima posi¢ao sem
contradizer a condicao anterior.

Quando a =1 e d = 4, ha apenas uma forma de se preencher as duas lacunas
da lista 1 _4 _ com os ntumeros 2 e 3 escolhendo o menor entre eles para ocupar

a segunda posi¢ao; a lista que corresponde ao 4-ciclo em S% ¢ 1243. Quando a =1
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e d = 5, ha trés formas de preenchermos as duas lacunas da lista 1 _5_ com os
numeros 2, 3 e 4 escolhendo o menor entre os dois selecionados para ocupar a segunda
posicao; as listas 1253, 1254 e 1354 estao associadas a trés 4-ciclos nao isomorfos
em S§. Por fim, se a =1 e d = 6, hd apenas uma maneira de as duas lacunas da
lista 1 _6 _ serem preenchidas com os numeros 3 e 4 escolhendo o menor entre
eles para ocupar a segunda posigao; a lista 1364 determina um 4-ciclo em S%. E
interessante observarmos que, quando a = 1 e d = 6, nao podemos usar o nimero
2 nem o numero 5 para preencher nenhuma das lacunas da lista 1 _6 _ visto que,
por construcao de S7, 3 ¢ o menor dentre os rétulos dos vértices ligados ao vértice
de rétulo 6 e 4 é o maior dentre os rotulos dos vértices ligados ao vértice de rétulo
1. Logo, nao podemos colocar o 2 na lista, nem na segunda nem na tltima posicao,
pois qualquer um dos casos implicaria na existéncia da aresta 26, que nao ocorre
em S7; analogamente, nao podemos colocar o 5 na lista, nem na segunda nem na
ultima posigao, pois qualquer um dos casos implicaria na existéncia da aresta 15,
que também nao ocorre em S¥.

Se ha ¢ nimeros inteiros estritamente entre a e d e cuja respectiva diferenca com
a e com d seja menor que ou igual a 3, entao a quantidade de maneiras distintas
de se preencher as duas lacunas de uma lista na categoria Lista 2 escolhendo dois
dentre esses ¢ inteiros e colocando o menor entre eles na segunda posicao da lista
é igual ao valor da combinagao de i inteiros tomados dois a dois, C%. Para i = 2,
C2 =1, e para i = 3, C3 = 3. Logo, o nimero total de listas na categoria Lista 2

tendoa=14¢

(icé)%?% =2(C3)+C35 =2(1)+3 = 5. (A.3)

1=2

O preenchimento da segunda e ultima posicoes na lista a —d _ ocorre de forma
andloga a descrita nos tltimos trés paragrafos para a = 2 até a = (n —5). Para cada
um desses valores de a, obtemos 2 (C2) + C3 =5 listas distintas na categoria Lista 2.

Logo, de a =1 até a = (n—5), a soma do nimero de listas possiveis é igual a
(n-5)[2(C%)+C3] = (n-5)(5) = 5n—25. (A4)

Os casos em que a = (n—j), com j = 3,4, devem ser tratados com aten¢ao, pois
a medida que d se aproxima de n, diminuem a quantidade de inteiros estritamente

entre a e d que satisfazem a respectiva diferenca com a e com d ser menor que
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ou igual a 3. Isso ocorre porque temos uma limitagao para o valor maximo de d,
dada pelo nimero n de vértices do grafo S7. Vamos considerar a linha em que
a = (n-4) na Tabela[A.2] Nesse caso, d pode assumir os valores (n—1) e n. Quando
a=(n-4)ed=(n-1), ha apenas uma forma de preencher as duas lacunas da
lista (n—4) _(n-1)_ com os numeros (n—3) e (n—2) escolhendo (n - 3), o
menor entre eles, para ocupar a segunda posigao; a lista (n-4)(n-3)(n-1)(n-2)
estd associada a um 4-ciclo em S¥. Quando a = (n—4) e d = n, ocorrem trés
maneiras de preenchermos as duas lacunas da lista (n—-4) _(n) _ com os nimeros
(n-3), (n—2) e (n—1) escolhendo o menor entre os dois selecionados para ocupar
a segunda posicao; as listas (n —4)(n -3)(n)(n-2), (n-4)(n-3)(n)(n-1) e
(n-4)(n-2)(n)(n-1) determinam trés 4-ciclos nao isomorfos em S}. Portanto,
se a = (n-4), o numero de 4-ciclos representados por listas na categoria Lista 2 é
igual a ¥, C% = 4. Com relacdo & tltima linha da Tabela em que a = (n-3)
e d = n, temos s6 uma forma de preencher as duas lacunas da lista (n-3) —(n) —
com os numeros (n—-2) e (n—1) escolhendo o menor, (n—-2), para ocupar a segunda
posicao; a lista (n—3)(n—-2)(n)(n-1) estd associada a um 4-ciclo S¥. Por isso, se
a = (n-3), o numero de 4-ciclos representados por listas na categoria Lista 2 é igual
a C7 =1. Logo, para a = (n-4) e a = (n-3), o nimero de 4-ciclos representados
por listas na categoria Lista 2 ¢é igual

(i(];’)w*g =2(C3)+C3 =2(1)+3 = 5. (A.5)

i=2

Somando esse valor a quantidade de 4-ciclos representados por listas na categoria
Lista 2 em que a = 1,2,...,n -5, dada pela equacao (A.4]), chegamos ao nimero

total de listas na categoria Lista 2:

(n-5)[2(C3)+C3]+[2(C3) +C3] = (n-4)[2(C3) + C5] 46)
= (n - 4)(5) = 5n - 20. '

Assim, da soma do nimero de 4-ciclos associados a listas da categoria Lista 1
em (|A.2)) com o nimero de 4-ciclos associados a listas da categoria Lista 2 em ({A.6)),
chegamos ao nimero total de 4-ciclos em S} em funcao do numero de vértices n:

ny (S3) = (n-3) A2 + (n-4) [2 (6'22) + C’S] =Tn - 26,

——————
2n—6 5n-20

concluindo a demonstragao. O]
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A seguir, replicamos o processo de contagem de 4-ciclos desenvolvido a grafos da
subfamilia das 5-serpentinas. O objetivo é calcular o valor de ny em fungao de n

sem sequer representar graficamente qualquer elemento da subfamilia S

Proposigao A.2 (Numero de 4-ciclos em S¥). Para um grafo 5-serpentina com n

vértices, S7, com n > 10, o nimero de 4-ciclos, em funcao de n, ¢ dado por
ny (S§) = 50n - 270. (A7)

Demonstracao. Para obtermos uma expressao que contabilize o niimero de 4-ciclos
contidos em um grafo 5-serpentina em funcao do nimero n de seus vértices, vamos
tratar separadamente dos dois tipos de 4-ciclos possiveis em SI': aqueles cujas listas
de vértices podem ser identificadas como uma Lista 1 e aqueles cujas listas de vértices
podem ser identificadas como uma Lista 2, estando ambas as Listas 1 e 2 definidas
em (51).

Consideremos inicialmente os 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser reco-
nhecidas como uma Lista 1. Nesse caso, por hipotese, os quatro ntimeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compoem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a ultima posi¢ao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _ _d é 1, enquanto o maior valor
possivel é n — 3, pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e d, o
maior inteiro na lista, nao pode ultrapassar o valor do maior rétulo dos vértices, que
én.

Na Tabela[A.3], organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas perten-
cem a categoria Lista 1. Sua célula rs, com r =2,3,....n—-2e s=2,3,...,n—2,
é preenchida com o nimero desses 4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e
o valor de d dado na célula 1s; caso nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum
valor de a na célula ryl e algum valor de d na célula 1sg, com rg e {2,3,...,n-2} e
S €{2,3,...,n -2}, a célula rosy é deixada vazia.

Vejamos a segunda linha da Tabela[A.3] Se a =1, d pode assumir os valores 4, 5
ou 6. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois inteiros estritamente
entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a terceira posicao na Lista 1. Por outro lado,
por construcao do grafo S¥', d nao pode ser maior que 6, uma vez que comegamos

com uma clique de tamanho 6 e, ao adicionarmos o sétimo vértice, o conectamos
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Tabela A.3: Contagem de 4-ciclos em S7 associados a listas da categoria Lista 1

(a —_d).

a d 4 5 6 7 8 9 n-4|n-3|n-2|n-1| n
1 2 6 12
2 2 6 12
3 2 6 12
4 2 6 12
n-7 2 6 12
n-6 2 6 12
n-5 2 6 12
n—4 2 6
n-3 2

aos cinco vértices de maiores rotulos ja presentes no grafo, ou seja, aos vértices de
rotulos 2 a 6.

Quando a =1 e d = 4, ha duas formas de preenchermos as duas lacunas da lista
1__4 com os numeros 2 e 3 e essas listas estao associadas a dois 4-ciclos nao
isomorfos: 1234 e 1324. Quando a = 1 e d = 5, ha seis formas de preenchermos
as duas lacunas da lista 1 _ _5 com os numeros 2, 3 e 4 e as listas obtidas estao
associadas a seis 4-ciclos nao isomorfos: 1235, 1245, 1325, 1345, 1425 e 1435. Por
fim, se a = 1 e d = 6, ha doze formas de se preencher as duas lacunas da lista
1__6 com os nimeros 2, 3, 4 e 5 gerando listas correspondentes a doze 4-ciclos
nao isomorfos: 1236, 1246, 1256, 1326, 1346, 1356, 1426, 1436, 1456, 1526, 1536 e
1546. Se ha exatamente i nimeros inteiros estritamente entre a e d, a quantidade
de maneiras distintas de se preencher as duas lacunas centrais de uma lista na
categoria Lista 1 escolhendo dois dentre esses ¢ inteiros ¢ igual ao valor do arranjo
de 7 inteiros tomados dois a dois, A% . Para i =2, A2 =2; parai=3, A3 =3 e para
i =4, A3 =12. Logo, o numero total de listas na categoria Lista 1 tendo a = 1 é
Yo Al = A2+ A3+ AL =2+6+12 = 20.

A contagem do ntumero de formas de se preencher a segunda e terceira posigoes

na lista a _ __d ocorre de modo analogo ao descrito no paragrafo anterior para a = 2
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até a = (n—5). Para cada um desses valores de a, obtemos i, A% = A2 + A3 + A} =
2+6+12 =20 listas distintas na categoria Lista 1. Logo, de a=1 até a=(n-5), a
soma do numero de listas possiveis é igual a
4
(n=5) > A% =(n-5)(20) = 20n - 100. (A.8)
i=2
Os casos em que a = (n—-4) e a = (n—3) devem ser tratados separadamente.
Quando a = (n—4) e d = (n - 1), situagdo descrita na penultima linha da Tabela
[A.3] hd duas formas de as lacunas da lista (n-4) —_(n-1) serem preenchidas com
os inteiros (n—3) e (n—2) e as listas obtidas estdo associadas a dois 4-ciclos nao
isomorfos em S¥: (n-4)(n-3)(n-2)(n-1) e (n-4)(n-2)(n-3)(n-1). Quando a =
(n-4) e d = n, hé seis formas de se preencher as duas lacunas da lista (n—-4) ___(n)
com os numeros (n-3), (n—-2) e (n—1) gerando listas associadas a seis 4-ciclos nao
isomorfos: (n-4)(n-3)(n-2)(n), (n-4)(n-3)(n-1)(n), (n-4)(n-2)(n-3)(n),
(n-4)(n-2)(n-1)(n), (n-4)(n-1)(n-3)(n) e (n—4)(n-1)(n-2)(n). Com
relacao a ultima linha da Tabela , quando a = (n - 3), devemos ter d = n e as
duas lacunas da lista (n—3) — _(n) podem ser preenchidas com os nimeros (n—2)
e (n-1) de duas formas, obtendo listas associadas a dois 4-ciclos nao isomorfos:
(n=-3)(n-2)(n-1)(n) e (n-3)(n-1)(n-2)(n). Assim, nas situagoes em que
a=(n-4)ea=(n-3), onumero de listas distintas na categoria Lista 1 é igual a
3 3 J
(ZA%)+A§:ZZAi:2+(2+6):10. (A.9)
i=2 J=21=2
Somando os valores em e 7 chegamos ao numero total de listas na cate-
goria Lista 1 correspondentes a 4-ciclos nao isomorfos em St
4 3
(n=5)Y A5 + > > A} = (20n-100) + (10) = 20n - 90. (A.10)
i=2 j=2i=2
Passemos a contagem dos 4-ciclos cujas respectivas listas podem ser enquadradas
na categoria Lista 2 em . Nesse caso, por hipdtese, os quatro nimeros inteiros
positivos e distintos entre si (a,b,c e d) que compdem a lista associada ao 4-ciclo
satisfazem a < b < ¢ < d, a ocupa a primeira posicao e d ocupa a penultima posicao
na lista. O menor valor possivel de a na lista a _d _ é 1, enquanto o maior valor
possivel é n — 3, pois nela aparecem trés inteiros estritamente maiores que a e d, o

maior inteiro na lista, nao pode ultrapassar o valor do maior rétulo dos vértices,
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que é n. E importante observarmos que uma lista associada a um 4-ciclo é ciclica.
Assim, ambas as listas abdc e acdb estao na categoria Lista 2 e correspondem a
4-ciclos iguais, de modo que devemos considerar apenas uma delas na contagem de
4-ciclos associados a listas na categoria Lista 2. Faremos a convencao de escolher
sempre a primeira, abdc, na qual o nimero na segunda posicao é menor que o
na tltima posicao da lista, uma vez que b é menor que ¢ (ou seja, preenchemos a
segunda posigao da lista com o menor rétulo de vértice possivel na ocasiao).

Na Tabela [A.4] organizamos a contagem de todos os 4-ciclos cujas listas per-
tencem a categoria Lista 2. Sua célula rs, comr=2,... n-2es=2....,n-2,
é preenchida com o nimero desses 4-ciclos tendo o valor de a dado na célula r1 e
o valor de d dado na célula 1s; caso nao haja nenhum 4-ciclo possivel para algum
valor de a na célula 91 e algum valor de d na célula 1sg, com ro€{2,3,... n-2} e
So€{2,3,...,n -2}, a célula rysy é deixada vazia.

Vejamos a segunda linha da Tabela [A.dl Se a = 1, d pode assumir os valores
4, 5,6, 7, 8,9 ou 10. De fato, d nao pode ser menor que 4, uma vez que ha dois
inteiros estritamente entre 1 e 4 para ocupar a segunda e a ultima posicao de uma
lista na categoria Lista 2. Por outro lado, por construcao do grafo SZ, d nao pode
ser maior que 10, pois nao conseguiriamos preencher a segunda ou ultima posigao
em a__d__ com inteiros estritamente entre a e d e simultaneamente obter uma lista
representativa de um 4-ciclo em S¥'. Nesse grafo, cada vértice de rétulo 4, 7 > 6, estd
ligado aos vértices de rétulos (i —5), (i-4), (i-3), (i-2) e (i—1). Logo, se a=1
e d = 11, por exemplo, poderiamos colocar 6 na segunda posicao da lista 1 _11 _,
pois o vértice de rétulo 6 estd conectado aos de rétulos 1 e 11, mas nao teriamos
como escolher um nimero estritamente entre 1 e 11 e diferente de 6 para ocupar a

ultima posicao sem contradizer a condigdo anterior (nenhum vértice de rétulo j < 6
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Tabela A.4: Contagem de 4-ciclos em S associados a listas da categoria Lista 2 (a —d ).

a d 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 n-6|n-5|n-4|n-3|n-2|n-1 n

1 1 3 6 10 6 3 1

2 1 3 6 10 6 3 1

3 1 3 6 10 6 3 1
n-9 1 3 6 10 6 3 1
n-38 1 3 6 10 6 3
n-"7 1 3 6 10 6
n—06 1 3 6 10
n-95 1 3 6
n-4 1 3




estd conectado ao vértice de rétulo 11 em S, assim como nenhum vértice de rétulo
j > 6 esté conectado ao vértice de rétulo 1).

Quando a =1 e d = 4, ha apenas uma forma de se preencher as duas lacunas da
lista 1 _4__ com os ntimeros 2 e 3 escolhendo 2, o menor entre eles, para ocupar
a segunda posicao; a lista que corresponde ao 4-ciclo em S é 1243. Quando a =1
e d = 5, hé trés formas de preenchermos as duas lacunas da lista 1 _5_ com os
nimeros 2, 3 e 4 escolhendo o menor entre os dois considerados para ocupar a
segunda posicao; as listas 1253, 1254 e 1354 estao associadas a trés 4-ciclos nao
isomorfos em S?. Se a=1 e d =6, ha seis formas de as duas lacunas da lista 1 _6 _
serem preenchidas com os nimeros 2, 3, 4 e 5 escolhendo o menor entre os dois
considerados para ocupar a segunda posicao; as listas 1263, 1264, 1265, 1364, 1365
e 1465 determinam seis 4-ciclos nao isomorfos em S7. Quando a=1e d =7, ha dez
maneiras de preenchermos as duas lacunas da lista 1 _7 _ com os nimeros 2, 3, 4,
5 e 6 escolhendo o menor entre os dois considerados para ocupar a segunda posicao;
as listas 1273, 1274, 1275, 1276, 1374, 1375, 1376, 1475, 1476 e 1576 correspondem
a dez 4-ciclos nao isomorfos em SI'. Se a =1 e d = 8, ha seis formas de as duas
lacunas da lista 1 _8 _ serem preenchidas com os nimeros 3, 4, 5 e 6 escolhendo
o menor entre os dois considerados para ocupar a segunda posicao; as listas 1384,
1385, 1386, 1485, 1486 e 1586 determinam seis 4-ciclos nao isomorfos em S E
interessante observar que, quando a = 1 e d = 8, nao podemos usar nem o nimero
2 e nem o 7 para preencher nenhuma das lacunas da lista 1 _8 _ visto que, por
construgao de S?, 6 é o maior dentre os rétulos dos vértices ligados ao vértice de
rotulo 1 e 3 é o menor dentre os rotulos dos vértices ligados ao vértice de rotulo 8.
logo, nao podemos colocar o 7 na lista, nem na segunda nem na ultima posicao, pois
qualquer um dos casos implicaria na existéncia da aresta 17, que nao ocorre em S¥.
Quando a =1 e d =9, ocorrem trés maneiras de preencher as duas lacunas da lista
1_9__ com os numeros 4, 5, e 6 escolhendo o menor entre os dois considerados para
ocupar a segunda posicao; as listas 1495, 1496 e 1596 correspondem a trés 4-ciclos
nao isomorfos em S7. Nesse caso, pelo modo em que o grafo S7' ¢ construido, nao
podemos utilizar nenhum dos nimeros 2, 3, 7 ou 8 para preencher qualquer das
lacunas da lista 1 _9 __. Finalmente, se a =1 e d = 10, temos somente uma maneira

de preencher a lista 1 _10 _ com os nimeros 5 e 6 escolhendo 5, o menor entre os
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dois, para ocupar a segunda posigao; a lista 15(10)6 determina um 4-ciclo em S7.
Nessa ultima situacao, nao podemos usar nenhum dos nimeros 2, 3, 4, 7, 8 ou 9
para preenchermos qualquer uma das lacunas da lista.
Se ha ¢ nimeros inteiros estritamente entre a e d e cuja respectiva diferenca com
a e com d seja menor que ou igual a 5, entao a quantidade de maneiras distintas
de se preencher as duas lacunas de uma lista na categoria Lista 2 escolhendo dois
dentre esses 7 inteiros e colocando o menor deles na segunda posicao da lista é igual
ao valor da combinacao de ¢ inteiros tomados dois a dois, C%. Para i =2, C% = 1;
parai=3, C3=3; parai=4, Cj =6 e parai=5, C =10. Logo, o ntimero total de
listas na categoria Lista 2 tendo a =1 é
5 4 4
ZC;+ZO§=2(ZO§)+C§=2(1+3+6)+10=30. (A.11)
i=2 i=2 i=2
O preenchimento da segunda e ultima posicoes na lista a _d _ ocorre de forma
analoga a descrita nos tltimos trés paragrafos para a = 2 até a = (n - 9). Para cada
um desses valores de a, obtemos 2 (2322 C’;) + (3 = 30 listas distintas na categoria
Lista 2. Logo, de a=1 até a = (n-9), a soma do nimero de listas possiveis é igual
a
4
(n-9) [2(2 C;) +CQ5] =(n-9)(30) = 30n - 270. (A.12)
i=2
Os casos em que a = (n—j), com j=3,4,...,8, devem ser tratados com atencao,
pois a medida que d se aproxima de n, diminuem a quantidade de inteiros estrita-
mente entre a e d que satisfazem a respectiva diferenca com a e com d ser menor
que ou igual a 5. Isso ocorre porque temos uma limitacao para o valor maximo de
d, dada pelo ntimero n de vértices do grafo SI'. Vamos considerar a linha em que
a = (n-6) na Tabela como exemplo. Nesse caso, d pode assumir os valores
(n-3), (n-2), (n-1) e n. Quando a=(n-6) e d=(n-3), hd apenas uma forma
de preencher as duas lacunas da lista (n—6) —(n —3) — com os nimeros (n—->5) e
(n-4) escolhendo (n—5), o menor entre eles, para ocupar a segunda posigao; a lista
(n—6)(n—-5)(n-3)(n-4) determina um 4-ciclo em S. Quando a = (n—6) ed = (n-2),
ocorrem trés maneiras de preenchermos as duas lacunas da lista (n—6) _(n-2) _
com os numeros (n —-5), (n—-4) e (n - 3) escolhendo o menor entre os dois con-
siderados para ocupar a segunda posigao; as listas (n — 6)(n —5)(n - 2)(n - 4),

(n-6)(n-5)(n-2)(n-3)e (n-6)(n-4)(n-2)(n-3) determinam trés 4-ciclos
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nao isomorfos em SP'. Jise a=(n-6) ed=(n-1), temos seis formas de preen-
cher as duas lacunas da lista (n—6) _(n-1) _ com os numeros (n—5), (n-4),
(n-3) e (n—-2) escolhendo o menor entre os dois considerados para ocupar a se-
gunda posicao; as listas (n-6)(n-5)(n—-1)(n—-4), (n-6)(n-5)(n-1)(n-3),
(n-6)(n=-5)(n-1)(n-2), (n-6)(n-4)(n-1)(n-3), (n-6)(n-4)(n-1)(n-2)
e (n-6)(n-3)(n—-1)(n-2) estao associadas a seis 4-ciclos nao isomorfos em S
Por fim, quando a = (n-6) e d =n, hé dez formas de preenchermos as duas lacunas
da lista (n—6) _(n) — com os numeros (n-5), (n-4), (n-3), (n-2) e (n-1)
escolhendo o menor entre os dois considerados para ocupar a segunda posicao; as
listas (n—6)(n-5)(n)(n-4), (n-6)(n-5)(n)(n-3), (n-6)(n->5)(n)(n-2),
(n = 6)(n = 3)(n)(n — 1), (n = 6)(n - A)(n)(n - 3), (n - 6)(n - 4)(n - 1)(n - 2),
(n-6)(n-4)(n)(n - 1), (n-06)(n-3)(n)(n-2), (n-6)(n-3)(n)(n-1) e
(n—6)(n-2)(n)(n-1) estao associadas a dez 4-ciclos nao isomorfos em S¥. Por-
tanto, se a = (n—6), o numero de 4-ciclos representados por listas na categoria Lista
2 éigual a Y7, C = 20.

Nas tltimas (n - 3) = (n—9) = 6 linhas da Tabela [A.4 podemos organizar a

contagem dos 4-ciclos agrupando linhas duas a duas. Considerando a = (n - 8)

@

a = (n-3), contamos

lZC; +ZC§]+O§z2(20§)+C’§’:2(1+3+6)+10:30

i=2 i=3 i=2
listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S?. Considerando a = (n—7) e a =
(n—4), também contamos
[ZC; +C§]+[ZC§] =2(ZC§)+C§’ =2(1+3+6)+10=30

i=2 i=2 i=2
listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S?. As ultimas linhas da Tabela a
serem consideradas sao as linhas em que a = (n-6) e a = (n—>5). Para esses valores

de a, contabilizamos

5 4 4
[ZC§]+[Z(P’] :2(ZC§)+C§:2(1+3+6)+10=30
=2 =2 =2

listas associadas a 4-ciclos nao isomorfos em S7. Logo, os 4-ciclos representados por

listas na categoria Lista 2 em que a = (n—7j), com j = 3,4,...,8, sd0 em numero
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igual a

oo bl

3[2(1+3+6)+10] = 90.

Somando esse valor a quantidade de 4-ciclos representados por listas na categoria
Lista 2 em que a =1,2,...,n -9, dada pela equagao (A.12)), chegamos ao nimero

total de listas na categoria Lista 2:
4 4
(n-9) [2(205) +O§’] +3 lz(Zc;) +C§’] =
i=2 i=2
4
= (n-6) l2 (Z Cg) + 025] = 30n - 180.
i=2

Da soma do numero de 4-ciclos associados a listas da categoria Lista 1 em

(A.10) com o ntimero de 4-ciclos associados a listas da categoria Lista 2 em ((A.14]),

(A.14)

chegamos ao nimero total de 4-ciclos em S7 em funcao de n, a saber

ng (S2) = (n - 5)24:A’2+Zi:,4§]+(n 6) l (ch)wg] 50n - 270,

i=2 §=21=2

20n-90 30n-180

concluindo a demonstracao. ]
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