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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFR.J como parte dos requisitos necessérios
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A conectividade de grafos e a determinacao de invariantes capazes de medi-la é
assunto bastante conhecido na literatura. Dentre tais invariantes, o mais conhecido é
a conectividade de vértices, que indica o menor ntimero de vértices que devem ser re-
movidos para que o grafo seja desconectado. Apesar de sua ampla utilizagao, pouca
informagao é obtida sobre a conectividade dos grafos. Ha classes, como, por exem-
plo, as arvores, em que os elementos nao sao diferenciados, embora suas estruturas
sugiram que eles devam ser distinguidos quanto a sua conectividade. Neste traba-
lho é proposto um novo invariante para grafos cordais, a sequéncia de componentes
conexas, que permite diferenciar a conectividade entre grafos com mesma conec-
tividade de vértices. Em particular, foram estudados os grafos k-separados, uma
subclasse dos cordais, sendo apresentado um algoritmo que gera todas as sequéncias
de componentes conexas possiveis para os elementos desta classe.

Foi realizado um estudo comparativo em arvores entre o invariante proposto
e a conectividade algébrica, um invariante de Teoria Espectral de Grafos para o
qual existem muitos trabalhos que investigam a ordenacao de classes. Nesse estudo,
definiu-se uma classe de arvores tal que seus elementos possuem a mesma conecti-
vidade algébrica e para a qual o novo invariante apresentou uma ordenagao para os
elementos. Finalmente, foi provado que a classe definida maximiza a conectividade

algébrica das arvores starlike.
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The connectivity of graphs and determination of invariants capable of measure
it is well known subject in the literature. Among these invariants, the most famous
is the vertex connectivity, which indicates the smallest number of vertices that must
be removed so that the graph is disconnected. Despite its widespread use, little
information is obtained about the connectivity of the graphs. There are classes,
such as, trees, wherein the elements are not distinguished, although their structures
suggest that they should be distinguished as to their connectivity. In this work
a new invariant for chordal graphs is proposed, the sequence of connected compo-
nents, which distinguish between the connectivity of graphs with the same vertex
connectivity. In particular, we studied the k-separated graphs, a subclass of the
chordal graphs, and we present an algorithm that generates all possible sequences
of connected components related to the elements of this class.

We performed a comparative study applied to the trees between the proposed
invariant and the algebraic connectivity, an invariant of the Spectral Graph Theory,
for which there are many studies that investigate the ordering of classes. In this
study, we defined a class of trees such that their elements have the same algebraic
connectivity and to which the invariant presented a new ordering for the elements.
Finally, it was proven that the class defined maximizes the algebraic connectivity of

the starlike trees.
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Capitulo 1
Introducao

Muitos sistemas no mundo real podem ser modelados por grafos. Alguns exemplos
sao a internet, as redes de transporte e telecomunicagoes, redes de energia, gas e
agua, circuitos elétricos, entre muitos outros. Em geral, os problemas tratados nesses
modelos visam a redugdo de custos e/ou a maximiza¢do de lucros. Independente
do problema a ser tratado, o planejamento de um sistema deve levar em conta a
construcao de um modelo seguro, ou seja, o sistema deve ser modelado por um grafo
que nao seja facilmente desconectavel.

Muitos estudos foram realizados com respeito a conectividade em grafos e a
determinacao de invariantes capazes de medi-la. Alguns desses invariantes sao a
conectividade de vértices, a conectividade de arestas, a conectividade condicional,
a conectividade algébrica, a integridade, a integridade fraca, a integridade média,
a resisténcia, o nimero de dispersdo e a tenacidade, [41]. Dentre estes, os mais
conhecidos sao a conectividade de vértices e a conectividade de arestas que indicam,
respectivamente, o menor nimero de vértices e de arestas que devem ser removidos
de um grafo para que este se torne desconexo.

Este trabalho se inicia com um estudo sobre a conectividade em grafos cordais.
Esta classe tem sido muito estudada na literatura pois sua estrutura baseada em
cliques permite solugoes mais eficientes para muitos problemas considerados dificeis
para grafos em geral [33]. A abordagem aqui utilizada se baseia em propriedades
estruturais dos grafos dessa classe, tais como clique maximal, grafo clique, arvore
de cliques e separadores minimais de vértices, utilizando resultados conhecidos da
literatura que tratam desses aspectos e que podem ser encontrados em [6] e [18].

A Teoria Espectral de Grafos é uma area de pesquisa da Matematica Discreta
e Combinatoéria que estuda a relagdo entre as estruturas dos grafos e suas matrizes.
Tal area se dedica a estudar as estruturas dos grafos via autovalores das matrizes
que os descrevem, tais como as matrizes de adjacéncia, Laplaciana e Laplaciana
sem sinal e estes autovalores constituem-se em invariantes espectrais para os grafos.

Dentre tais invariantes, o segundo menor autovalor da matriz Laplaciana de um



grafo serd do interesse desse trabalho. De fato, Fiedler, em 1973, provou que um
grafo é conexo se e somente se tal invariante é diferente de zero, veja [15]. Fiedler
chamou tal valor de conectividade algébrica. Existem intimeros trabalhos dedicados
a conectividade algébrica, em geral comparando-a com outros invariantes classicos
de grafos ou estudando-a em grafos pertencentes a classes especiais, [3, 30, 42-45, 49,
50]. Uma das qualidades da conectividade algébrica é que ela é capaz de comparar
dois ou mais grafos k-conexos, isto é, com a mesma conectividade de vértices. Ha
varias subclasses de arvores ou de grafos com poucos ciclos cujos elementos sao
ordenados pelas suas respectivas conectividades algébricas, veja [21, 30, 31]. Em
[2], é dito que “(...) encontrar uma ordenagao total para &rvores via conectividade
algébrica ainda é um problema em aberto” e, em [37], é provado que o problema
de adicionar um ntmero especifico de arestas em um grafo a fim de maximizar
a conectividade algébrica do grafo resultante é um problema NP-completo. As
questoes acima levantadas visam entender melhor a questao de qual grafo é mais
conexo que outro, sobretudo quando as conectividades classicas de vértices e de
arestas sao incapazes de fazer tal distincdo. Veja que questoes como estas estao
diretamente associadas a avaliacao da seguranca da rede que o grafo modela.

Neste trabalho é proposto um novo invariante para grafos, relacionado a conec-
tividade, capaz de distinguir grafos de conectividade de vértices igual a k, como
ja dito, conhecidos como grafos k-conexos. Este novo invariante sera comparado
a conectividade algébrica. Para tal comparacao, algumas classes de arvores serao
analisadas.

Este trabalho é organizado como segue. No Capitulo 2 sdo apresentados conceitos
basicos de Teoria de Grafos que serdo utilizados no decorrer do trabalho. Também
sao estudados conceitos relacionados a grafos cordais, tais como separador mini-
mal de vértices, esquema de eliminacao perfeito, grafo clique e arvore de cliques.
Por fim, alguns conceitos e resultados de Teoria Espectral de Grafos referentes a
conectividade algébrica sao introduzidos.

No Capitulo 3 é apresentado um novo invariante para diferenciar a conectividade
entre grafos cordais k-conexos. Tal invariante é dado por uma sequéncia numérica
em que cada elemento corresponde ao niimero de componentes conexas resultante da
remocao de um conjunto separador minimal do grafo. Esta sequéncia é aqui chamada
de sequéncia de componentes conexas e é abreviada por SCC'. Neste capitulo é
também apresentado um algoritmo que gera todas as SCC’s possiveis para grafos
k-sep, dado o niimero de cliques maximais. No Capitulo 4 estudam-se caracteristicas
estruturais dos grafos cordais que influenciam em sua conectividade. Para isso, a
SCC e a conectividade algébrica sao aplicadas aos elementos de algumas classes
de arvores introduzidas em [12, 19, 49] e seus comportamentos sdo comparados.

Em [49], sdo apresentadas seis classes de arvores de didmetro 4 que maximizam



a conectividade algébrica em arvores. Com a andlise do comportamento dos dois
invariantes estudados, observa-se que algumas das classes tém mais de um elemento
e todos possuem mesma conectividade algébrica. Tal observacao levou ao estudo
das caracteristicas de tais arvores a fim de determinar condigbes para se ter arvores
com tal propriedade. No Capitulo 5, sdo estudadas arvores de diametro 2k, k > 2,
cuja conectividade algébrica é igual a do caminho P, ;. Sao definidas classes de
arvores que possuem tal propriedade e sao estudadas as caracteristicas estruturais

que levam tais arvores a ter mesma conectividade algébrica.



Capitulo 2
Nocoes basicas

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos e resultados de teoria de grafos
que podem ser encontrados em [7, 11, 17, 24] e poderao ser uteis para tornar este

texto auto-contido.

2.1 Conceitos basicos e notacgoes

Um grafo G = (V, E') é composto por um conjunto nao vazio V' de elementos chama-
dos vértices e um conjunto E de pares nao ordenados de pontos distintos a,b € V,
x = {a, b}, chamados de arestas. Dados dois vértices a,b € V', diz-se que a e b sdo
adjacentes quando estes sao extremidades de uma aresta x = {a,b}. Neste caso,
diz-se que a aresta x é incidente tanto no vértice a quanto no vértice b. Grafos com
tal definicdo também sao chamados de grafos simples.

Um subgrafo de um grafo G = (V, E) é um grafo H = (W, F), tal que W C
Ve F CFE. Diz-se que H é um subgrafo proprio de G se H # G. Além disso, H é
dito ser induzido quando dois vértices de W sao adjacentes em H se e somente se
eles sao adjacentes em G. Neste caso, diz-se que H é um subgrafo induzido de G por
W, denotado por H = G[W].

A wvizinhanga de v € V' é denotada por Adj(v) = {u € V|{u,v} € E}. Um per-
curso é uma sequéncia alternada de vértices e arestas, vy, x1,v9, ..., v,, comecando
e terminando com vértices, onde x; é a aresta que liga os vértices v; e v;;1. Assim,
um percurso pode ser denotado como uma sequéncia de vértices, dado que as arestas
estao implicitas, ou seja, vy, vs,...,v,. Um caminho em um grafo G é um percurso
no qual todos os vértices aparecem apenas uma vez. Um caminho com n vértices
é denotado por P,. Um ciclo é um percurso em que o primeiro e o ultimo vértices
sao iguais, sendo todos os outros vértices distintos entre si e destes. Um ciclo com
n vértices é denotado por C,.

Um grafo G = (V, E) é conexo, se e somente se, para quaisquer dois vértices

a,b € V existe ao menos um caminho que liga a a b. Um subgrafo conexo mazximal

4



de um grafo G é chamado de componente conexa de G ou simplesmente componente
de G. Assim, um grafo desconexo possui ao menos duas componentes conexas.

A conectividade de vértices de um grafo conexo G é a cardinalidade do menor
conjunto de vértices cuja remocao desconecta G, e serd denotada por k(G). Para
qualquer k < k(G) diz-se que G é k-conexo. Grafos completos nao possuem conjunto
de corte, mas por convencao, define-se que a conectividade de vértices de tais grafos
é igual an — 1.

Num grafo conexo G, a distancia entre dois vértices u e v de G é o niimero de
arestas do menor caminho que os liga, denotada por dist(u,v). A excentricidade de
um vértice v é a maior das distancias entre v e qualquer outro vértice de G. O raio
de G é a menor excentricidade dentre aquelas de G. O diametro de G é a maior
das excentricidades. O centro de um grafo é um conjunto de vértices, onde cada
elemento tem excentricidade igual ao raio. Um vértice é dito ser central se ele esta
contido no centro. Um vértice periférico é aquele que possui excentricididade igual
ao diametro.

O grau de um vértice v € V é igual ao nimero de arestas incidentes no mesmo

e ¢ denotado por d(v). Para um grafo G com m arestas, tem-se Y d(v;) = 2m.
i=1

Uma sequéncia de nimeros inteiros positivos m = [dy,da, ..., d,] é uma sequéncia
grafica se existe um grafo G tal que 7 seja igual a sequéncia de graus de G. O grafo
G ¢é chamado de uma realizacdo de 7, ou ainda, diz-se que G realiza w. Note que
uma sequéncia grafica m pode ser realizada por mais de um grafo. Um exemplo é

ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Grafos que realizam a sequéncia m = [3,3,2,2,2,2].

Um grafo completo com n vértices, representado por K,, é aquele que para
qualquer par de vértices existe uma aresta que os une. Uma cliqgue em um grafo
G = (V,E) é qualquer subconjunto de vértices V; C V onde G[V;] é completo.
Neste caso, diz-se também que G[V;] é um subgrafo completo de G. Um subgrafo é
uma clique mazrimal de G se ele nao esta contido em nenhuma outra clique de G.
Um conjunto de vértices ¢é dito ser independente se nao existem arestas que ligam
quaisquer dois pontos desse conjunto.

Dois grafos G = (V, E) e H = (W, F') s@o isomorfos se existe uma bijecao ¢ de
V em W tal que, para z,y € V, x é adjacente a y em G se e somente se ¢(zx) é
adjacente a ¢(y) em H. Diz-se que ¢ é um isomorfismo de G em H. Como ¢ é uma

bije¢ao, ela possui uma inversa, que ¢é o isomorfismo de H em (. Diz-se entdao que



G e H sao isomorfos.

Uma drvore é um grafo conexo aciclico. Os vértices de uma arvore com grau
maior que 1 sao chamados de vértices internos e aqueles com grau igual a 1 sdo
chamados de folhas. Uma arvore com n vértices, sendo que destes vértices n — 1 sdo
folhas, é chamado de estrela e denotado por S,,. Uma floresta é um grafo em que
cada componente conexa é uma arvore.

Uma arvore é enraizada se ela possui um vértice especial, chamado de raiz. A
partir da raiz de uma arvore é possivel definir uma hierarquia entre seus vértices.
Suponha a arvore T ilustrada na Figura 2.2. A arvore T' é enraizada em r. Dados
x, Yy, z e u vértices de T', se x é um vértice no caminho de r a y, entdao diz-se que
x é ancestral de y, ou também, que y é descendente de x. Se, além disso, x e y sdo
adjacentes, entao x é pai de y e y é filho de x. Se existe outro vértice z filho de =z,

entdao y € dito ser irmao de z. Se y tem um filho u, entdo x é avé de u e z ¢é tio de u.

T
r

Figura 2.2: Hierarquia em arvore enraizada.

A coalescéncia de dois grafos G e Gy com vértices distintos vy e vy, é o grafo G,
denotado por GGy o G5 tal que G é formado pela identificagdo de vy com vy, isto €, os
vértices vy e vy sao substituidos por um tnico vértice v em G adjacente aos mesmos
vértices de (G; adjacentes a v; e aos mesmos vértices de GGy adjacentes a vy. Veja

[20]. A Figura 2.3 ilustra a coalescéncia entre dois grafos.

Gl GQ Gl © G2

Figura 2.3: Coalescéncia entre os grafos G e Gs.

2.2 Grafos Cordais

Um grafo é cordal se ele nao possui ciclos induzidos de tamanho maior que trés.

Essa familia possui aplicagoes nas areas de biologia, computagao, estatistica e na



computagao de matrizes esparsas [34]. Gracas & sua estrutura baseada em cliques é
possivel desenvolver algoritmos eficientes para solu¢ées de problemas que sao con-
siderados dificeis para grafos em geral. Em [6], é apresentada uma introdugao aos
grafos cordais com enfoque em sua estrutura.

E possivel representar um grafo cordal através de uma arvore, como é visto adi-
ante. Essa estrutura é chamada de drvore de cliqgues. Podem-se extrair, diretamente
desta representacao, informagoes relevantes a conectividade do grafo.

Para melhor compreensao da utilizagao dessa estrutura na analise da conectivi-
dade do grafo, alguns conceitos bésicos e resultados relacionados a grafos cordais e

arvore de cliques, tratados em [6], sdo apresentados a seguir.

Definicao 2.1. Um vértice v de um grafo G é simplicial se sua vizinhanca induz

um subgrafo completo em G.

Um resultado relacionado aos vértices simpliciais é apresentado no Lema 2.1 que,

de acordo com Blair e Peyton [6], foi enunciado por Dirac em 1961.

Lema 2.1 (Dirac, 1961). Todo grafo cordal G possui um vértice simplicial. Se G

nao € completo entdo G possui ao menos dois vértices simpliciais ndo adjacentes.

Sabe-se que ao retirar um vértice simplicial de um grafo cordal, o grafo resultante
também é cordal. Conhecendo esta propriedade e o resultado do Lema 2.1, pode-se
obter uma ordenacao dos vértices de um grafo cordal. Esta ordenagdo considera, a
cada passo, um vértice simplicial v; a ser removido do subgrafo induzido G[uv;, . . ., v,],

para 1 <i < n.

Definicao 2.2. Uma bije¢io o : V — {1,2,...,n} é um esquema de eliminagao
perfeita (EEP) se, para 1 < i < n, o vértice v; é simplicial no grafo induzido
Glvi,y ..., 0]

Para melhor entendimento sobre a definicdo acima, a geracao de um EEP para
o grafo G ¢ ilustrado na Figura 2.4. Observa-se que o grafo inicial possui quatro
vértices simpliciais: a, e, h e i. Entao, é possivel iniciar a construcao do EEP com
qualquer um deles. Portanto, o FE P nao é unico para o grafo. O EEP para G sera
representado pela sequéncia o. Inicia-se a construcao de o escolhendo-se o vértice
a e removendo-o do grafo. Com a retirada deste vértice de G, b passa a ser um
vértice simplicial do grafo resultante. Escolhe-se o vértice b como proximo elemento
de o e esse procedimento é repetido até que o ultimo vértice seja removido de G;.
Ao final, tem-se a sequéncia o0 =< a, b, e, h,i,c,d, f, g >.

Um resultado que relaciona o grafo cordal a um EEP é apresentado no Lema

2.2 que, de acordo com Blair e Peyton [6], foi enunciado por Fulkerson e Gross [16].



o=<a,b,e h,i,c,d, f,g >

Figura 2.4: Um FEP do grafo GGy.

Lema 2.2 (Fulkerson e Gross [16]). Um grafo G € cordal se e somente se G possui
um EEP.

Dois algoritmos muito citados na literatura para encontrar um E'FEP de um grafo
cordal sdo: a busca em largura lexicogrifica e a busca por cardinalidade mdxima. A
descrigdo e a prova de corre¢do do primeiro pode ser encontrado em [47] e a do

segundo, em [6].

Definig¢ao 2.3. Seja G = (V, E) um grafo ev € V.. Um subconjunto S C V' é um
separador de G se ao menos dois vértices na mesma componente conexa de G estao
em duas componentes conexas distintas de G|V — S]. O conjunto S é um separador
minimal do grafo G, SMG, se S é um separador e nenhum subconjunto proprio de
S separa o grafo. Um subconjunto S C 'V é um separador de vértices para vértices
ndo adjacentes u e v (um uv-separador) se a remogio de S do grafo separa u e v
em duas componentes conexas distintas. Se nenhum subconjunto proprio de S é um
uv-separador entdo S € um uv-separador minimal. Se S € um uv-separador minimal
para algum par de vérticesu e v, ele é chamado de um separador minimal de vértices,
SMV. Um separador minimal é sempre um separador minimal de vértices mas a

reciproca nao ¢ verdadeira.

Para exemplificar essas defini¢bes, sao apresentados os grafos G; e Gy na Fi-
gura 2.5. O conjunto cujos elementos sao os SMV’s distintos serd denotado por
S(G). Assim, os conjuntos de SMV’s para os grafos GGy e G ilustrados na Fi-
gura 2.5 sao, respectivamente, S(G1) = {{b,c}, {c,d}, {c,f}.{d, f,9}.{f,9}} e
S(Gs) = {{a,b,c},{b,d},{h}}. No grafo G, tem-se que {d, f, g} é um ch-separador
minimal, logo ele é um SMV. Como existe o subconjunto { f, g} que separa o vértice
i do restante do grafo, pode-se concluir que {d, f, g} ndo é um SMG. O conjunto
{f, g} é um SMG porque para este ndo hd nenhum subconjunto préprio que separa
o grafo G em duas ou mais componentes. No grafo G5 tem-se que todos os SMV’s
sao SMG’s.

Pode-se observar que para Gy os SMG’s sao {{b, c},{c,d},{c, f},{f,9}}, e para
Gy 0os SMG’s sao {{a,b,c},{b,d},{h}}. Nota-se que em S(G;), os separadores



8<G1) = {{b7 C}7 {Cv d}7 {d7 f}7 {d7 [y 9}7 {fu g}} S<G2) = {{a7 b, C}7 {b7 d}7 {h}}

Figura 2.5: Exemplo de Separadores Minimais de Vértices.

possuem cardinalidades diferentes e o conjunto de SMG’s de G4 coincide com seu
conjunto de SMV’s. Tem-se ainda que k(G1) =2 e k(Gq) = 1.

Nos exemplos da Figura 2.5, todos os SMG’s definem a conectividade de vértices
de G e, para o grafo G, o inico conjunto que define sua conectividade de vértices é
{h}. De acordo com Blair e Peyton [6], o Teorema 2.1 é devido a Dirac e caracteriza
os grafos cordais com relagdo aos separadores minimais de vértices. Merris [36]
apresenta uma prova para este teorema. Por este teorema os grafos G; e Gy da

Figura 2.5 sao cordais.

Teorema 2.1 (Dirac). Um grafo G € cordal se e somente se todo separador minimal

de vértices de G € uma clique em G.

Suponha K¢ = {Q1,Qs,...,Qw} o conjunto de todas as w cliques maximais
de G. Para qualquer grafo cordal é possivel gerar um grafo clique como definido a

seguir.

Definigao 2.4. Sejam G um grafo cordal e Kg = {Q1,Qs2,...,Qw} 0 conjunto de
cliques mazimais de G. Seja G' = (Kg, E') um grafo onde os vértices representam as
cliques mazimais de G e as arestas sejam tais que {Q;, Q;} € E', para Q;,Q; € K¢,
se QiNQ; # . Entao G' € chamado de grafo clique de G. Além disso, tais arestas
sao valoradas de acordo com a cardinalidade da intersecao entre as cliques que as

compoem.

A Figura 2.6 ilustra o grafo clique G a partir do grafo G, dado na Figura
2.5. Os pesos das arestas de G indicam a cardinalidade da intersegao das cliques

correspondentes aos vértices das respectivas arestas.

Definicdo 2.5. Dados um grafo cordal G e seu respectivo grafo cligue G'. Uma
arvore de cliques de G é uma darvore geradora de peso mdximo em G'. FEsta é
denotada por Tg = (Kg, Er), onde Kg € o conjunto de vértices da drvore (as cliques
maximais do grafo original) e Ep representa o conjunto de arestas da drvore (as

intersegoes nao-vazias de peso mdzximo entre as cliques).



Ke, = {{a,b,c,d}, {a,b,c,g},{a,b,c, i},
{b,d, h},{e, f,h}}

Figura 2.6: Grafo clique de Gj.

Nota-se que pode existir mais de uma arvore de cliques para um mesmo grafo.
Denota-se por T, o conjunto de todas as arvores de cliques de um grafo G. A
primeira coluna da Figura 2.7 ilustra as arvores de cliques do grafo Gs, cujo grafo
clique GY estd na Figura 2.6. Neste exemplo, tem-se que o conjunto de arvores de
cliques de Gy possui apenas trés elementos distintos, T, = {71, T», T3}.

Ao analisar as intersecoes entre os vértices da arvore de cliques 77, tem-se:
{a,b,c,d} N{a,b,c,g} = {a,b,c}, {a,b,c,d} N{a,b,c,i} = {a,b,c}, {a,b,c,d} N
{b,d,h} = {b,d} e {b,d,h} N{e, f,h} = {h}. O valor atribuido a cada aresta é
igual a cardinalidade da intersecao entre as cliques em suas extremidades, ou seja,
se refere a cardinalidade do SMV que tal aresta representa. Na segunda coluna da
Figura 2.7 a transcricao dos pesos das arestas das arvores de cliques em termos dos

respectivos conjuntos de separadores minimais de vértices ¢ apresentado.

Figura 2.7: Arvores de cliques do grafo Gy com os SMV’s discriminados.
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Nota-se que os valores das arestas sao iguais nas trés arvores e correspondem
aos SMV’s do grafo original. Além disso, um SMV pode ocorrer mais de uma vez
na arvore de cliques. Em teoria dos conjuntos, o nimero de vezes que um elemento
aparece em um multiconjunto é denominado multiplicidade. Assim, o conjunto que
representa todas as arestas de uma arvore de cliques é um multiconjunto de SMV'’s,
denotado por M(T'). Para as arvores da Figura 2.7 o multiconjunto de SMV’s é
M(T)) = M(Tz) = M(T3) = {{a,b,c},{a,b,c},{b,d},{h}} e a multiplicidade dos

conjuntos {a, b, c}, {b,d} e {h} sdo respectivamente 2, 1 e 1.

Teorema 2.2 (Ho e Lee, 1989 [25], Lundquist, 1990 [32]). O multiconjunto de

separadores minimais de vértices é o mesmo para toda drvore de cliques T € Tg.

Um grafo cordal pode ser representado por mais de uma arvore de cliques, mas
para trabalhar com as informagoes necessarias para o estudo de sua conectividade,
nao é necessario enumerar todas as arvores de cliques do grafo, pois diante do Te-
orema 2.2, basta encontrar uma &arvore de cliques para o grafo e considerar seu
multiconjunto de SMV’s. De acordo com [33], Spinrad, em [46], apresenta um al-
goritmo para obter uma arvore de cliques, através de uma construcao indutiva do
grafo.

O problema de encontrar os separadores minimais de vértices para um grafo
cordal j& foi trabalhado em [8, 28, 33]. Kumar e Madhavan [28] propuseram um
algoritmo de duas fases baseado na busca por cardinalidade méxima, cuja complexi-
dade ¢ dita ser O(w(G)nlog|S(G)| +m). Markenzon e Pereira [33] propuseram um
algoritmo mais simples que [28], composto de apenas uma fase. Esse algoritmo tem
como base a arvore de cliques do grafo cordal fornecido. Ele é baseado na busca em

largura lexicogréfica e em alguns resultados apresentados em [6].

2.3 Conectividade Algébrica

Informalmente pode-se dizer que um invariante relativo a conectividade de um grafo
é um parametro capaz de informar sobre a sua conectividade, ou seja, sobre o quao é
“facil” ou “dificil” desconectar um grafo. Tais invariantes sao muito utilizados em di-
versos tipos de aplicagoes que envolvem redes e ha na literatura diversos parametros
utilizados para este fim. Veja, por exemplo, a referéncia [41].

Como visto anteriormente, a conectividade de vértices de um grafo G, denotada
por k(G), e a conectividade de arestas, denotada por A\(G), sdo parametros classicos
usados para medir a conectividade de um grafo.

Dentre os invariantes relativos a conectividade de um grafo ha um em espe-
cial, conhecido por conectividade algébrica, muito estudado em Teoria Espectral de

Grafos. Esta subsecao sera dedicada a este invariante.
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A Teoria Espectral de Grafos busca obter propriedades estruturais dos grafos a
partir das propriedades dos autovalores de matrizes relacionadas a esses grafos. As
matrizes utilizadas sdo quadradas e de ordem n. Considere um grafo G = (V, E),
com |V| = n vértices, rotulados por valores de 1 a n, e |E| = m arestas. A matriz
de Adjacéncias de G, denotada por A(G) = [ajlnxn, € tal que a;; = aj;; = 1 se
os vértices i e j sao adjacentes em G e a;; = a;; = 0, caso contrario. A matriz
de graus D(G) é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo os
graus dos vértices em G. A matriz identidade de ordem n é denotada por I,. O
polinomio caracteristico de uma matriz M quadrada de ordem n é definido por
pyv(x) = det(M — 1), e suas raizes, oy, Qs, ..., y, sdo chamados de autovalores de
M. A matriz laplaciana, ou Laplaciano, de um grafo G é L(G) = D(G) — A(G).
O polindémio caracteristico associado a L(G) é denominado polinémio caracteristico
do Laplaciano de G e definido por prq)(a) = det(L(G) — al). O espectro de L(G),
denotado por ((G), é definido como sendo uma matriz linha cujos elementos sao os
autovalores de G ordenados em ordem néo-crescente. Assim, se a; > ... > «,, S40

os autovalores de L(G) entao o espectro de L(G) é dado por:

C(G) = (041,042, e ,Oénfl,Oén).

A conectividade algébrica, que corresponde ao segundo menor autovalor da ma-
triz laplaciana de um grafo, «,,_1, é um parametro espectral importante que mede
a conectividade de redes. Em [2], é apresentado um survey sobre conectividade
algébrica.

Observa-se que a matriz de adjacéncias de um grafo GG nao depende apenas de
seus vértices, mas também da ordem como eles estao dispostos na matriz. Entre-
tanto, para grafos isomorfos, suas matrizes de adjacéncias sdo semelhantes [5]. O
mesmo ocorre com relacgao aos seus Laplacianos. Ou seja, suponha G e G’ dois grafos
isomorfos, entdo existe uma matriz de permutagao P onde L(G) = P! - L(G') - P.
Assim, os polindmios caracteristicos dos Laplacianos de grafos isomorfos sao iguais.

Como o Laplaciano de um grafo é uma matriz real, simétrica, e semidefinida
positiva, todos os autovalores de L(G) sdo maiores ou iguais a zero [35] e, pelo fato
de que as colunas de L(G) formam um conjunto linearmente dependente, pelo menos
um autovalor de L(G) é 0. Assim, a,, =0e; >0,Vi=0,1,...,n— 1.

Um resultado importante esta na Proposicao 2.1 e foi apresentado por Fiedler, em
1973 [15]. Trata-se da relagao entre o valor de a,—; e a conectividade do respectivo
grafo. Esta diz que um grafo é conexo se e somente se a,,_1 # 0. Outra observagao
importante é feita em [41]: “(...) conjectura-se que quanto mais préximo de zero

estd a conectividade algébrica, mais vulnerdvel o grafo parece ser.”

Proposigao 2.1 (Fiedler [15]). Seja a(G) a conectividade algébrica de um grafo G.
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Entao G é conezo se e somente se a(G) # 0.

O Teorema 2.3, provado por Biggs em [5], relaciona a conectividade algébrica de

um grafo G, ndo completo, com sua conectividade de vértices, k(G).

Teorema 2.3 (Biggs [5]). Seja G um grafo nao-completo. Entdo

a(G) < k(G).
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Capitulo 3

Um novo invariante para o estudo

de conectividade

A conectividade de vértices é um invariante importante no estudo de conectividade
de grafos. Porém, apenas com esta medida nao é possivel gerar uma ordenacao que
possa distinguir grafos k-conexos. Por exemplo, nas familias das arvores, das k-
arvores e dos grafos bloco é necessario a andlise de outras caracteristicas dos grafos
para conseguir diferencid-los quanto a sua conectividade.

Neste capitulo é proposto o uso de um novo invariante de grafos que distingue
grafos com a mesma conectividade de vértices. Para defini-lo consideram-se os sepa-
radores minimais de vértices (SMV') e o ntimero de componentes conexas resultantes
da remocao de cada um desses separadores. Como foi visto no Capitulo 2, existem

algoritmos de tempo linear para encontrar os SMV’s de grafos cordais, veja [28, 33].

3.1 O novo invariante

Para o que se segue, seja G = (V,FE) um grafo cordal conexo com |[V| = n e
|E| = m. Sejam T'(G) uma arvore de cliques desse grafo e K(G) o conjunto de
cliques maximais de G. Sejam S(G) o conjunto de SMV’s de G e n.(G — S;), o
nimero de componentes conexas de G — S;, S; € S(G). Observa-se que quanto
maior o numero de componentes conexas geradas com a remoc¢ao de um separador
S; mais relevante este serda em relagao a conectividade do grafo. Em uma rede, este
conjunto mereceria um reforco maior contra ataques, pois sua destruicdo poderia
causar danos maiores a rede. Por este motivo, a avaliacao da conectividade do grafo
deve comecar pelo separador cuja remocao resulta no maior niimero de componentes

conexas.

Definicao 3.1. Seja [c1,ca,...,¢p] a sequéncia onde ¢y > ¢y > ... > ¢, € ¢; =

n(G —S;), para S; € S(G), i = 1,...,p. Esta sequéncia é um invariante de grafos
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chamada de sequéncia de componentes conexas e é denotada por SCC(G).

Para um dado i, a remocao de S; € S(G) de G causa a desconexdo do mesmo.
Para se determinar quantas componentes conexas sao geradas com a remocao de
S;, deve-se considerar sua multiplicidade no grafo e a ocorréncia de outros SMV'’s
distintos contidos em S5;. Quando o S; removido contém outros SMV'’s, estes
também sao removidos e o calculo do nimero de componentes conexas resultantes
deve considerar a multiplicidade de cada SMV distinto envolvido. O exemplo a

seguir trata de tal caso. No decorrer do texto a multiplicidade de S; sera denotada

por (i(S;).

ExXEMPLO: A Figura 3.1 ilustra um grafo cordal G; = (V;, F1) e sua respectiva
arvore de cliques T'(G1). O conjunto de SMV’s de Gy é §(G1) = {51 = {b,d}, Sy =
{e,f},S3={b,d,e, f}, Sy ={f,i}, S5 = {i}}. Cada SMV possui multiplicidade 1.
Note que 57, S5 e S5 nao contém nenhum outro SMV e a remocao de cada um gera
duas componentes conexas. Ja para S3 e Sy tem-se que S; C S3, Sy C S5 e S5 C 4.
Com isso, sabe-se que a remocao de S3 acarreta na remocao de S; e Sy € 0 nimero
de componentes conexas resultantes é igual a 4. A remocao de S; também remove

S5 e resulta em trés componentes conexas. A sequéncia de componentes conexas de

G1 é, portanto, SCC(G1) = [4,3,2,2,2].

Figura 3.1: Grafo G; = (V4, Ey) comn =11, m =24 e SCC(G,) = [4,3,2,2,2].

No decorrer do trabalho serd necessario realizar ordenacoes entre sequéncias de
numero inteiros. Para isso deve-se comparar as sequéncias duas a duas de forma a
distinguir quando uma ¢é maior que outra. Tal comparacao é chamada de comparagao

lexicografica e é definida a seguir.

Definicao 3.2. Dadas duas cadeias t e s, é conhecido que t € precedida por s em

ordem lexicografica se:
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e s ¢ um prefizo de t;

e se ¢ e d sao respectivamente 0s primeiros caracteres det e s no qual t e s

diferem, entdo c € precedido por d em ordem de caracteres.

Denote por >, a relacao “lexicograficamente maior que” e por <, a relagdo “lexi-
cograficamente menor que”. Por exemplo, considere duas sequéncias: ¢ = [8,8, 6, 5]
e 1y = [8,7,6,6], comparando-se elemento a elemento de cada sequéncia, observa-se
que o primeiro elemento de ¥, é igual ao primeiro de )5, mas o segundo elemento
de 11 é maior que o segundo de 1. Logo, diz-se que v é lexicograficamente maior
que 5. Para mais um exemplo, considere a sequéncia 3 = [8,8, 6], comparando
com 13 nota-se que 3 é um prefixo de ¢/;. Logo, 13 < ;. Comparando 13 com 1),
tem-se que o primeiro elemento de ambas as sequéncias ¢é 8 e o segundo elemento de
13 é maior que de 15, portanto 13 = 1.

Quando se trabalha com duas sequéncias de numeros ordenados pela ordem
numérica usual em cada sequéncia, pode-se compara-las por meio da ordem lexico-
grafica acima definida e determinar qual delas é maior ou menor. O uso de SCC'’s
pode ser ttil para comparar e classificar grafos com mesma conectividade de vértices,
utilizando para isso a importancia de seus SMV’s em sua conectividade.

Assim, dado um conjunto de grafos com mesma conectividade de vértices é
possivel gerar para cada grafo sua respectiva SCC e, em seguida, realizar uma
ordenacao lexicografica. A partir deste ponto é possivel classificar tais grafos
quanto a sua conectividade, informagao esta impossivel de ser obtida apenas pela
aplicacao da conectividade de vértices. Cabe acrescentar que nem sempre é possivel

distinguir dois grafos pelas suas SC'C’s, pois ha grafos distintos com mesma SCC'.

ExEMPLO: Considere dois grafos, com n = 11 vértices e m = 24 arestas, ilustrados
na Figura 3.2 com suas respectivas arvores de cliques. Note que ambos possuem
conectividade de vértices igual a 1. O grafo GGy ja foi tratado no exemplo anterior
e sabe-se que S(Gy) = {51 = {b,d}, Sy = {e, f}, 53 = {b,d,e, f}, 5, = {f,i}, S5 =
{i}} e SCC(G,) = [4,3,2,2,2]. O grafo G possui cinco cliques maximais e o
seguinte conjunto de SMV’s, S(Gs) = {51 = {b,d}, S2 = {e, f},5 = {f,i},Ss =
{f}}. Em Gs, tem-se Sy C Sy e Sy C S3 e, assim, a remo¢ao de Sy ou Sz resulta
em trés componentes conexas cada. A remocao de S; ou Sy gera duas componentes
conexas. Dado que no grafo Gy a SCC é SCC(Gs) = [3,3,2,2], é facil verificar que
SCC(Gy) = SCC(Gy).

No exemplo visto, o nimero de componentes conexas resultantes da remocao

de um SMV nao depende apenas de sua multiplicidade. Ele ¢é igual a soma das
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SCC(Gy) = [4,3,2,2,2] SCC(Gy) = [3,3,2,2]

Figura 3.2: Arvores de cliques dos grafos Gy e Gy e suas respectivas SCC's.
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multiplicidades dos SMV’s envolvidos acrescido de uma unidade. Por exemplo, no
caso de (G1, com a remocao de S3, o numero de componentes conexas resulta da
soma das multiplicidades de S7, S5 e S3 mais 1. Quando um SMV nao contém
nenhum outro, esse calculo se reduz a apenas o acréscimo de 1 a multiplicidade do
SMYV considerado, como acontece na remoc¢ao de S; de G; em que tal acao gera
apenas duas componentes conexas.

Quando os SMV’s de um grafo possuem cardinalidades diferentes existe a pos-
sibilidade de um SMYV conter outro. Neste caso, para calcular o niimero de compo-
nentes conexas resultantes da remocao de um SMYV', deve-se identificar se ha algum
outro SMV contido nele. Para algumas classes de grafos cordais, todos os grafos
possuem todos os SMV’s com mesma cardinalidade. Uma delas é a classe de grafos
cordais k-separados. Esta foi definida em [27]. Em [40] e [39], alguns problemas

foram resolvidos para o caso k = 2.

Definicao 3.3. Um grafo cordal G é chamado de grafo cordal k-separado (gra-
fos cordais k-sep) se todo separador minimal de vértices de G possui, eratamente,

cardinalidade igual a k.

Da definicdo segue que para grafos cordais k-sep nao ha nenhum SMV que
contenha outro, ou seja, para todo par S;, S; de SMV’s, S;,5; € S, S; € S; e
S; € S;. Assim, o nimero de componentes conexas n.(G — S;) = u(S;) +1. O

exemplo a seguir ilustra a aplicacao da SC'C para grafos 3-sep.

EXEMPLO:

Sejam os grafos G5 e G4 da Figura 3.3. Ambos os grafos tem ¢ = 6 cliques
maximais. O conjunto de SMV’s do grafo G5 é S(G3) = {S1 = {f,g,h},S2 =
{d,e, f},S3 ={b,d, e}, Sy = {a,b,c}}, sendo suas multiplicidades iguais a 1(S7) = 2,
p(S2) = p(Ss) = p(Sy) = 1. Neste caso, como todos os SMV’s possuem a mesma
cardinalidade, o nimero de componentes conexas obtidas apds a remocao de S; é
n.(Gs — S;) = u(S;) + 1. Entdo, para se obter a SCC de G, basta considerar o
nimero de componentes conexas da remoc¢ao de cada S; e ordenar tais valores de
forma nao crescente. Logo, SCC(Gs) = [3,2,2,2]. De modo andlogo, para o grafo
Gy tem-se S(G4) = {S1 = {f,9.h},5% = {d,e, f}, 53 = {b,d,e}} com as seguintes
multiplicidades: p(S1) = 3, p(S2) = u(Ss3) = 1. Isso resulta na SCC(Gy) = [4,2,2].
Ao se comparar lexicograficamente as duas SCC'’s chega-se a SCC(Gy4) = SCC(G3).

18



T(Gs)

d7e7f7g7h

Figura 3.3: Grafos cordais 3-sep, G3 e G4 com suas respectivas arvores de cliques.

3.2 SC(C’s para grafos cordais k-sep

Como foi visto no Capitulo 2, existe uma representacao de arvore de cliques para os
grafos cordais o que facilita a visualizacao das cliques maximais, das SMV’s e de
suas respectivas multiplicidades. H& varias subclasses de grafos cordais k-sep muito
estudados tais como arvores, k-arvores e grafos blocos.

Nesta se¢ao sera apresentado um algoritmo que gera todas as SCC’s possiveis
para grafos k-sep, fixado o nimero de cliques maximais do grafo. Para a geracao de
todas as SC'C’s de k-sep é necessario conhecer apenas o niimero de cliques maximais
dos grafos do conjunto em questao, por exemplo, se G é um grafo k-sep entao
g = |K(G)| é o nimero de cliques maximais de G. As SCC’s serdo geradas de
acordo com o numero de SMV’s distintos dos grafos, |S|. Para um dado & e um
dado ¢, 1 < |S] < ¢ — 1, o espago de solugdes vidveis é formado por todas as
sequéncias SC'C’s validas possiveis.

Antes de apresentar o algoritmo, alguns pontos relacionados aos SMV’s e as
cliques maximais devem ser analisados. Estes sao derivados de resultados sobre
grafos cordais conhecidos na literatura e provados em [6].

Considere o grafo 3-sep G3 e sua arvore de cliques T'(G3) apresentados na Fi-
gura 3.4. O conjunto de cliques maximais é K(G3) = {Q1 = {a,b,¢c,d, e}, Qs =
{a,d,e, f}, Q3 = {a,d,e,;h}, Qs = {d,e,g,h}} e 0 conjunto de SMV’s é S(G3) =
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{S1 ={a,d, e}, So = {d,e, h}}. Veja que a multiplicidade de S; é 2 e de Sy é 1.
Nesse exemplo todos os SMV’s possuem cardinalidade 3 e, portanto, nao ha

a relacdo de continéncia entre SMV’s distintos. O que pode ocorrer é um SMV

aparecer mais de uma vez na arvore de cliques, ou seja, sua multiplicidade ser maior

a,b,c,d,e

que 1, como é o caso de 5.

Figura 3.4: Grafo (G5 e sua respectiva arvores de cliques.

Definigao 3.4. Sejam G um grafo k-sep e [p1, pa, . .., pp] tal que pg > pg > ... >
Ly, @ sequéncia de multiplicidades dos separadores minimais de vértices de G. A
tal sequéncia dd-se o nome de sequéncia de multiplicidades, e esta € denotada por
SM(G) ou simplesmente SM.

Note que a cardinalidade de uma SM ¢ igual ao nimero de SMV’s distintos
existentes no grafo. Dado ¢ cliques maximais, a quantidade minima de SMV’s ocorre
quando todas as cliques maximais compartilham o mesmo subconjunto de vértices
cuja remogao gera g componentes conexas. Ou seja, o grafo possui apenas um SMV
com multiplicidade igual a ¢ — 1 e a cardinalidade da SM é 1. Seguindo raciocinio
analogo, o nimero maximo de SMV’s em um grafo com ¢ cliques maximais ocorre
quando a multiplicidade de cada SMV é 1. Dessa forma, tem-se que a cardinalidade
maxima de uma SM é g — 1.

Sabe-se que uma aresta de uma arvore de cliques de um grafo corresponde a um
SMV. A multiplicidade de um SMV de um grafo é igual ao nimero de arestas
que o representam na arvore de cliques do grafo. O nimero de arestas em uma
arvore de cliques de um grafo com ¢ cliques maximais é igual a ¢ — 1. Assim, a
soma das multiplicidades dos SMV’s de um grafo é sempre igual ao nimero de
arestas da arvore de cliques, que é constante. A partir dai, é possivel construir uma
sequéncia de multiplicidades elemento a elemento, de forma que para cada posicao
da sequéncia sao calculadas as possiveis multiplicidades do respectivo separador.
Como consequéncia disso, é possivel elaborar um algoritmo que gere todas as SM'’s,
dado o nimero de cliques maximais.

Como ja foi mencionado, em grafos k-sep, o nimero de componentes conexas

resultantes da remocao de um SMV é igual a sua multiplicidade acrescido de 1.
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Com isso, uma SCC' pode ser obtida a partir de uma SM vélida, incrementando-se
cada elemento da SM de 1. Desta forma, uma vez que se tem o conjunto de todas as
SM’s validas para grafos cordais k-sep com ¢ cliques maximais é trivial a obtencao
do respectivo conjunto de SCC’s. Ou seja, um algoritmo que obtenha todas as
SM’s para grafos cordais k-sep com ¢ cliques maximais, também obtém todas as
SC(C’s validas para ¢q. Para um dado ¢ e um niimero fixo de SMV'’s, denotado por
|S|, a Proposigao 3.1 apresenta os valores maximos e minimos de cada elemento de
uma SM.

Proposicao 3.1. Sejam G um grafo cordal k-sep, S o conjunto de SMV ’s de G,
SM(G) = [p1, ..., ys|] a sequéncia de multiplicidades dos SMV’s do grafo e q o

numero de cligues mazximais. Tem-se:
(1) O wvalor minimo para i; é:

], -3

—‘ , caso contrdrio.

(7i) O walor mdzimo para p; é:

o q— |S|7 =1
Hi= { min {(q —1-> uj) —(|S] - i),ui,l}, caso contrdrio.

Prova: Dados ¢ e |S|, sabe-se que a soma dos valores dos |S| elementos de cada

SM é constante e igual a ¢ — 1.

(i) O menor valor possivel para j; é [%W Pela definicao da sequéncia, sabe-se

que a condicdo py > po > ... > s deve ser satisfeita para que a sequéncia
seja valida. Tem-se que o inteiro [%W pode resultar de dois casos:

(a) quando g — 1 é divisivel por |S];

(b) quando ¢ — 1 nao é divisivel por |S|.
Suponha que 2z € IN seja tal que ¢ — 1 = z|S| +r com 0 < r < |S]. No
primeiro caso, tem-se que todos os elementos possuirao valor z. Se pup tivesse
um valor menor, como a soma das multiplicidades é ¢ — 1, o valor de algum

outro elemento da sequéncia deveria ser maior. Com isso, a ordenacao da

sequéncia nao seria satisfeita e esta nao seria valida.

No segundo caso, os r primeiros elementos devem ter valor x + 1 e os restantes

terao valor x, para manter a soma das multiplicidades. Se j; valesse menos, o
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valor de outro elemento da sequéncia seria maior e a ordenacao da sequéncia

seria desfeita. Portanto, p; = [%W ¢ o menor valor possivel para ;.

A prova de que o menor valor possivel para o i-ésimo elemento da sequéncia

i—1
q—l—z Hj

é p; = ﬁ ¢ andlogo a do limite inferior de p; determinado em (7).

Neste caso, o total a ser dividido entre os elementos restantes da sequéncia
i—1
¢ q—1— Y pj;, ou seja, o total (¢ — 1) subtraido da soma dos elementos ja
j=1
i—1
atribuidos na sequéncia | Y p; |. Esse valor deve ser distribuido da forma
j=1

mais uniforme possivel entre os |S| — (i — 1) elementos restantes da sequéncia.
i—1

a—1=3" p;

Portanto, o menor valor possivel para p;, 1 <i < |S|, é pu; = ﬁ
(ii) Como uma SM é ordenada de forma nao crescente, o maior valor possivel para
o primeiro elemento de uma SM ocorre quando todos os outros elementos da
sequéncia possuem valor minimo, que é igual a 1. Desta forma, p; = (¢—1) —
(|IS| — 1) = g — |S|. Sabe-se que uma sequéncia pode ser construida elemento
a elemento com i = 1,...,|S|. Assim, no momento do cdlculo de y;, valor do
1-ésimo elemento de SM, tem-se que todos os elementos que o antecedem na
sequéncia ja foram calculados (1, ..., u;—1). Resta entdo calcular os valores
das posigdes restantes, cuja soma é ¢ — 1 — Z;;ll w;.  Observe que p; é o
primeiro elemento da subsequéncia (i, fiy1,- - -, fs))- Para que j; tenha valor
maximo, os elementos apds u; na sequéncia devem assumir o valor minimo.
Ou seja, a soma dos elementos apés p; € |S| —i. Dessa forma, temos p; =
(q —1- ;;11 uj) — (|8] — i). Porém, para que a sequéncia seja valida, o
critério de ordenagao, py > po > ... > g, deve ser satisfeito. Assim, o valor

de p; ndo pode ultapassar o valor de seu antecessor, p; ;. Portanto, o valor

méximoé,ui:min{(q—l— é;lﬂlj) — (|S] —’i),m_l}. |

3.3 Geracao das SC'(’s em grafos cordais k-sep

Sabe-se que a cardinalidade de uma sequéncia SM de um grafo G é dada por
S. Da Proposicao 3.1, para uma sequéncia SM, sua respectiva SC'C é obtida
incrementando-se cada um de seus elementos de uma unidade. Com tal resultado,
o algoritmo geraSequencias, aplicado a um valor ¢, gera todas as sequéncias SM’s
possiveis para cada cardinalidade |S|, tal que |S| = 1,...,9 — 1. Para cada SM
gerada é obtida sua respectiva SCC. Esta é guardada em um conjunto ¥, que

inicialmente é vazio.
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A Proposicao 3.1 é a base para a elaboracao do algoritmo geraSequencias. Na
construgao de uma SM, para cada posigao i, i = 1,...,|S|, sdo considerados valores
¢; que obedecem os limites inferior e superior apresentados pela Proposi¢ao 3.1.
Assim, para uma posi¢ao 1 < ¢ < S|, sao considerados valores inteiros que variam
do limite méximo, definido pelo item (ii) da Proposigao 3.1, até o limite minimo,
definido pelo item (i) da Proposigao 3.1. Apéds a atribuicao de um valor para uma
posicao i, 0 processo passa para a analise da préxima posi¢ao da sequéncia e quando

a ultima posicao é preenchida, tem-se uma SM completa.

Algoritmo 1: geraSequencias

Entrada: ¢: nimero de cliques maximais
Saida: V: conjunto de SCC’s

1V« g,

2 para |S|=1,...,q— 1 faga

3 pos < 0;

4 SM +— &;

geraseq(SM, pos, q,|S|);

[}

O procedimento geraseq constréi uma SM de forma recursiva. Ele recebe uma
SM parcial e, para a posicao trabalhada naquela chamada, sao calculados os valores
maximo e minimo possiveis de acordo com a Proposi¢ao 3.1 (linhas 1 a 6). Em
seguida ¢ verificado se a posicao corrente ¢é a ultima da sequéncia. Caso positivo,
o valor obtido em max é atribuido a essa posicdo e tem-se uma SM completa.
Caso nao seja a tultima posigao, atribui-se a posicao corrente da sequéncia os valores
possiveis para tal posicao, obedecendo o intervalo de maximo e minimo calculados
no inicio do procedimento. Para cada valor atribuido, ¢é realizada uma chamada
recursiva para trabalhar a proxima posicao da SM (linhas 12 a 15).

Quando o Procedimento geraseq atribui o valor do elemento ¢s|, tem-se uma
SM completa e obtém-se a partir desta uma SCC' valida, incluindo-a em ¥ (linhas
7all).

Os Lemas 3.2 e 3.1 mostram que para qualquer SCC' gerada pelo algoritmo,
existe ao menos um grafo k-sep que o realiza e, dado um grafo k-sep com ¢ cliques

maximais, sua SC'C pertence ao conjunto de SC'C’s geradas.

Lema 3.1. Seja um grafo cordal G com q cliques maximais e sua respectiva
SCC(G). Seja ¥ o conjunto com todas as SCC'’s geradas pelo Algoritmo gera-
Sequencias aplicado a q. Tem-se que existe S’ € U tal que S = SCC(G).

PrROVA: E sabido que a SM(G) tem seus elementos ordenados de forma néo cres-
cente e que a SCC(G) pode ser obtida a partir de sua sequéncia SM(G). Assim,

o valor para cada elemento da SM(G) deve satisfazer os itens da Proposi¢ao 3.1.
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Procedimento geraseq(SM, pos, Q, |S|)

10

11
12
13
14
15

Entrada: SM: sequéncia de multiplicidades parcial, pos: posicao de SM a
ser trabalhada, ¢: quantidade de cliques maximais, |S|:
quantidade de SMV’s

/* Caso pos seja 1, somaAnteriores sera zero. */

somaAnteriores < Y0 SMJi];

max < q — 1 — somaAnteriores — (|S| — pos);

min(—[

q—1—somaAnteriores | .
|S|—(pos—1) ’

se pos > 1 entao
/* 0 valor maximo para multiplicidade do SMV na posigdo pos deve ser o
menor entre max e SMpos — 1] para que a sequéncia seja valida. */
se SM|[pos — 1] < mazr entao
| max < SM[pos —1];

se pos = |S| entao
/* Se pos for a tGltima posigdo, entdo basta atribuir o valor de max
para esta posigio x/
SM|pos| < maxz;
/* Obtengdo de uma SCC a partir da SM obtida. x/
para j < 1,...,|S| faga
| SMIj] « SM[j] +1;
U VU{SM};
senao
para ¢ < max,...,min faca
SMpos] + i;
geraseq(SM pos + 1,Q,|S|);
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Como o Algoritmo geraSequencias obtém todas as SM’s que satisfazem a Proposi-
¢ao 3.1, e a partir de cada SM gerada é obtida sua respectiva SCC que é guardada
em W. Conclui-se que existe algum S € ¥ tal que S = SCC(G). |

Lema 3.2. Sejam k a cardinalidade dos SMV ’s, q o numero de cliques mazrimais
e ¥ o conjunto contendo todas as SCC'’s geradas pelo Algoritmo geraSequencias.

Para cada SCC € U, existe ao menos um grafo cordal k-sep que a realiza.

Prova: Dado o nimero de cliques maximais ¢, para cada cardinalidade |S|, 1 <
|S| < ¢—1, o algoritmo geraSequencias gera todas as SCC’s possiveis (que atendem
a Propriedade 3.1) com |S| elementos. Considere k a cardinalidade dos SMV’s dos
grafos. Dessa forma, as cliques maximais devem ter cardinalidade no minimo igual
ak+1. Seja S = [c1,¢9,...,¢s] uma SCC gerada por geraSequencias. E possivel

construir um grafo k-sep a partir de S seguindo os passos:

(1) Considere uma clique maximal ¢ com k + 1 vértices e ¢; — 1 vértices isolados.
Escolha um subconjunto S; de k vértices de ();. Ligue cada vértice independente
a todos os vértices de S;. Desta forma, obtém-se G' o primeiro subgrafo com

um SMV denotado por S; com multiplicidade c¢;.

(2) Agora, considere o grafo G! obtido em (1) e mais co—1 vértices isolados. Escolha
uma clique de G' com k vértices, diferente de S;, denote-o por S,. Ligue cada
um dos ¢y — 1 vértices isolados a todos os vértices de S5. Tem-se um subgrafo
G? com dois SMV’s Sy e Sy de multiplicidades ¢; e ¢y, respectivamente. Repita
o processo para cada ¢; da sequéncia. Ou seja, considere o grafo G~!, obtido
do passo anterior e ¢; — 1 vértices isolados. Escolha um subconjunto S; de G~!
com k vértices, diferente dos S; ja escolhidos, onde 1 < j <1 — 1, e ligue cada
vértice independente a todos os vértices de S;. Assim, o grafo G* é obtido. Este

processo se repete até que cis| seja tratado.

Ao tratar do elemento c¢|s|, tem-se um grafo cordal que realiza a SCC' conside-
rada. Com isso, pode-se concluir que, para qualquer SCC gerada pelo algoritmo
geraSequencias, sempre existird ao menos um grafo cordal que a realiza. Além disso,
pelo processo descrito nos itens (1) e (2) acima, sabe-se que o grafo gerado é uma

k-arvore. Portanto, ao menos um grafo que realiza a SC'C' é uma k-arvore. |

Exemplo: Dados ¢ =5, k =3 e S =[3,2,2]. A Figura 3.5 ilustra o passo a passo
do processo de obtencao de um grafo 3-sep com ¢ = 5 cliques maximais e uma SCC'
igual a S = [3,2,2].

O processo inicia com uma clique de cardinalidade igual a 4 e dois vértices

isolados e e f. O conjunto S; = {b, ¢, d} é escolhido para ser o SMV referente ao
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Passo 1: Passo 2:

0° ¢ o
b c b c
o S
a d f a d f
Clique inicial isomorfo a K, e dois G e o vértice isolado g

vértices isolados e e f

Passo 3: Passo 4:
e g e g
b h b h
o
a a j @ a i
G? e o vértice isolado h G3: grafo que realiza S = [3,2, 2]

Figura 3.5: Obtencao de um grafo 3-sep a partir de S = [3,2,2].

elemento ¢; = 3 de S. Os vértices e e f sao ligados a todos os vértices de S7. Desta
forma, obtém-se G'. No passo 2, considera-se G' o grafo obtido do passo 1 e um
vértice isolado g. Escolhe-se o conjunto Sy = {b, ¢, f} para ser o SMV referente a
co =2 em S. Liga-se g a todos os vértices de Sy. Por fim, considera-se o grafo G2
obtido do passo 3 e um vértice isolado h, escolhendo-se o conjunto S3 = {c, f, g}
para ser o SMV referente a c3 = 2 de S. O vértice h é ligado a todos os vértices de
Sy para se obter o grafo G3. Como, todos os elementos de S foram trabalhados, o
algoritmo termina e tem-se que G2 é o grafo final. Observa-se que este realiza S.
Uma SCC pode ser realizada por mais de um grafo. No exemplo, escolheu-se
ligar o vértice h a clique {c, g, f}, formando a clique maximal {c, f,g,h}. Essa
escolha nao é tnica, poder-se-ia escolher ligar o vértice h a clique {a, b, d}, obtendo-
se assim a clique maximal {a, b, d, h}. O grafo resultante G* nio é isomorfo ao grafo
G? obtido no exemplo e possui a mesma SCC. A Figura 3.6 apresenta os dois grafos

descritos.
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G? G*

S S
a d f a d f

Figura 3.6: Grafo G do exemplo anterior e o grafo G* nao isomorfo a G3 que
também realiza a SCC = [3, 2, 2].
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Capitulo 4
Conectividade em arvores

No capitulo anterior foi apresentado um algoritmo que gera todas as SCC’s para
grafos cordais k-sep, ou seja, grafos em que todos os SMV’s possuem igual cardina-
lidade. Neste capitulo serd estudado um caso particular de grafos k-sep, as arvores,
e sera feito uma andalise do comportamento do novo invariante e da conectividade

algébrica aplicadas a arvores com mesmo niimero de vértices.

4.1 Introducao

Nas arvores todos os SMV’s possuem cardinalidade 1 e todas as cliques maximais
possuem cardinalidade 2. Consequentemente, o nimero de componentes conexas
geradas pela remocao de um vértice interno é dado pelo seu grau. Com isso, a SCC
de uma arvore equivale a sequéncia de graus de seus vértices internos ordenados de
forma nao crescente. No decorrer deste trabalho, tal sequéncia sera chamada de
sequéncia de graus internos e denotada por SGI.

Ao se fazer uma andlise do ponto de vista de defesa de sistemas modelados por
grafos, por exemplo, se duas redes modelam um sistema e estas possuem configu-
ragoes distintas, aquela que possuir menos pontos vulneraveis representa uma rede
mais confiavel.

Como ja foi visto no Capitulo 3, o nimero de componentes conexas resultantes da
remocao de um separador minimal de vértices num grafo pode indicar a importancia
do separador em questao sob o ponto de vista da conectividade do grafo. Numa dada
arvore T', é possivel associar cada situacao causada pela remocao de um vértice
interno como um “dano” causado a rede modelada por T'. Portanto, quanto maior
for o dano causado pela remoc¢ao de um vértice interno, mais importante este parece
ser com relacao a conectividade da arvore. Um exemplo que ilustra bem este ponto
sao os casos extremos de arvores, estrelas e caminhos. No primeiro caso, ha apenas
um vértice vulneravel enquanto que para os caminhos todos os n—2 vértices internos

desconectam o grafo.
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SGI(Ty) = [11] SGI(T) = [2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2]

Figura 4.1: SGI’s para casos extremos em arvores.

A Figura 4.1 ilustra os casos extremos de arvores com 12 vértices. Nesse
exemplo, observa-se que, segundo a conectividade do grafo, o impacto causado
pela remogao de um vértice interno de 7} (um SMV de T7) é muito maior que a
remocgao de qualquer vértice interno (SMV') de Ty. Assim, sob o ponto de vista
de um sistema cuja rede tenha a configuragdo de estrela é necessario concentrar
a vigilancia da mesma em apenas um ponto, enquanto que, se a rede tiver a
configuracao do caminho, deve-se colocar vigilancia nos n — 2 pontos intermediarios

do caminho.

ExXEMPLO: Considere as arvores T3 e Ty apresentadas na Figura 4.2. Os conjuntos
de SMV’s de cada arvore sao S(T3) = {51 = {2}, 52 = {3}, 55 = {10}, S, = {1}} e
S(Ty) = {S1 = {3}, 5, = {2}, 55 = {4}}. Para cada S}, o nimero de componentes

conexas resultante de sua remocao é dado pelo grau d(S;). Assim,

® para T32 nc<T3 — Sl) = d(Sl) = 6, nc<T3 — SQ) = d(SQ) = 3, nc(Tg — 53) =
d(S3) =3en.(T5—S5,) =d(Sy) =2e
® para T4I nc(T4 — Sl) = d(Sl) = 9, nc(T4 — SQ) = d<52) =2e HC(T4 — 53) =

E as SGI’s para T3 e Ty sao dadas por SGI(15) = [6,3,3,2] e SGI(Ty) = [9,2,2],

respectivamente.

OTE ® @ Wk

SGI(Ty) = [6,3,3,2] SGI(Ty) = [9,2,2]

Figura 4.2: Exemplos de SGI.
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Nas arvores da Figura 4.2, observa-se que a remocao do vértice 2 em T3 resulta
em seis componentes conexas, sendo que cinco delas sao vértices isolados e a outra,
uma subarvore induzida de ordem seis. Enquanto que em 7T}, a remocao do vértice 3
resulta em nove componentes conexas, sendo duas de ordem 2 e sete vértices isolados.
Com isso, tem-se SGI(Ty) = [9,2,2] = SGI(T3) = [6,3,3,2].

4.2 Caracteristicas da SG1I

Para as darvores das Figuras 4.2 e 4.1 tem-se SGI(T\) = [11], SGI(Ty) =
(2,2,2,2,2,2,22,2 2 2] SGI(T3) = [6,3,3,2] e SGI(T) = [9,2,2]. Desta forma,
verifica-se que SGI(T1) = SGI(Ty) = SGI(T3) = SGI(T3).

Como visto no Capitulo 2, a conectividade algébrica a(G) parece ser um dos inva-
riantes de grafos mais precisos para se medir a conectividade dos mesmos. Ha varias
ordenacoes de arvores em classes especiais associadas a este invariante espectral.
Veja para isso as referéncias [1, 19, 45, 49, 50].

Também ja ¢é sabido que, para um caminho P,, a(P,) = 2(1 —cos(%)), veja [15].
Ao analisar a conectividades algébrica para as arvores da Figura 4.1 e 4.2 verifica-
se que a(T}) = 1, a(Ty) = 0,06815, a(T3) = 0,13503, a(Ty) = 0,38197. Dessa
forma, a ordenacdo das quatro arvores quanto tal invariante é: a(Ty) > a(Ty) >
a(T3) > a(T3). Uma observagao importante é que a conectividade algébrica e a
SGI apresentaram ordenagoes isomorfas para as arvores dos exemplos. No decorrer
do trabalho, a comparacao entre esses dois invariantes serd aprofundada a fim de
verificar se os dois invariantes produzem sempre a mesma ordenacao.

O algoritmo geraSequencias apresentado no Capitulo 3 pode ser aplicado as
arvores ja que estas sao grafos 1-sep. A Tabela 4.1 apresenta todas as sequéncias
geradas pelo algoritmo para arvores com n = 8 vértices, ou seja, ¢ = 7 cliques
maximais.

A Figura 4.3 apresenta todas as arvores existentes de oito vértices, a menos
de isomorfismo. Abaixo de cada arvore tem-se sua respectiva SGI. Os grafos estao
ordenados lexicograficamente de forma nao crescente de acordo com suas respectivas
SGI’s. As arvores foram nomeadas T;, 1 < ¢ < 23, iniciando-se do grafo de maior
SGI para o de menor SGI. Como ja foi observado no Capitulo 3, uma SCC
nao representa unicamente um grafo. Da mesma forma, uma SGI também nao é
realizada por uma tnica arvore. Por exemplo, a sequéncia [5,2,2] é realizada pelas
arvores Ty e Ty e estas nao sao isomorfas. Observa-se que cada uma das sequéncias
[4,3,2] e [3,3,2,2] sdo realizadas por vérias arvores diferentes. Por exemplo, a

primeira é realizada por 17, Ty e Ty e a segunda por T4, 15, Ti6, T17 € Tis.
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& @n
O— 00—
@O0,

a(Ty) =1
SGI(TY) = [7]

Ty
OI0XI0NONO.
a(Ty) = 0,27741
SGI(Ty) = [5,2,2]

T
G 6 @6
a(Ty) = 0,23844
SGI(Tr) = [4,3,2]

T1o

a(T1o) = 0,20226
SGI(Tvo) = [4,2,2,2]

T13
010101010
a

a(Tr9) = 0,16672
SGI(T19) = [3,2,2,2,2]

Too

a(Tr2) = 0,24340
SGI(T»2) = [3,2,2,2,2]

Ts

a(Ty) = 0, 45249
SGI(T») = [6,2]

Ts
O OO ®
a(T5) = 0,38197
SGI(Ts) = [5,2,2]

Ty
OGO G
a(Ts) = 0, 28880
SGI(Ts) = [4,3,2]

T11

a(Ti1) = 0,25379
SGI(T11) = [4,2,2,2]

T4

a(T14) = 0,18639
SGI(Tia) = [3,3,2,2]

Tz

a(T17) = 0,30647
SGI(Ti7) =[3,3,2,2]

T3

a(T3) = 0,37380
SGI(T3) = [5,3]

Ts

a(Ts) = 0, 35425
SGI(Ts) = [4,4]

Ty
OO G
a(Tg) =0,31867

SGI(Ty) = [4,3,2]

T2

a(Ty2) = 0,38197
SGI(Ti2) = [4,2,2,2]

T1s

a(T15) = 0, 22429
SGI(Ti5) = [3,3,2,2]

a(T21)

([l
—o
—
©
1o
S
=)

a(Te3) = 0,15224

SGI(Tz3) = [2

) Ly Ly Sy

2,2,2,2,2]

Figura 4.3: Aplicacdo da nova medida para drvores com 8 vértices.
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1| SGT =17]
SGI = [6,2]

2 [SGT = |5, 3]
SGIT = [4,4]
SGI = [5,2,2]

3 [SGI = [4,3,2]
SGI = [3,3,3]

4 | SGI=14,2,2,2]
SGT=13,3,2,7]

5| SGI = [3,2,2,2,2]

[

6 [ SGT=1[2,2,2,2,2,7]

Tabela 4.1: Sequéncias de componentes conexas para as arvores com 8 vértices.

O processo de construcao de uma arvore que realiza uma dada SGI é ilustrado
na Figura 4.4. No exemplo, é gerada uma arvore com n = 10 vértices, a partir de
sua sequéncia de graus internos SGI = [5,4,2]. Tal processo utiliza a mesma idéia

da prova do Lema 3.2.

0101016 @996@9 99969@@
) Estrela referente a ) inclusdo da estrela referente ) inclusédo da estrela referente a

61—5 a62—4 03_2

Figura 4.4: Construcao de uma arvore que realiza SGI = [5,4,2].

Na literatura existe o estudo de ordenacao de subclasses de arvores pela conecti-
vidade algébrica. Uma dessas classes sao os caterpillars, veja [43]. Um caterpillar é

uma arvore em que a remocao de todos os vértices pendentes resulta em um caminho.

Proposicao 4.1. Para toda SGI, pelo menos uma drvore que realiza tal sequéncia

¢ um caterpillar.

Prova: No processo ilustrado pela Figura 4.4, pode-se escolher, em cada passo,
uma folha mais recentemente inserida na arvore para ligar as novas folhas. Dessa
forma, o didmetro da arvore resultante ¢é igual a cardinalidade da SGI acrescida de
1 e retirando-se todas as suas folhas, obtém-se um caminho. Logo, para toda SGI,

pelo menos uma arvore que realiza tal sequéncia é um caterpillar. |

Outro ponto interessante a ser observado é a possibilidade de simplificar a re-
presentacao de uma SGI. Uma SGI pode ter de 1 a n — 2 elementos. Computa-
cionalmente, é necessario uma estrutura adequada para armazenar essa informagao
(um vetor ou uma lista encadeada). O processo dado a seguir atribui a cada SGI

um namero inteiro, o que facilitara o seu armazenamento. Para isso faga:
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(i) Ordene as sequéncias SGI’s em ordem lexicografica crescente;
(ii) Atribua o valor i ao i-ésimo elemento da sequéncia ordenada.

Com a nova representacao dispensa-se a utilizacdo de uma estrutura de dados
mais elaborada para armazenamento de uma SGI no computador, diminuindo
o consumo de memoéria, além de simplificar sua representacdo em tabelas para
comparacao de invariantes. Porém, o formato original das SGI’s nao pode ser

dispensado, pois este possui as informagoes das arvores que realizam tais sequéncias.

ExEMPLO: Considere as sequéncias da Tabela 4.1 geradas pelo algoritmo geraSe-

quencias. O processo de transcricao descrito acima é apresentado na Figura 4.5.

SGI SGI SGI'
SGT =17] SGI =12,2,2,2,2,2] 1
SGI =16, 2] SGI =1[3,2,2,2,2] 2
SGI =[5, 3] SGI = [3,3,2,2] 3
SGT = [4,4] SGT = [3,3, 3] 1
SGI=1[5,2,2] Ord.ena(;f?o SGI=[4,2,2,2] Transcricao o
SGT = [4,3,2] Lexicogrifica  I"5GT = 4,3, 2] —— [ 6
SGT=3,3,3] SGT = [4,4] 7
SGIT = [4,2,2,2] SGI =15,2,2] 8
SGI = [3,3,2,2] SGI =[5, 3] 9
SGT =1[3,2,2,2,2] SGT =[6,2] 10
SGI =12,2,2,2,2,2] SGT =17] 11

Figura 4.5: Transcrigao para ntimeros inteiros das SC'C’s de arvores com 8 vértices.

4.3 Comparacao entre SGI e Conectividade Algé-

brica em algumas classes de arvores

Nenhum dos invariantes de grafos, mesmo para a classe das arvores, é capaz de
sozinho distinguir todos os elementos da classe com relacao as suas respectivas co-
nectividades. Entretanto, ha artigos referentes a ordenac¢ao (nao necessariamente
estrita) de arvores em classes especiais via conectividade algébrica, que ordenam
todas as arvores pertencentes as respectivas classes. Além disso, o calculo da conec-
tividade algébrica demanda a tarefa de encontrar zeros da fungao caracteristica do
laplaciano do grafo que é uma tarefa nao trivial e, na literatura, somente algoritmos
aproximativos para resolver este problema sao conhecidos, ou seja, na maioria das
vezes, somente sao encontrados valores nao exatos para a conectividade algébrica

de um grafo. Como uma SGI de uma &arvore é facilmente obtida com precisao,
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vale a pena examinar o comportamento desses dois invariantes quando aplicadas as
arvores.

Sejam as drvores de didmetro 3, denotadas por Ty(k, ¢), definidas em [19], onde
k.l € N, 1 <k </, sao os respectivos nimeros de folhas pendentes em cada um
dos dois vértices internos. Tais arvores tém n = k + £ + 2 vértices.

Em [19] foi provado que, para uma &rvore Ty(k, (), seu laplaciano L(Ty(k,?))
possui exatamente um autovalor menor que 1 que é a sua conectividade algébrica
ar = a(Ty(k, ). Além disso, para 1 < k < (n—2)/2, a; é uma fungdo estritamente
decrescente em k e define uma ordem total nas drvores da classe Ty(k, ().

A Figura 4.6 apresenta todas as arvores possiveis Ty(k,¢) com n = 12 vérti-
ces. Para cada uma delas é apresentado o valor da conectividade algébrica e a sua
respectiva SGI. Observa-se que a primeira medida decresce com o aumento de k,
satisfazendo a ordenacao dada em [19]. Veja que a ordenacao das SGI’s apresenta o
mesmo comportamento da ordenacao dada pelas conectividades algébricas, ou seja,

define uma ordenacao decrescente em funcao de k.

a(Ta(1,9)) = 0,42509 a(T2(2,8)) = 0, 32871 a(Tx(3,7)) = 0,28510
SGI(Tx(1,9)) = [10,2] SGI(T»(2,8)) = [9,3] SGI(T»(3,7)) = [8,4]
a(Ts(4,6)) = 0, 26451 a(T2(5,5)) = 0, 25834
SGI(T»(4,6)) = [7,5] SGI(Ts(5,5)) = [6,6]

Figura 4.6: Arvores Ty(k,£) com n = 12 vértices.

Em [12], é apresentada outra familia de drvores que abrange mais casos do que
a familia tratada acima. A familia que segue generaliza a anterior para qualquer

arvore de didmetro d > 3.

Defini¢ao 4.1. Seja Ty(k,l), com 1 < k < £, uma drvore nao valorada com n
vértices construida a partir de um caminho P; com d vértices rotulados de 1 até d e

adicionando-se k vértices pendentes ao vértice 1 e £ vértices pendentes ao vértice d.

A Figura 4.7 ilustra a estrutura de uma arvore Ty(k,¢) com didmetro d + 1. O
Teorema 4.1 é provado em [12] e exibe a arvore com didmetro d + 1 que minimiza a
conectividade algébrica. Similarmente ao caso anterior de arvores Ty(k, ¢), o menor
valor da conectividade algébrica ¢é alcangado quando o nimero de folhas adjacentes
aos vértices extremos do caminho P; sdo iguais ou um difere do outro de uma

unidade.

Teorema 4.1 ([12]). Dentre todas as drvores nao valoradas com n vértices e didme-

tro d 4 1, o menor valor de conectividade algébrica é obtido por T, (["%d] , VQ;dJ)
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Figura 4.7: Estrutura de uma arvore Ty(k, ().

Na Figura 4.8 sao ilustradas todas as arvores Ty(k, () com d =4 e n = 18 vérti-
ces. Para cada arvore sao exibidos tanto as sequéncias SGI’s quanto os respectivos

valores das conectividades algébricas.

e e

a(T4(1,13)) = 0, 14640 a(Ty(2,12)) = 0,11413
SGI(Ty(1,13)) = [14,2,2,2] SGI(Ty(2,12)) = [13,3,2,2]
a(Ty(3,11)) = 0,09695 a(T4(4,10)) = 0, 08687
SGI(Ty(3,11)) = [12,4,2,2] SGI(Ty(4,10)) = [11,5,2,2]
a(Ty(5,9)) = 0, 08088 a(T4(6,8)) = 0,07768
SGI(T4(5,9)) = [10,6,2,2] SGI(T4(6,8)) = [9,7,2,2]

a(T4(7,7)) = 0,07667
SGI(Ty(7,7)) = [8,8,2,2]

Figura 4.8: Arvores Tj(k,1) com 18 vértices.

Note que a conectividade algébrica decresce com o aumento de k. O mesmo
ocorre com a SGI. Ou seja, tanto a SGI quanto a conectividade algébrica determi-
nam a mesma ordenagao.

Em [49], sdo introduzidas 6 novas classes de arvores, denotadas por C; com
1 <i < 6. Os autores provam que a(1;) > a(Tj)se T, € C;, T; € C; e 1 <i < j <6.
L&, sao utilizadas as seguintes estruturas de arvores Ko, K;; e K, apresentadas

na Figura 4.9.

Ky Ky K
Figura 4.9: Estruturas K, K e Kj.

Uma arvore pertencente a uma classe C;, 1 <1 < 6, é formada por um vértice
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v adjacente a k estruturas Ko, p estruturas K;; e ¢ estruturas K;. Tal arvore ¢é
denotada por T'(k, p,q). O valor de i que caracteriza as classes aparece formalmente
na definicdo que segue e a Figura 4.10 apresenta a forma de uma arvore pertencente

a alguma de tais classes.

Definicao 4.2. Sejam n, k, p e q inteiros nao negativos tais que 3k+2p+q=n—1.
Seja T'(k,p,q) a drvore de ordem n que contém um vértice v tal que T(k,p,q) —v =
kK2 UpKyUgkK,.

2/

Figura 4.10: Estrutura das arvores pertencentes as classes C;, 1 < i < 6.

As seis classes C;, i =1,...,6, de arvores de ordem n sao dadas por:

o (1 ={T(0,0,n—1)};

Cy={T(0,1,n—3)};

Cs ={T(0,p,q)lp > 2,2p+q=n—1}

Cy={T(1,0,n—4)};

Cs ={T(1,p,q)lp > 1,2p+q=n —4};

Co ={T(k,p,q)|k>2,3k+2p+q=n—1}

As classes C1, Cy e Cy possuem apenas uma arvore cada uma e estas sdo apre-

n—3 n—4

T(0,0,n—1) T(0,1,n—3) T(1,0,n—4)

sentadas na Figura 4.11.

Figura 4.11: Arvores das classes Ci, Cy e Cy.

Em [49], também é mostrado que toda arvore T' € C;, 1 < ¢ < 6, possui co-
nectividade algébrica a(T') > 2 — v/3, valendo a igualdade apenas quando T € Cg.

Naquele mesmo trabalho também é apresentado o Teorema 4.2.
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Teorema 4.2 ([49]). Se T ¢é uma drvore de ordem n > 15 com a(T) > 2 — /3,
entio T € °_, C

O Teorema 4.2 nem sempre vale para n < 15. Exemplos de arvores com n = 8
vértices que possuem a(7T) > 2 — /3 e nio pertencem a nenhuma das seis classes
sao Ty, Ty, Ty e T'g, ilustradas na Figura 4.3.

O resultado seguinte mostra uma ordenacao total e estrita das arvores da classe
(5 quanto a conectividade algébrica dada em fungdo do valor de p em T'(p) =
T(1,p,n—2p—4).

Lema 4.1 ([49]). Para um dado n, se T(p) = T(1,p,n — 2p — 4) é uma drvore

de ordem n cuja conectividade algébrica é denotada por a, entio ap,—1 > a,, para
L<p<l(n-4)/2].

O Teorema 4.3 faz uma classificacdo entre as conectividades algébricas das ar-
vores dessas seis classes, resultando numa ordenagao total entre elas. Além disso, o

teorema exibe o valor da conectividade algébrica de cada arvore em cada classe.

Teorema 4.3 ([49]). Paran > 8 e 1 <i <6, seja T; uma drvore da classe C; com

n vértices. Entao, tem-se que:

(1) G,(Tl) > (I(Tg) > (Z(Tg) > (I(T4) > (Z(Tg,) > G,(Tﬁ),'

(2) a(Th) = 1;
a(Ty) é a menor raiz da equagio: 3 — (n+2)r + (3n —2)r —n =0;
a(Ty) = &= f
a(Ty) € a menor raiz da equagio: 2° — (n+ 2)x + (4n — 7)x — n = 0;
a(Ts) € a menor raiz da equagdo:

2’ — (n—p+5)z* +(Tn—Tp)a® — (14n — 13p—19)2* + (Tn —3p—T)z—n =0 ¢

a(Tg) =2 — /3.

3) Finalmente, se T é uma drvore de ordem n > 15 e T ¢ US_,C; entdo a(T) <
=1

G,(Tﬁ) =2— \/g

E possivel determinar a SGI de cada T(k,p,q) € US_,C; diretamente de sua
representacao. Numa arvore T'(k, p,q) com n > 8, os elementos k, p e g representam
as quantidades de cada uma das estruturas Ko, K e Kj, isto ¢, tal drvore tem k
vértices de grau 3, p vértices de grau 2 e g vértices de grau 1, sendo tais estruturas
ligadas a um vértice v cujo grau é igual a k + p + ¢. Logo, T'(k,p,q) tem k +p + 1
vértices internos, onde as ¢ estruturas K; sao suas folhas. Dessa forma, dados n > 8
e T(k,p,q) € U_,C; tem-se SGI(T(k,p,q))=k+p+q,3,...,3,2,...,2].

—_——
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Segue, explicitamente, que,

7(0,0,n—1) [n—1];
T(Ovlvn_?’) [H—Q,Q];
T<07p7n_2p_1) [n—p—1,2,2,,2],
———
p
T(1,0,n —4) [n —3,3];
T<17p7n_2p_4) [n—p—3,3,2,2,,2],
—_——
P
T(k,p,n—3k—2p—1) n—2k—p—1,3,3,...,3,2,2,...,2]
k P

Para as arvores T; € US_,C;, a Proposicio 4.2 apresenta uma relacao de ordem
entre arvores de classes C; distintas segundo suas respectivas SGI’s. Para isso, é

considerado que todas as arvores possuem o mesmo numero de vértices n.
Proposicao 4.2. Parat=1,...,6, seja T; € C;. Entao tem-se que:

1. SGI(Ty) » SGI(T3) = SGI(Ty);

2. SGI(Ty) = SGI(T3);

3. SGI(Ty) = SGI(T5);

4. SGI(Ty) = SGI(Tg).

PRrOVA:

1. Sabe-se que cada classe C, Cy e C4 tem apenas um elemento cada uma e é
imediato verificar que SGI(Ty) = SGI(T,) = SGI(Ty).

2. E facil ver que para p = 2, SGI(T5) = [n — 4,2,2]. Como SGI(Ty) = [n — 3,3],
entao SGI(Ty) = SGI(T3).

3. De modo andlogo é possivel comparar os elementos de C5 e Cg via SGI’s.
A 4rvore Ty € Cs com a maior SGI possui p = 1 e Ty € Cg com a maior SGI
possui k =2 e p = 0. Assim, SGI(T5) = [n —4,3,2] e SGI(Ts) = [n — 5,3, 3].
Consequentemente, SGI(Ty) = SGI(Ts) e SGI(Ty) = SGI(Ts).

Observe que entre arvores de classes diferentes o niimero de estruturas K o, K3
e K7 nao se repetem. Em uma mesma classe de arvores a representagao T'(k,p, q)
é realizada por apenas uma arvore, logo nao hé repeticoes de SGI’s entre arvores

de mesma classe. Portanto, fixando n e uma vez obtidas as SGI’s de todas as
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arvores na uniao das seis classes, é possivel obter uma ordenacao total estrita para
tais arvores, algo que nao é possivel via conectividade algébrica. Tal resultado é

enunciado na seguinte proposicao.

Proposicao 4.3. Paran fizo, as sequéncias de graus internos das drvores de ordem

n das classes C;, 1 <1 < 6, definem uma ordenagdo total estrita.

Prova: Sabe-se que C7, Cy e (4 sao classes unitarias em que a SGI de cada uma
de suas respectivas arvores sao distintas das arvores das outras classes. Deste modo,
resta provar que as SGI’s dos elementos de C3, C5 e Cg sao também distintas entre
si.
Sejam T; = T'(ki,pi,q;) e T; = T(kj,p;,q;) € Cs. Sabe-se que, para p > 2,
SGI(T;) = [n—p;i—1,2,...,2|. Logo, SGI(T;) = SGI(T;) = p; = p;. Dai, como
——

Pi
n = 2p+q+ 1, segue que ¢; = ¢; e as arvores sao idénticas. Portanto, todas as

arvores de (3 possuem SGI’s diferentes. A prova é andloga para T;,7; € Cs e
T;,T; € Cs.

Agora, basta mostrar que arvores pertencentes a diferentes classes possuem
diferentes SGI's. Sejam T; = T(ki,pi,q;) € Cs, T; = T(kj,p;,q;) € Cs e
Ty =T (ke pe, @) € Co

Sabe-se que

SGI(T;)=[n—p;—1,2,...,2],
A’—/
pi
SGI(T;)=[n—p; —3,3,2,...,2] e
———
Pj
SGI(T@) = [TL—Qk?g—pg— 1,3,...,3,2,...,2], k?g Z 2.
—— ——
k¢ Pe

A arvore T; nao pode ter a mesma SGI que uma arvore pertencente a Cs ou Cg,
pois em 7; ndao ha nenhum vértice interno de grau 3 que é um vértice obrigatério
para as arvores das outras duas classes.

A arvore Tj nao pode ter a mesma SGI que uma arvore pertencente a Cg, pois
T; possui exatamente um vértice interno de grau 3, enquanto que para ser da classe
Cg € obrigatério a arvore ter ao menos dois vértices com tal caracteristica.

Portanto, o invariante SGI fornece uma ordenacao estrita para arvores perten-

centes as classes C;, i =1,...,6. |

Os exemplos a seguir ilustram os resultados apresentados para arvores das
classes C;, i« = 1,...,6, com 15 vértices. Para tais arvores sera analisado o

comportamento da SGI e da conectividade algébrica para cada classe C;.

EXEMPLO: Sejam Tj, Ty e T as arvores das classes Cp, Cy e Cy, respectivamente.

A ordenacgao para tais arvores via conectividade algébrica é a(71) > a(Ts) > a(Ty).
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Classe: Cq Classe: C2 Classe: Cy
a(T(0,0,14)) =1 a(T(0,1,12)) = 0,41539 a(T(1,0,11)) = 0,31407
SGI = [14] SGI =[13,2] SGI = [12,3]

Figura 4.12: Arvores com n = 15 vértices para as classes Cy, Cy e Cy.

ExXEMPLO: Do Teorema 4.3 tem-se que todas as arvores de C3 possuem conectivi-
dade algébrica igual a 3%@ Na Figura 4.13 ilustram-se todas as arvores possiveis
de C5 com 15 vértices e para cada uma é apresentada sua respectiva SGI. Da
Proposicao 4.3, sabe-se que todas as arvores de C3 possuem SGI’s distintas o que

fornece uma ordenacgao estrita, como ¢ ilustrado pela Figura 4.13.

=

Classe: Cg Classe: Cg Classe: C3
7(0,2,10)) = 0, 38197 a(T(0, 3,8)) = 0,38197 7(0,4,6)) = 0,38197
SGlf 12 2,2] SGI =[11,2,2,2] SGlf [10 2,2,2,2]

O O
O O
O O
Classe: Cg Classe: Cg Classe: C3
a(T(0,5,4)) = 0,38197 a(T(0,6,2)) = 0,38197 a(T(0,7,0)) = 0,38197
SGI =19,2,2,2,2,2] SGI = [8,2,2,2,2,2,2] SGI =17,2,2,2,2,2,2,2]

Figura 4.13: Arvores de C com 15 vértices.

ExEMPLO: O Lema 4.1 prova que a ordenagao via conectividade algébrica das

arvores de Cj ¢é estrita. Na Figura 4.14 sdao apresentadas todas as arvores com 15
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vértices dessa classe. Tais elementos estao dispostos em ordem decrescente de suas
respectivas conectividades algébricas e para cada arvore é apresentada sua SGI.
Observe que, na Figura 4.14, a ordenagao das arvores obtida pela SGI é a mesma

daquela obtida pela conectividade algébrica.

A=K 2

Classe: C5 Classe: C5 Classe: Cs
a(T(1,1,9)) = 0,30205 a(T(1,2,7)) = 0,29603 T(1,3,5)) =0,29211
SGI—[1132] SGI—[10322} SGI—[93222]
Classe: Cs Classe: Cs
a(T(1,4,3)) =0,28927 a(T(1,5,1)) = 0,28709
SGI = [8,3,2,2,2,2] SGI =[7,3,2,2,2,2,2]

Figura 4.14: Arvores de Cs com 15 vértices.

ExEMPLO: Veja que, pelo Teorema 4.3, todas arvores de Cg possuem a mesma
conectividade algébrica, a(T) = 2—+/3. No entanto, suas respectivas SGI’s definem

uma ordenacao total estrita, veja a Figura 4.15.

Das arvores com 15 vértices ilustradas nas Figuras 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15, observa-
se que a ordenacao obtida pela SGI nao ¢é isomorfa a obtida pela conectividade
algébrica. Veja que a ordenagdo dada pelas respectivas SGI's das arvores Tj =
7(0,2,10) € Cs, TY = T(0,7,0) € C5, T: =T(1,1,9) € Cs5, TV =T(1,5,1) € Cs,
T =1T(2,0,8) € Cs e T =T(2,4,0) € Cg € a seguinte,

SGI(T}) = SGI(TY) = SGI(T}) = SGI(TY) = SGI(TY) = SGI(T}),
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T X

Classe: Cg Classe: Cg Classe: Cg
a(T(2,0,8)) = 0,26795 a(T(2,1,6)) = 0,26795 a(T(3,0,5)) = 0,26795
SGI = [10, 3, 3] SGI =19,3,3,2] SGI = [8,3,3,3]
Classe: Cg Classe: Cg Classe: Cg
a(T(2,2,4)) =0, 26795 a(T(3,1,3)) = 0,26795 a(T(2,3,2)) = 0,26795
SG17[833 SGI =[7,3,3,3,2] SGI =[7,3,3,2,2,2]
Classe: Cg Classe: Cg Classe: Cg
a(T(4,0,2)) =0,26795 a(T(3,2,1)) = 0,26795 a(T(2,4,0)) = 0,26795
SGI =[6,3,3,3,3] SGI =[6,3,3,3,2,2] SGI =16,3,3,2,2,2,2]

Classe: Cg

a(T(4,1,0)) = 0, 26795
SGI =[5,3,3,3,3,2]

Figura 4.15: Arvores de Cy com 15 vértices.
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e a dada pela conectividade algébrica é igual a

a(Ty) = a(T}) > a(T3) > a(TY) > a(Ty) = a(TY).

4.4 SGI e Conectividade Algébrica em arvores

com diametro 4

Note que as arvores das seis classes apresentadas por [49] possuem didmetro menor
ou igual a 4. Um estudo mais abrangente sobre arvores com didametro pequeno que
maximizam a conectividade algébrica foi realizado por [48]. Em tal trabalho, os
autores continuaram o estudo realizado em [49], apresentando arvores com n > 45
vértices e com conectividade algébrica no intervalo [5’7@ , 2 — \/§)

A subclasse de arvores de didmetro 4, definida por [50], é apresentada a seguir.

Definicao 4.3. Seja py1,ps, ..., pr inteiros tais que

p2pp>...2ppe>20,pp2p>0,k>2ek+1+p+...+pp=n.

Seja T'(n, k,p1,pa, ..., pk) uma drvore com didmetro 4, ¢ o unico vértice central da
CiT’UOT’e, Adj(C) = {U17U27 s ,'Uk} e d<vl> =p1+ 17 d(v2> =p2+ 17 cet 7d(vk) =Pkt L.
Seja T a classe de todas as drvores T'(n, k,p1,...,pk).

Figura 4.16: Estrutura de uma arvore T'(n, k, p1, ..., Dk)-

Em [48], novas subclasses de arvores foram definidas. Sao elas:

o O] ={5(3,n—5)}, a arvore de ordem n obtida pela ligacdo do centro de K 3

ao centro de K »—5 por uma aresta;
L Cé = {T(TL, k:v 37 17p37 v 7pk)}7

° Cglg = {T(n7 k737 2,ps,. .. 7pk)}7

43



o C\={T(n,k,3,3,p3,...,0)}

Note que C] nao é uma subclasse de T. Wang e Tan [48] provaram alguns resultados

interessantes sobre essas classes:

Proposigao 4.4 ([48]). Seja T uma drvore de ordem n > 45. Se T ¢ {US_,C;} U
{Ul,C1}, entio a(T) < #

Teorema 4.4 ([48]). Se T' é uma drvore de ordem n > 45, entdo 5’;/5 <a(T) <
2 — /3 se e somente se T € UL, C.

Com a SGI alguns resultados interessantes podem ser obtidos para as arvores
T e U, Cl.

Defini¢ao 4.4. Seja T' uma subclasse de T, onde T'(n,k,p1,...,px) € T, se e
somente se k > pq, isto é, T’ é o conjunto de todas as drvores de diagmetro 4 de T

cujo vértice central da drvore possui o maior grau.

E possivel determinar a SGI de uma &rvore T(n,k,p1,...,Dss ..., px) €T dire-
tamente de sua notacao. Seja p,, 2 < z < k, o ultimo elemento nao nulo da notagao.
Entao

SGI(T)=[k,pr+1,po+1,....p, +1].

Lema 4.2. Dada uma sequéncia S = [n,k,p1,p2, ..., Dk, existe uma dnica drvore

T(n,k,p1,pa,-..,0r) €T que a realiza.

PrOVA: Sejam T'(n, k,p1,ps,...,pr) € T' e S a sequéncia [n, k,p1,pa,....pxl. E
imediato concluir que S é uma sequéncia nao crescente. A sequéncia SGI(T) é
construida a partir de S e seus elementos obedecem exatamente a ordem original.

Entao, dado S, existe uma tnica arvore com esta sequéncia como sua SGI. |

Teorema 4.5. Para um dado n, as SGI’s das drvores da classe T’ com n vértices

determinam uma ordem total estrita em T'.

PROVA: Do Lema 4.2 sabe-se que nao hd duas arvores nao isomorfas em T’ com
mesma SG1. Como foi visto no Capitulo 3, é possivel obter uma ordenacao lexico-
grafica das SGI’s das arvores da classe T'. Portanto, é possivel obter uma ordenagao

total e estrita das arvores em T’ pela SGI. |

Através do estudo das seis classes apresentadas em [49] percebeu-se algumas
caracteristicas estruturais de arvores que possuem mesmo valor de conectividade
algébrica. Por exemplo, as arvores das classes C5 e Cg. Tais caracteristicas serao

estudadas no préximo capitulo.
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Capitulo 5
A classe das medusas

No Capitulo 4 foi estudado o comportamento da SGI e da conectividade algébrica
para seis classes de arvores de didmetro maximo igual a 4 que maximizam a conec-
tividade algébrica, apresentadas em [49]. Entre as classes estudadas, observou-se
que duas delas possuem arvores nao isomorfas com mesma conectividade algébrica.
As arvores da classe C3 possuem conectividade algébrica igual a do caminho P e
as arvores da classe C tém conectividade algébrica igual a 2 — /3. Neste capitulo
é apresentada uma nova classe de arvores nao isomorfas de diametro 2k, k > 2,
que possuem a mesma conectividade algébrica que o caminho Psy;. Um estudo
das caracteristicas estruturais de tais arvores é apresentado, utilizando o algoritmo
proposto em [26] e descrito na Segao 5.1. O capitulo termina com uma analise feita

sobre o comportamento das SGI’s aplicadas as arvores dessa classe.

5.1 Localizacao dos autovalores de uma arvore

Em [26], é apresentado um algoritmo de localizagdo de autovalores da matriz de
adjacéncias A de uma arvore T' = (V, F)) com rela¢do a um escalar A\. Ou seja, o
algoritmo informa quantos autovalores sao maiores, quantos sdo menores e quantos
sao iguais a A no espectro de A. O mesmo algoritmo pode ser aplicado para localizar
os autovalores da matriz laplaciana. O procedimento tem como base a diagonalizagao
da matriz A\ + L. As operacoes realizadas na matriz laplaciana podem ser aplicadas
sobre a representacao grafica do grafo, como sera visto adiante. No algoritmo, o
calculo desses valores é realizado diretamente nos vértices da arvore, dispensando o
processamento da matriz A\l + L. A explicacao sobre seu funcionamento aplicado a
matriz Al + L encontra-se na Subsecao 5.1.1.

O algoritmo recebe inicialmente uma arvore 7" = (V, E) e um valor real A e
calcula para cada vértice de T' uma valoracdo. A arvore T deve ser enraizada em
algum vértice ¢ (este pode ser escolhido aleatoriamente) e cada vértice deve ser

rotulado por v;, 1 <@ < n, tal que se v; é descendente de v; entao ¢ < j. Denote
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por b(v;) o valor do vértice v; e por filhos(v;), o conjunto de vértices filhos de v; na
arvore enraizada em c.

O algoritmo é composto de duas etapas: a primeira consiste em atribuir valores
iniciais, b(v;) = A+d(v;), a cada vértice v; de T'. Na segunda etapa, os valores finais
de b(v;) sao atualizados, tendo inicio nas folhas e seguindo para seus ancestrais na
arvore até chegar a raiz. O calculo do novo valor de v;, notado por b'(v;) depende

do valor anterior b(v;) e dos valores b(v;), para todo v; filho de v;. Sua féormula é:

1

O'(vi) =blvi) = Y

. (5.1)
v; € filhos(v;) b(vj)

Pela rotulacao descrita, sabe-se que se v; ¢é filho de v; entao j < ¢. A segunda
etapa do algoritmo realiza os célculos de b(v;) variando o indice ¢ de 1 até n. Isso
garante que os vértices filhos de v; ja terao suas entradas previamente calculadas
antes do calculo de b(v;). Note que, para as folhas, o conjunto de filhos é vazio, isto
é, se v; é folha entao filhos(v;) = @. Com isso, o valor de b'(v;) é igual ao seu valor
inicial b(v;) = A+ 1.

Uma dificuldade surge no célculo de b'(v;) quando, para algum filho v; €
filhos(v;), tem-se b(v;) = 0. Este seria um caso de divisdo por zero na férmula
(5.1), o que nao é possivel. Além disso, o vértice v; pode ter um ou mais filhos v;
com b(v;) = 0. Para contornar este problema, escolhe-se um filho v; € filhos(v;)
tal que b(v;) = 0 e atribui-se a b(v;) e a b(v;) os valores 2 e —2%, respectivamente, ou
seja, b(v;) = 2 e b(v;) = —1. Caso v; tenha um pai e este seja vg, exclui-se a aresta
{v;,vx} da arvore T'. Tais passos serao justificados na Subsegao 5.1.1.

Os casos que devem ser observados no processo de calculo das entradas dos

vértices sao:
(i) aquele em que o vértice é uma folha;
(i) o caso em que v; ndo é folha e V v; € filhos(v;), b(v;) # 0 e, ainda,
(ili) aquele em que v; nao é folha e existe algum v; € filhos(v;) tal que b(v;) = 0.

O Algoritmo 2 apresenta o pseudocodigo do processo de localizagdo de autova-
lores. A inicializagdo dos vértices é realizado nas linhas 2 e 3. Quando o vértice v;
¢ uma folha (caso (7)), o valor de b(v;) nao é alterado (linhas 2 e 3). Para o caso
(), a férmula 5.1 é utilizada no calculo de b(v;) (linhas 8 e 9). Por tltimo, o caso
(¢73) ocorre quando o vértice v; possui algum filho v; com b(v;) = 0 e, entdo, sdo
realizados os passos descritos nas linhas de 11 a 15.

Como foi mencionado no inicio desta secao, o algoritmo se baseia no processo de
diagonalizagdo da matriz A\l + L. A matriz diagonal D, resultante desse processo,

é semelhante a Al + L e suas entradas principais equivalem as valoragoes b(v;),
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Algoritmo 2: Diagonalizar(T, \)
Entrada: arvore 7', nimero real A
Saida: valoracao para os vértices de T'.
1 rotule os vértices das folhas a raiz;
2 parai=1,...,n faca
3 L b(v;)) = A+ d(v;);
4 parai=1,...,n faca
5 se v; ¢ folha entao
6 ‘ continue;
7 senao
8 se b(v;) #0, YV v; € filhos(v;) entdo
9 ‘ b(UZ) — b(’UZ> — Zvj b(;)’
10 senao
11 Selecione um filho v;, tal que b(v;) = 0;
12 b(v;) = —3;
13 b(v,) = 2;
14 se v; possuir um pai v entao
15 L Remova a aresta (v;,vr);
1t = 1,...,n, obtidas pelo algoritmo Diagonalizar. O Teorema 5.1 é apresentado e

provado em [26]. Este resultado mostra quais informagoes podem ser extraidas dos
valores das entradas da matriz D e vale tanto para a localizagdo dos autovalores da

matriz de adjacéncias quanto para a localizagao dos autovalores da matriz laplaciana.

Teorema 5.1 ([26]). Dada uma drvore T, sejam A\ = —a e D a matriz diagonal

produzida por Diagonalizar(T, \).

1. O numero de entradas positivas em D é o numero de autovalores de T maiores

que a;

2. o numero de entradas negativas em D € o nimero de autovalores de T" menores

que a e

3. se existem j entradas nulas em D entdo a é um autovalor de T' com multipli-

cidade j.

Outro resultado apresentado por [26] é o Corolario 5.1 que permite determinar

o numero de autovalores em um dado intervalo de nimeros reais.

Corolario 5.1 ([26]). O nimero de autovalores no intervalo (a1, az) € o nimero de
entradas positivas resultantes da chamada Diagonalizar(T, —a;) menos o nimero

de entradas positivas resultantes da chamada Diagonalizar(T, —as).
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ExeEmMpPLO: Considere a arvore T, apresentada na Figura 5.1 (a), enraizada em vg.
A inicializacdo dos vértices de T é apresentada na Figura 5.1 (b). Suponha que
se deseja descobrir quantos autovalores existem no intervalo [1, 2]. Para tal, serao
realizadas duas chamadas ao algoritmo Diagonalizar. A primeira, serd para localizar
os autovalores em relacao ao valor 2 e a segunda chamada localizard os autovalores
em relagdo ao valor 1. Os passos da chamada Diagonalizar(T,—2) sao descritos a

seguir.

N )\+1 A+1

Figura 5.1: Inicializacdo das entradas para os vértices de T'= (V, E).

As entradas dos vértices de T sdo assim inicializadas:

b(v1) < b(vg) « b(vg) « —2+ 1= —1;
b(vg) <~ =243 < 1;
b(U5) — b(vﬁ) — —2+2=0.

As entradas das folhas v; e v, nao sao alteradas e a entrada de vs é calculada da

seguinte forma:

b(vs) < b(vs) — (@ + b(;)> - (_il + _il) _ 3

Em seguida, o algoritmo calcula a entrada de vy, que nao é alterada, e segue para o

calculo da entrada de wvs,

b(’U5) — b(’U5) — b
Por fim, a entrada de vg é assim calculada,

b(ve) < b(vg) — (@ + b<11)5)> - (% + %) _ —g.

Cada passo do processo ¢ ilustrado na Figura 5.2.

Com as entradas obtidas pelo algoritmo, do Teorema 5.1, conclui-se que existem

quatro autovalores menores que 2 e dois autovalores maiores que 2. Além disso,
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(c) célculo de b(vy) (d) célculo de b(vs)

(e) célculo de b(vg)

Figura 5.2: Localizacao dos autovalores com relagao a 2, ou seja, A = —2.
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o valor 2 nao é autovalor do laplaciano de T', pois nao ha entradas nulas como
resultado do processo.

O préximo passo é realizar a chamada Diagonalizar(T, —1) para a arvore T' da
Figura 5.1 a fim de localizar os autovalores em relacao ao valor 1, que equivale a

A = —1. As entradas dos vértices de T' sdo inicializadas da seguinte maneira,

b(v1) < b(vg) « b(vg) = =1+ 1 =0;
b(vs) < —14+3=2;
b(’U5) < b(UG) +——-14+2=1.

O algoritmo inicia calculando as entradas das folhas v; e v,. Em seguida é
calculado o valor de b(v3). Neste caso, os dois filhos de vz possuem entradas nulas.
Entao, escolhe-se um dos filhos de v3 com entrada nula, por exemplo vy, e faz-se as

seguintes atribuicoes,

para em seguida, remover a aresta {vs,vg}. Este processo é ilustrado na Figura
5.3 (b). Observe que o grafo resultante é desconexo, mas isso nao iré interferir no
processo de localizacao dos autovalores. Neste ponto, v3 deixa de ser filho de vg e
o processo continua com o célculo da entrada de vs. Como este é uma folha, seu
valor de entrada nao é modificado, veja que b(vy) continua igual a 0. No calculo
da entrada de v, andlogo ao caso de vz, vs tem um filho cuja entrada é nula, no

exemplo é o vy. Entao as seguintes operagoes sao realizadas,

e a aresta {vs,vs} é removida. Esses passos sdo ilustrados na Figura 5.3 (d). Ao
calcular a entrada para vg (Figura 5.3 (e)), obtém-se o conjunto de filhos de vg vazio,
ficando a entrada de vg igual ao seu valor inicial, b(vg) = 1.

Com as entradas obtidas pelo Algoritmo Diagonalizar, conclui-se que o valor 1
¢ um autovalor do Laplaciano de T e existem dois autovalores menores que 1 e trés
autovalores maiores que 1, fato esse decorrente do Teorema 5.1. Do Corolario 5.1,

ve-se que existe s6 um autovalor da matriz laplaciana de T" entre os valores 1 e 2.

50



.f!.%

) célculo de b(vs)

1
_1
(c) célculo de b(vy) ) célculo de b(vs)
_1 _1
:2
JoRRC
(e) calculo de b(vg)
Figura 5.3: Localizagdo dos autovalores com relagao ao valor 1 (A = —1).
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5.1.1 Diagonalizacao de \[ + L

Como foi dito no inicio do capitulo, o algoritmo Diagonalizar foi apresentado em
[26] com sua aplicacdo a matriz de adjacéncias. No mesmo trabalho, os autores
afirmam que o algoritmo pode ser utilizado para localizar os autovalores da matriz
laplaciana. Para entender a razao das atribuicoes e dos calculos realizados pelo
algoritmo Diagonalizar, serd explicado o funcionamento do algoritmo aplicado a
matriz laplaciana L de uma arvore 7. O processo se baseia na diagonalizacao da
matriz Al + L, visto que o polinémio caracteristico do Laplaciano de T' é p(x) =
det(xl — L). Se x = —\, tem-se p(—\) = det(—AI — L) = (—1)"det(A\] + L).
Suponha uma arvore 7' = (V, E) enraizada em um vértice ¢, escolhido aleatoria-
mente entre os n vértices de T'. Utilizando-se a mesma rotulacao descrita no inicio
desta secao, denote por B = Al + L; b;;, o elemento da i-ésima linha e j-ésima
coluna de B e por filhos(v;), o conjunto de vértices filhos de v; em T'. A matriz B

tem a seguinte forma,

A+ d(vy) ~1 ]
—1 )\ + d(vj) —1
B =
—1 )\ + d(’l}l) —1
I -1 A+ d(vn) ]

Denote por R; e C; a i-ésima linha e a i-ésima coluna de B, respectivamente. Se
um dado vértice possuir todos os seus filhos v; com suas respectivas entradas na
diagonal principal ndo nulas, ou seja, b;; # 0, entdo pode-se utilizar as entradas dos
filhos para zerar os elementos que estao fora da diagonal principal. As operagoes

para zerar os elementos fora da diagonal principal sao,
1
R, = R+ _—Rj, (5.2)

J

As operagoes de linha e coluna realizadas para zerar os elementos fora da diagonal

de uma dada linha e uma dada coluna ¢ resulta da seguinte expressao,

bi=bi— L (5.4)

v; € filhos(v;) bjj

Observe que a entrada da matriz B na linha i e coluna i equivale a entrada do vértice
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v; na arvore T'. Por isso, a equagao (5.4) coincide com a equagao (5.1).

Quando existe ao menos um filho de v;, digamos vj;, tal que b;; = 0, a equagao
(5.4) nao pode ser aplicada. Neste caso, as entradas b;; e b;; sao utilizadas para
zerar os elementos fora da diagonal na i-ésima linha e na i-ésima coluna referentes
aos irmaos de v, como serd visto a seguir. Denote por B' a matriz nesse ponto do

processo. Esta tera a seguinte forma,

r | by -1
J 0 -1
B =
i|l-1 =1  X+d(v) -1
k i —1 )\‘Fd(@k)_

Sejam v;, v, € filhos(v;), tais que b;j =0er # j. As operacoes de linhas e

colunas para zerar os elementos nao nulos fora da diagonal sao,

RT . Rr_Rj7 (55)
C, «— C,—Cj. (5.6)

/ . ~ .. ’ ’ ..
Se vy, ¢ o pai de v;, entao utiliza-se as entradas b;; e b;; para eliminar as entradas

! ! . s’ . . /7 .
b, € by,, respectivamente. Estas ultimas representam a aresta que liga o vértice v;
ao vértice vy na arvore T, ou seja, as operagoes (5.7) e (5.8), a seguir, eliminam a

aresta {v;,vx} de T

R, « R.—R, (5.7)
Cr <+ Ck—Cj. (58)

A matriz resultante, denotada por B, é

r b, 0 ]
7 0 —1
B// _
110 —1 A+ d(UZ) 0
k i 0 A + d(Uk)_

. ’ 1" " "
Para que seja possivel zerar as entradas b;; e b;; de B, deve-se zerar a entrada
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" . ~
b,; com as seguintes operagoes,

b
R < R, + ébn’; (5.9)
;s
Ci < C; + ?Jbii, (5.10)
obtendo-se a matriz BW,
r by, 0 _
J 0 -1
B/// —
110 -1 0 0
k| 0 A+ d(vy)|

Em seguida, para que os elementos fora da diagonal principal sejam anulados,

deve-se executar as operacoes,

Rj — Rj — Ri;
Cj < Cj — CZ';

1
R, + R; + §Rj6

1
C;+— C; + §Cj.

A matriz resultante , denotada por B%, é a seguinte,

by 0
2 0
Biv —
0o 0 -3 0
i 0 A + d(Uk)_

Note que, de acordo com B™, a entrada referente ao vértice v; recebe valor —% ea
entrada do filho escolhido (um filho v; € filhos(v;), cuja entrada em B era b;’; =0)
passa a ser b} = 2. As operages (5.7) e (5.8) zeram as entradas by e by; de B
Isso equivale a remover a aresta que liga o vértice v; a seu pai vy na arvore. Estes

passos compreendem as linhas 11 a 15 do algoritmo Diagonalizar.
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ExEMPLO: Considere
B=M-+1Lé:

(%1
V2
U3
B =
V4
Us

Ve

Suponha que se deseja localizar os autovalores de B com relacao ao valor 1.

a arvore T, da Figura 5.1 (a), enraizada em vg. A matriz

A+ 1

0
-1
0

0
A1
—1
0
0

-1
-1
A+3
0
0
-1

0
0
0
A+1
—1
0

0
0
—1
A2
—1

-1
0
-1
A+2

Deve-se fazer A = —1. A matriz B’, resultante da substituicdo do valor de ), é,
w0 0 -1 0 ]
vu|0 0 -1 0
5 U -1 -1 2 0 0 -1
ul0 0 0 0 =1 0
vs 0 0O O -1 1 -1
w|0 0 -1 0 -1 1

No processo de diagonalizacio da matriz, tem-se que as entradas b;, e b,,, referentes
aos vértices v1 e vy da arvore, respectivamente, nao sao alteradas, pois tais vértices
sdo folhas em T e, portanto, ndo possuem filhos. Ja v3 é um vértice interno da arvore
e possui v, e vy como seus filhos, por isso bg?, devera ser alterado pelo processo de
anulacio dos elementos by, , sy, bj5 € by, mas as entradas by, e by, sdo nulas. Neste

caso, escolhe-se um dos filhos, por exemplo vs, e realiza-se as operacoes,

Ry
Ch

— Rl _R27
— Cl — Cg.

. . ’ ’ .
Como v3 possui pai (v em T'), deve-se anular os elementos by € byq com as seguintes

operacoes:

Rg
Cs

— Re— Ry,
— CG—CQ.
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A matriz resultante B é

(%1

V2

Sy

Il
© © © © © o©
o o o o

Agora deve-se zerar a entrada bg3, que em B” éigual a 2, com as seguintes operacoes,
b ).
R3<—R3+7 333 (511)

1"

b "
C3 < O3+ %bgg. (5.12)

Neste passo do processo, chega-se a seguinte matriz,

U1

()]

" V3
B =

V4

(%

o O O o o O
I
—_

oS O o O
|
—_
—_
|
—_

Ve

Em seguida, para que os elementos fora da diagonal principal sejam anulados, é

preciso executar as operacoes,

Ry < Ry — Ra;
Cy = Cy — Cs;

1
R3 < R3 + §R2;

1
Cg — Cg + 502

A matriz resultante é

U1
V2

Biv — U3

o O O O
o O O O

V4

Us

o O O o o O

oS O O O N O

Ve
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Como v4 ¢ uma folha na 4rvore, em B%, niao hé elementos da linha 4 e da coluna
4, fora da diagonal principal, que sejam nao nulos. Logo, a entrada by, nao serd
alterada. J4 para a entrada b} tem-se que by = b¥y = —1 e b}y = 0. Entdo o
valor de b serd modificado de forma a zerar os elementos b2 e b%,. Como b = 0,
realiza-se operacoes semelhantes as aplicadas anteriormente para tratar o caso da

entrada (3,3) em B”. A matriz B’ resultante de tais operacoes é

U1

o O

U2

U3

DO [—

B =

o O O O

V4

Vs

N[

o O O o o O
_ o O O O O

S O N O O O

S O O O NN O
o O O
]

(4]

Observe que as entradas em B que representavam as arestas que ligavam vg a
seus filhos na arvore foram anuladas no processo de diagonalizacao. Assim, desde
que bj; = b, = 0, a entrada bf; nao serd alterada. Neste ponto, a matriz BY tem
todos os elementos fora da diagonal principal iguais a zero e é a matriz diagonal
procurada. Do Teorema 5.1, tem-se que o valor 1 é um autovalor do laplaciano de T’
com multiplicidade 1, ha trés autovalores maiores que 1 e dois autovalores menores
que 1. Veja que as entradas obtidas sao iguais aquelas encontradas para os vértices
da arvore T' da Figura 5.3 resultantes do processamento executado pelo algoritmo

Diagonalizar.

5.2 Medusas e arvores starlike

Uma arvore starlike ¢ aquela que contém um tUnico vértice com grau maior que
2. Ha vérios artigos dedicados a tais arvores [13, 22, 29]. Embora nao existam
duas drvores starlike com o mesmo espectro, [13], podem existir &rvores starlike nao
isomorfas com a mesma conectividade algébrica. A seguinte definicdo sera utilizada

no decorrer deste texto.

Definig¢ao 5.1. Seja uma drvore starlike T'= (V| E) e ¢ um vértice qualquer de T.

Cada subdrvore de T obtida pela remocao de ¢ é chamada de ramo de T em c.

Definicao 5.2. Dados n e k, com n > 2k, seja T uma drvore com n vértices e
diametro 2k. Seja Pory1 um caminho cujo comprimento € igual ao diametro de T
com vértice central c. Uma drvore T' é chamada wma drvore medusa se qualquer

ramo de T em c for isomorfo a um caminho de comprimento maximo igual a k.
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Para o que se segue, serd adotada a seguinte rotulacao para os vértices de uma

arvore medusa:

Definicao 5.3. Para k > 0, escolha n > 2k. Seja T wma drvore medusa com n
vértices e diametro 2k, e seja ¢ o vértice central de um caminho Py 1 (subdrvore
induzida de T') tal que d(c) = g. Faga T enraizada em c. Sejam vi e v rétulos
atribuidos a vértices de um mesmo ramo r em ¢ com 1 < r < g. As sequintes

condicoes devem ser satisfeitas:
(i) Se v é uma folha entdo i = 1;
(ii) Se vj € pai dev; em T e v} # c entdo j =i+ 1.

No decorrer do trabalho, um conjunto de arvores medusas com n vértices, dia-
metro d, vértice central ¢ e d(c) = g serd denotada por M(n,d, g).

A Figura 5.4 apresenta um exemplo de uma arvore medusa T° € M(20,10,5)
com a rotulagdo proposta. Note que como o diametro da arvore ¢é igual a 10, entao
k = 5. Dessa forma, os ramos 1 e 2 sao isomorfos a P5 e compdem um caminho cujo

comprimento é igual ao didmetro da arvore.

Figura 5.4: Tlustracao da rotulagao aplicada a uma arvore medusa 7' € M(20, 10, 5).

Dado k > 1, observe que o caminho Py, é a unica arvore do conjunto M (2k +
1,2k,2). Deste modo, considerando ¢ o seu vértice central, Py, 1 tem dois ramos
isomorfos a P, em c e cuja rotulagdo esta na Figura 5.5.

O Lema 5.1 mostra o resultado da aplicagdo do algoritmo Diagonalizar sobre

Pyj11 com um valor A, isto é, Diagonalizar(Pogy1, \).

Lema 5.1. Dados k > 1 e A\ um numero real qualquer, seja T o caminho Popyq. Na
execucao da chamada ao algoritmo Diagonalizar passando como parametros T e A,
Diagonalizar (T ,\), tem-se que Vi, 1 <1i <k, b(v}) = b(v?).
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UH—2 Uz+2
2

Vi1 i+1
1 2
Uz vi
V3 v}

Figura 5.5: Rotulagao aplicada ao caminho Py ;.

ProvA: Sabe-se que os dois ramos que partem de ¢ sdo isomorfos a P, e que a
execucao do algoritmo procede das folhas até a raiz. Discrimine os ramos por r = 1
er = 2. O valor de b(v]') calculado para cada vértice v} depende somente de seus
filhos. Como cada ramo, r = 1 ou r = 2, é isomorfo ao caminho Py, para cada i,
1 <i <k, tem-se

(o) = { 24+ A — Wil) , se v] € um vértice interno de P,

1+ X | sewv! éuma folha de Pj.

Dos passos do Algoritmo Diagonalizar(T, \), tem-se que:

b(v) = b(vf) =1+ A
b(v}) = b(v]) =2+ A = 51

J*l)

Portanto, Vi, 1 <i <k, b(v}) = b(v?). [

A conectividade algébrica de P, ¢ conhecida e ¢ dada por a(P,) = 2(1 —cos(%)),
veja [15]. Como a conectividade algébrica é o segundo menor autovalor do laplaciano
de um grafo, a chamada ao algoritmo Diagonalizar aplicado a Poyy1 € ap = a(Pag1),
Diagonalizar(Payy1,ax), com raiz no vértice central ¢, deve gerar apenas um valor
negativo na arvore, indicando que existe um tnico autovalor do laplaciano de Poryq
menor que a(Py11). Tal valor é negativo e deve ser associado a um dos filhos de c.

O Teorema 5.2 prova tal resultado.

Teorema 5.2. Dado k > 1, seja o caminho Py, 1 e denote por ay a sua conhecida
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conectividade algébrica. Ao aplicar o algoritmo Diagonalizar(Pag11,—ay) ao caminho
enraizado no vértice central ¢, comegando por um de seus dois ramos, as sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:
(i) O tnico valor nulo é aquele associado ao vértice v}, (ou v}) adjacente a raiz;

(i) O dnico valor negativo gerado pelo algoritmo é aquele atribuido ao vértice

central c;
(7ii) Para todos os outros vértices de T' o algoritmo atribui valores positivos.

PrROVA: item (i): Do Lema 5.1, tem-se b(v}) = b(v?), 1 < i < k e quando um
vértice v; possui ao menos um filho cujo valor é nulo, o algoritmo escolhe um filho
v; de v;, tal que b(v;) = 0, realiza as operagdes: b(v;) = 2, b(v;) = —3 e remove a
aresta {v;,v,}, caso v; tenha pai v,. Observe que se v; possui outros filhos v, seus
valores b(vy,) nao sao alterados.

Suponha que na execugdo do algoritmo ocorra, para algum i < k, b(v)) = 0.
Lembrar que b(v}) = b(v?) = 0. A partir dai, as seguintes operagdes serdo realizadas
no ramo 1: b(v}) = 2, b(vl,) = —3 e a aresta que liga v},, a v},, é removida.
Operagoes andlogas sao realizadas no ramo 2, para os vértices v7 e v7, ;. Neste ponto,
tém-se dois vértices com valores negativos, b(vl,) = b(v?,) = —% que indicam
existir dois autovalores nao-nulos menores que a conectividade algébrica, o que é
um absurdo. Portanto, na execugao do algoritmo, os valores nulos sao atribuidos
apenas aos filhos da raiz, ou seja, b(v}) = b(vi) = 0. Apods tais operagoes, um dos
filhos da raiz possuird valor nulo, o outro tera valor igual a 2 e a raiz ¢ recebera o
valor b(c) = —1.
itens (ii) e (iii): Do item (i), sabe-se que b(c) < 0, b(v}) = 0 e b(vi) = 2, ou b(vi) =
0 e b(vi) = 2. Suponha que a chamada Diagonalizar(T, —az) tenha gerado uma
rotulagio tal que exista algum v}, 1 < i < k, com b(v}) < 0. Do Lema 5.1, tem-se
b(v?) = b(v}) < 0. Com isso, hd a ocorréncia de trés vértices com valores negativos,
indicando que existem trés autovalores menores que a conectividade algébrica, o que
é um absurdo. Portanto, existe apenas um valor negativo, aquele referente ao vértice
central ¢ e um valor nulo atribuido a um dos filhos de c¢. Todas as outras entradas

devem ser positivas. Ou seja, b(v}) = b(v?) > 0, Vi < k. |

Teorema 5.3. Para k > 1 en > 2k + 1, toda drvore medusa T' € M(n, 2k, g) tem

conectividade algébrica igual a do caminho Poyy1, ou seja, a(T) = a(Pogs1).

PROVA: Para dados k > 1 en > 2k + 1, seja ar, = a(Pagy1) e T € M(n, 2k, g) uma
arvore medusa com vértice central c¢. Da Definicao 5.2, todos os vértices a excecao do
vértice ¢ possuem grau maximo igual a 2. Considere o vértice central ¢ como a raiz

da arvore. Ao menos dois ramos em ¢ possuem comprimento k£ (ramos do caminho
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que compdem o didmetro). Do Teorema 5.2, sabe-se que b(vy) = 2—ay, — m =0,
para todo ramo r de comprimento k em ¢. Além disso, tem-se que b(v]) > 0, quando
1 <i < k. Considere dois ramos distintos 7 e s em ¢. Do Lema 5.1, b(v]) = b(vf).
Dado que ¢ < k, tem-se b(v}) = 0, quando i = k, e b(v]) > 0, quando i < k.

Do algoritmo Diagonalizar, um dos filhos v}, de ¢ recebe valor b(v}) = 2 e b(c) =
—%, enquanto os outros vértices adjacentes a ¢ ficam com seus valores inalterados.
Desse modo, pelo menos um vértice v}, adjacente a ¢ possui b(vj,) = 0, o valor de ¢
é negativo e todos os outros vértices v possuem valores b(v}) > 0. Isto indica que
ay € o segundo menor autovalor do polinémio caracteristico do laplaciano da arvore.

Portanto, a(T") = ay. [

Os resultados até o momento mostram que todas as arvores medusas de didmetro
2k possuem conectividade algébrica igual a do caminho Py 1, isto é, igual a a(Pag1).
O resultado a seguir mostra que na familia das arvores starlike com didmetro fixo e
igual a 2k, as medusas sao as que maximizam a conectividade algébrica.

Observe que as arvores starlike de diametro par que nao sao medusas sao aquelas
em que o vértice de grau maior que dois nao é o vértice central do caminho de

comprimento igual ao didmetro. Para esses casos vale o seguinte resultado.

Teorema 5.4. Seja T uma darvore starlike com n > 2k + 1 vértices e diametro 2k
e seja x o unico vértice de T tal que d(z) > 2. Tem-se que a(T) < a(Pag11) com a
igualdade verdadeira se e somente se T' € M(n,2k,d(x)).

PRroOVA: Sejam n e k dados, tal que n > 2k 4+ 1. Considere T uma starlike com dia-
metro 2k e n vértices. Para mostrar que apenas as medusas possuem conectividade
algébrica igual a a(Psy1) e este é o valor méximo para a conectividade algébrica
de qualquer arvore desta familia, é suficiente mostrar que as starlikes que nao sao
medusas possuem conectividade algébrica estritamente menor que a(Pag1), ja que
a igualdade é diretamente verificada pelas medusas de didmetro par, como provado
no Teorema 5.3.

Seja T uma arvore starlike nao medusa com diametro 2k e ¢ seja o vértice central
do caminho que determina o didmetro. Suponha que T é enraizada em c e x # ¢ é
o0 tnico vértice de T' com d(x) > 2. Seja ay = a(Pary1). Como T nao é medusa, o
grau de c é igual a 2. Deste modo, ha somente dois ramos partindo de c. Um deles
é isomorfo ao caminho Py e o outro possui n — k — 1 vértices tendo exatamente um

vértice com grau maior que 2, que é x. A Figura 5.6 ilustra a estrutura de T

Seja r = 1 o ramo em c isomorfo a P, e r = 2 o outro ramo em c¢. Rotule os
vértices do ramo 1 por v, de forma que se v ¢ filho de v}, entdo j =i + 1. Rotule

os vértices do ramo 2 por vjz, de modo que se v} é descendente de vjz, entao 1 < j.

61



k vértices k vértices

| I T —
0—0—0 - 0—0—0—0—0-- o)
vy

1 1 2
V1 Uk

I i t vértices
T ramos
Figura 5.6: Estrutura de uma arvore starlike que nao é medusa.

Dado que o ramo 1 é isomorfo a PFP,, do Teorema 5.2, a chamada
Diagonalizar(T, —ay,) faz b(vy) = 0 e todos os outros vértices v; com valores posi-
tivos, ou seja, j < i, recebem b(vj) > 0. Para o ramo 2, seja dist(z,v7) a distancia
entre x e v} e seja x o unico vértice de T' com d(z) > 2. Em z hd d(z) — 1 ramos
isomorfos a caminhos de comprimento maximo igual a dist(x,v?). Note que, como
o didmetro de T é igual a 2k, a distancia méaxima de x a qualquer uma das folhas
descendentes de z ¢ igual a dist(x,v?).

Faga p = dist(z,v}). Como os ramos pendentes em z sdao isomorfos a caminhos
P, 1<t<p,se 0]2 e v2 sdo descendentes de x em um mesmo ramo de x, os seguintes
casos podem ocorrer:

(i) ou v} é folha e assim, b(v?) = 1 — ay;
(ii) ou v7 é pai de v}, e entdo, b(v}) =2 — aj, — M%Jg)

Do Teorema 5.2, b(vjz) > 0, para qualquer v]2~ descendente de  em 7. Desta

forma, o calculo de b(x) é dado por:

1

b(z) =d(z) —ar— >

2
U?Efilhos(x) b<vj )

Considerando a rotulacao da arvore apresentada na Figura 5.6, a maior distancia
de z a uma folha do ramo 2 é p = dist(x,v?). Entao a distancia de x ao vértice
¢ é dist(x,c) = k —p. O vértice do ramo 1 com mesma distancia ao vértice ¢ é
rotulado por vzl, 41, cuja distancia a folha do mesmo ramo ¢ igual a p. De forma
andloga & andlise realizada no Teorema 5.2, os valores dos vértices v, até v}, serao
comparados, um a um, com os valores dos respectivos vértices entre x até o filho de
€ no ramo 2.

Para cada v} € filhos(x), tem-se > 0. Isso conduz a b(z) < b(v,,,). A

1
b(vJQ.)
partir dai, os trés seguintes casos podem ocorrer a b(x) e a seus ancestrais em 7.

Sejam y e z, respectivamente, o pai e o avo de x em T

(a) b(x) > 0. Neste caso,
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b b
b(x) b(vp+1)

Calcula-se entao o valor de b(y) e verifica-se em qual dos trés casos ele se encaixa.

=bly) =2—a, — <b(vyy) =2—ay —

(b) b(z) = 0. Quando isso ocorre, faz-se b(z) = 2, b(y) = —31 e remove-se a aresta
que liga y ao seu pai z, avd de x. Observe que
1 1

b(z) =2 —ay > b(v;+3) = o) < o)

Se w ¢ pai de z, entdo b(w) > b(vy,4). A desigualdade segue verdadeira até os
filhos da raiz c. Desta forma, sabe-se que se ocorrer um valor nulo para algum
vértice entre x e o filho de ¢ no ramo 2, incluindo o proprio x, tem-se que seus

ancestrais naquele ramo terao valor positivo.

(¢) b(z) < 0. Neste caso, sabe-se que

> b(”;Jrz) =2—a— =

b(véﬂ)

L1
b(y)  b(vpss)

A desigualdade segue verdadeira para os ancestrais de y e v; 3 até os filhos de

= = b(2) > b(vp,3)-

c. Isso significa que ha exatamente um valor negativo no ramo 2. Ou seja, a
chamada Diagonalizar(T, —ay) gera exatamente dois valores negativos para 7.
Isto indica que quando = nao é o vértice central do caminho P11 que determina
o didmetro de T, a(T') < a(Par+1). Com isso, pode-se concluir que as medusas

maximizam a conectividade algébrica das arvores starlike.

Com isso, pode-se concluir que qualquer arvore starlike de didmetro 2k, que nao

seja uma medusa, possui conectividade algébrica menor que a(Pag1). |

5.3 Arvores nao-medusa

Para um dado k, k > 1, a classe de arvores medusa de didametro par e igual a 2k,
apresentada na secao anterior, nao abrange todas as arvores de mesmo didametro
e valor de conectividade algébrica igual a do caminho Psy ;. Nesta secdo serdao
estudadas arvores nao-medusas com as propriedades acima referidas.

Seja P.%,, 1 < lp < k, o caminho com Iy + 1 vértices enraizado numa de suas
folhas uo; seja S)',, a estrela com [; + 1 folhas, [; > 2, enraizada em uma de suas

folhas u; e R;?, a drvore, enraizada em uy, resultante da coalescéncia do caminho Ps
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com a estrela Sy, lo > 2, pela identificagdo de umas das folhas de P3 com o vértice
central de Sj,, como ¢ ilustrado na Figura 5.7.

Ug U2

[ ..

lo+ ;
L ly
U Ul u2
lo+1 1+1 lo
. . 7 uUQ U1l U2 3
Figura 5.7: Estruturas das arvores P, %, S;'; e R} enraizadas em wug, u1 € uy,
respectivamente.

Defini¢ao 5.4. Dadosk >3, n>2k+1,¢>0,7r>0¢es >0, seja Tox(q,r,s),

um conjunto de drvores com n vértices e diametro 2k resultante da coalescéncia
. s . UuQ z . U1

do caminho Poy1 com q drvores isomorfas a PS5, v drvores isormorfas a S, e

s drvores isomorfas a R;?, por identificagio do vértice central c de Papiy com as

. 3 e U Ul U2
respectwas Taizes ug, U1 € U9 das arvores Plo-l—l’ Sll—f—l € ng .

A Figura 5.8 ilustra a estrutura de uma arvore pertencente ao conjunto

ﬁz,k(Q7 r, 8)'

Figura 5.8: Estrutura de uma arvore 7' € T, x(q, 1, s).

Quando r =0, s =0e 1l <[y < k, o conjunto T,x(q,0,0) é exatamente o
conjunto de arvores medusas com n vértices, diametro 2k e ¢ 4+ 2 ramos isomorfos a

caminhos de no maximo k vértices, ou seja, M(n, 2k, g+2). Como foi visto na Se¢ao
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5.2, a conectividade algébrica de uma medusa de n vértices e diametro 2k é igual a

do caminho Py, ou seja, para ¢ > 0, se T' € T, (¢, 0,0) entdo a(T) = a(Pajt1).
Os Teoremas 5.5 e 5.6 determinam limites superiores para o nimero de folhas

Iy e ly das estruturas S;',; e R;” para que a conectividade algébrica da arvore

T € Tor(q, 1, s) seja igual a do caminho Poyyq, isto é, a(T) = a(Pog1).

Definicao 5.5. Dados k > 3, n > 2k + 1, sejam as drvores P11 € SZIH com
li > 2. O conjunto T, x(0,1,0) € exatamente o conjunto de drvores T constituidas
pela coalescéncia Poyyq 0 Sﬁﬂrl dada pela identificacao do vértice central ¢ de Popyq
com a raiz uy de S;it . Assim, T = P10 8" . O novo vértice resultante da

identifica¢io serd rotulado por ¢ (ver Figura 5.9).

1 1 2 2
o—O o0—oO

Figura 5.9: Estrutura de uma arvore 7' € T, x(2, 1,0).

Teorema 5.5. Dados k > 3 en > 2k + 1, seja a = a(Pary1) € 1y o nimero de
folhas do ramo resultante da coalescéncia de Py com Sp' ;. SeT € T,x(0,1,0)

entao a(T) = ap se e somente se l; < {%J

PRrROVA: Seja T uma &rvore com a estrutura daquela da Figura 5.9, ¢ sua raiz e

v?l 41 0 vértice adjacente a ¢. Pelo algoritmo Diagonalizar chega-e a

|
bW} ) = (b +14A) — 1, (H—A) ¢

consequentemente,
5+ (T+EXN2+DLA
Pl ) =7
O algoritmo Diagonalizar com A\ = —ay, resulta em,

(1 — CLk)2 + l1<—ak)
1-— ag

>0e
como 0 < ay < 1, tem-se 1 — a;, > 0. A desigualdade é verdadeira se e somente se

(1—ap)* +1i(—ap) >0e

(1 — ak)Q
Q. ’

I < (5.13)
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Tem-se que [; é inteiro, entao [; < {%J Logo, d(v} ;) < L%J +1. =

EXEMPLO: Se k = 4, o didmetro de uma arvore T' € T, 4(0,1,0) é igual a 8. Para

que a(T') = a(Py), o nimero maximo de folhas [; em T é igual a 6. A Figura 5.10

ilustra exemplos para os casos em que a(T) = a(FPy) e a(T) # a(FPy).
a(Ty) = 0,12061 a(Ty) = 0,12061 a(T3) =0,11663

Figura 5.10: Arvores T; € T, 4(0,1,0), com n = 15,16, 17.

As arvores T; e Ty na Figura 5.10 satisfazem o Teorema 5.5, mas veja que a
drvore Ty ¢ tal que o vértice v§ tem grau 8 e tem 7 folhas, ndo atendendo, portanto,
ao Teorema 5.5. Neste caso, tem-se a(73) = 0,11663 < a(Fy).

O Corolario 5.2, apresentado mais adiante, decorrente do Teorema 5.5, estende
o resultado para qualquer arvore T' € Ty, (¢, 7,0), com ¢ > 0,7 > 0,1 <[y <ke
2 <y < |Uees “’“ J Ou seja, se T' satisfizer a tais condigoes, entao a(T") = a(Pag+1)-
Para isso sera deﬁmdo o conjunto de arvores com a estrutura igual a ilustrada na
Figura 5.11.

Defini¢ao 5.6. Para dados k > 3, n > 2k + 1 e ar, = a(Pog11), sejam as drvores
Pory1, Py, com 1 <y <k, e Sy, com2 <1 < W%J Seja T1 o conjunto
de drvores T € T, 1(q,7,0), constituidas pela coalescéncia P10 P.% 05, dada
pela identificacdo do vértice central ¢ de Poy 1 com a raiz ug de Pf;% e com a raiz uq
de S;i' . Assim, T'= Pyr110P% 055" 1. O novo vértice resultante da identificagdo

serd denotado por ¢ (ver Figura 5.11).

Oorw

T Tamos g ramos
Figura 5.11: Estrutura de uma arvore 7' € T;.

Corolério 5.2. Se T € Ty, entio a(T) = a(Pag+1)-

PRrOVA: Seja T € T e ¢, o vértice central de um caminho Psriq que compde o
didmetro de T. Escolha dois ramos em ¢ isomorfos a Py e os rotule por 1 e 2.

Os demais ramos em ¢ tém rétulo 7, 2 < r < d(c¢”). Do Teorema 5.2, tem-se que
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durante a execucio do algoritmo Diagonalizar(T, —ay,), obtém-se b(vi) = b(vi) =
0. Entdo, independente dos valores dos irmios de v}, e v}, o algoritmo realiza as
seguintes atribui¢des: b(vy) = 0, b(v) =2 e b(c) = —3. Tem-se ainda que qualquer
ramo em ¢ ou é isomorfo a um caminho de comprimento méximo k, ou é isomorfo
a uma estrela Sj,, com [; < {%J, resultante da coalescéncia de S}, | com Py,
pela identificacdo do vértice central ¢ de Pory1 com a raiz u; de S;',;. Entdo, seja
v/, 41 O Vvértice de um ramo r em ¢', tal que o ramo r é isomorfo & estrela Sj,.
Do Teorema 5.2, sabe-se que para os vértices dos ramos isomorfos a caminhos de
comprimento maximo k, o algoritmo Diagonalizar obtém valores positivos. Logo,
vértices de tais ramos nao influenciam no valor da conectividade algébrica da arvore.
Do Teorema 5.5, sabe-se que a chamada ao algoritmo Diagonalizar(T, —ay) gera um
valor positivo para v ., isto é, b(vj,,;) > 0. Assim, tal valor nao interfere na
quantidade de valores b(v]) negativos da arvore. Portanto, a; continua sendo o
segundo menor autovalor do laplaciano de 7', independente do nimero de ramos

isomorfos 5, ligadas a c. |

O Teorema 5.5 d4 um limite para o grau maximo do vértice v, ,, 2 <r < d(c"),
numa arvore de estrutura igual aquela da Figura 5.11, para que esta arvore possa
ter a conectividade algébrica igual a do caminho Py ;.

O Teorema 5.6, a seguir, garante o nimero maximo para ls de uma arvore 7' com

estrutura semelhante a ilustrada na Figura 5.12, de forma que a(7') = a(Pag1)-

Definicao 5.7. Para dados k > 3, n > 2k+1, sejam as arvores Py, 1 € Rf‘; comly >
2. O conjunto T, (0,0,1) € exatamente o conjunto de drvores T' constituidas pela
coalescéncia de Pypyq 0 R;‘; dada pela identificacio do vértice central ¢ de Poryq com
a raiz ue de Rl“;. Assim, T = Pypq0 Rf‘;, O novo vértice resultante da identificacao

serd rotulado por ¢ (ver Figura 5.12).

1 .1 2 .2
U1 Vg Uy U1
o0—o- - 0—o0

Figura 5.12: Estrutura de uma arvore T' € T(0,0, 1).

Teorema 5.6. Dados k > 3, n > 2k + 1. Sejam ap = a(Psyy1) € lo 0 nimero de

folhas do ramo resultante da coalescéncia de Poyy com Ri?. Se T € T,x(0,0,1)

(1—%)3—%(1—%)J
ag(2—ag) ’

entiao a(T) = a se e somente se ly < {
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Prova: Seja T' € T,%(0,0,1) com a estrutura e a rotulacao ilustrada na Figura

5.12. Da execugao do algoritmo Diagonalizar, tem-se que b(v) ,) = (24 ) — ﬁ
lo+1

Substituindo o valor de b(v} ;) no calculo de b(v} ,,),

i) = 40 - (i)

consequentemente,

24+ NI +AN)2+ A2+ X)) — (1+))
(14 X)2 + 1o\ '

b(vl?;-m) =
O algoritmo Diagonalizar com A = —ay, resulta em,

(2 — CLk)(l — CLk)2 — l2ak<2 — CLk) — (1 — CLk)
(1 — ak)2 — lgak '

b(v},40) = (5.14)

Do Teorema 5.5, para que b(v?2 +1) seja positivo, o nimero maximo de folhas
. , —a)2 —a)2
ligadas a v}, é {%J Com [y < L%J, tem-se que (1 — az)? — lyay, > 0.
Entdo, basta analisar o limite para l; de forma que o numerador de (5.14) seja

positivo, ou seja,

(2 —ap)(1 —ag)* — lear(2 — ax) — (1 —ag) >0
(1 —ap)[(2—ag)(1 —ag) — 1] = lag(2 —ax) >0
(1 —ap)[(1 — ag)? — ap] — lbar(2 —ax) >0
loag(2 — ag) < (1 —ap)[(1 — ag)? — ax]

(1 — ak)?’ — ak(l — ak) '

I <
2= ak(2—ak)

(5.15)

(1—ar)®—ar(1—ax)
ar(2—ay,)

automaticamente, I satisfaz o limite (5.13) e o valor calculado para v}, em T é

<

(1—ax)?
Como o

, entdo uma vez que [y satisfaz o limite (5.15),

positivo.

Tem-se que [, é inteiro, logo Iy < L(lfazl)i;fggfa’“)f [

EXEMPLO: Se k = 5, o didmetro de uma arvore T' € 7T,5(0,0,1) é igual a 10.

Considere a rotulagao dos vértices de T como ilustrado na Figura 5.12. Do Teorema

5.6, para que a(T) = a(Py;), o nimero maximo de folhas para o ramo 3 de T é

I, < Vlfa(’;ig(;fgil)*a’“w. Ou seja, I < 4. A Figura 5.13 ilustra exemplos para os

casos em que a(T) = a(Pr1) e a(T) # a(Pry).

Do Teorema 5.6, seja 1" uma arvore resultante da coalescéncia de um caminho

Psj. 1 com s arvores R}f, pela identificagdo do vértice central ¢ de Py 1 com as raizes
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T1 —a,Pn —008101 T2 —CLPH —008101

a(Ty) = 0,07749

Figura 5.13: Arvores T} € T, 4(2,0,1), com n = 16, 17, 18.

(1—ag)®—ax(1—ay)
ak(2—ak)
ramos resultantes dessa coalescéncia nao interfe no valor da conectividade algébrica

de T.

O Corolario 5.3 estende o Teorema 5.6 para o conjunto de arvores definido a

u9 de cada arvore R}f. Assim, desde que Iy < { J, a quantidade de

seguir.

Defini¢ao 5.8. Dados k > 3, n > 2k + 1 e ay = a(Pagy1). Seja Ty o conjunto
de drvores T € T,i(q,r,s), comqg > 0,7 >0es >0, tal que 1 < Iy < k,
2<1, < L(l—aik)QJ e2< 1, < {(1 ar)3—ag (1= ak)J

ai(2—ag)

Foi apresentado, na Figura 5.8, a estrutura de uma arvore da classe 7, x(q, 7, s).
Veja que T, é uma subclasse de T, x(q,r, s) onde os valores de ly, [; e Iy satisfazem

as restricoes da Defini¢ao 5.8.
Corolario 5.3. Dados k>3 en <2k+1. SejaT € Ts, entao a(T) = a(Pog11).

PrRovA: A prova é similar aquela dada para o Corolario 5.2 e decorre deste e dos
Teoremas 5.5 e 5.6. |

EXEMPLO: Para k=5 e n = 28, a Figura 5.14 apresenta duas arvores do conjunto
T>. A primeira é T3 € Tg5(1,1,1) e a segunda é Ty € Tas5(2,2,1), ambas possuem
conectividade algébrica iguais ao do caminho Py, isto é, a(T3) = a(Ty) = a(P1) =
0, 08101.

Note que, de acordo com o Teorema 5.6, o nimero de folhas ligadas ao vértice
vl?; 41 da estrutura ilustrada na Figura 5.12, é menor que o limite de folhas para a
estrutura da Figura 5.10 (veja Teorema 5.5), sendo que, no ramo 3, a distancia de
uma folha ao vértice ¢ da arvore ilustrada na Figura 5.12 é maior do que a distancia
de uma folha no ramo 3 ao vértice ¢ da arvore ilustrada na Figura 5.10.

Sejam as arvores Ty, Ty, T7 e Ty, dadas na Figura 5.10. Todas possuem diametro

11 (k = 5) e tém 3 ramos, dos quais, 2 sdo ramos de Psyq. O terceiro, é o tnico
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IR

T5 € Tas5(3,1,1) Ty € Tas5(4,2,1)
a(T3) = 0,08101 a(Ty) = 0,08101

Figura 5.14: Arvores T € T3 com k=5 e n = 28.

que nao necessariamente é um caminho. A raiz ¢ de cada arvore é o vértice central
de Pory1. Dado que um wvértice quase pendente é aquele adjacente a uma folha da
arvore, é possivel observar se o grau maximo do vértice quase pendente do terceiro
ramo aumenta ou nao, a medida que a distancia de cada folha deste ramo ao centro
c aumenta. Além disso, quantas folhas o vértice quase pendente suporta a fim de
que a conectividade algébrica de cada uma das arvores seja a mesma do caminho

2 2,2

2 2
Vs Yy V3 V33

3 3 3 3

Vi V3 V3 Uy
Ts com n = 22 Te com n =17
numero maximo de folhas do ramo 3 é 10 ntmero méaximo de folhas do ramo 3 é 4
1,1 .1 .1 .1 2 .2 .2 2,2 1,1 ,1 .1 .1 2 2 .2 2,2
Ui V3 V3 Uy Vs ¢ Vs Uy V3 VU Up V3 V3 Uy Vs ¢ Vs Uy Uz V303

T7 com n = 16 Tg com n = 16
ntmero méaximo de folhas do ramo 3 é 2 o ramo 3 é isomorfo a Ps

Figura 5.15: Nimero maximo de folhas para cada nivel do ramo 3 de uma arvore T'
com k = 5.

A arvore T; pertence ao conjunto 7,x(0,1,0) e, do Teorema 5.5, sabe-se que
o ntiimero méximo de folhas em v?, é 10, para que a conectividade algébrica seja
igual a de P;;. Para a arvore Ty, para que valha a mesma propriedade, usando o

Teorema 5.6, se tem que v2 é 4. J4 a drvore Tr ndo pertence ao conjunto 7, x(g, 7, s)
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e a distancia do vértice v3 até ¢ é 3. Neste caso, foi observado, por teste, que esta
arvore tem conectividade algébrica igual a de Pj; e 2 é o nimero maximo de folhas
de vi para que esta propriedade acontega, ou seja, ao se inserir mais uma folha a
v3, a drvore resultante tem conectividade algébrica distinta daquela dada por Py;.
Para k = 5, veja Tg, o terceiro ramo é também isomorfo a Ps e esta é uma arvore

medusa. Neste exemplo, nota-se que a medida que a distancia de ¢ até uma folha
3

vy aumenta, o nimero maximo de folhas de tal ramo diminui. Para o caso ilustrado
por Ty, tem-se o resultado provado no Teorema 5.7.
Sejam 1" uma arvore com estrutura igual a da Figura 5.16, o nimero de folhas

do ramo 3 e v2, | o seu dnico vértice que tem grau maior que 2.

Definicao 5.9. Para k> 1 en > 2k + 1, fizados, sejam os caminhos Poyy1, Py € a
estrela Sy, v > 1, dados. O conjunto Ty é um conjunto de drvores T constituidas
pela coalescéncia de Popiq com a drvore Py e, da drvore resultante com S1 ., pela
identificacao do vértice central ¢ de Po1 com uma das folhas de Py, e a identificagdo

da outra folha de P, com o vértice central de Sy, (veja Figura 5.16).

1,1 .1
Uy Uy U ¢ Up V3

3
Vptk—1

03
/UerZ

U1
x
Figura 5.16: Arvore T' com didmetro 2k.

Teorema 5.7. Dado k > 0. Seja T uma drvore enraizada em c da classe Ty e seja
x o numero de folhas do ramo 3. Sendo k a distancia de c até a folha do ramo 3,

tem-se a(T) = a(Poyy1) se e somente se x = 1.

PROVA: Seja ap = a(Psgy1). Os valores para os vértices gerados pela chamada

Diagonalizar(T, —ay) sdo tais que

1—ag, sei1=1;

b(u?) = b(v?) = { o

—ag) — b(Tl)v caso contrario.
i—1
1—ag, sel <1< ua;

b(vd) = (x+1—ak)—ﬁ, sei=ux+1;

2 —a) — ———. caso contrario.
( k) b(v?_l) )
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Como 0 < aj < 1, entdo 1 — a; > 0. Se a distancia de v3,, a ¢ é igual a k — 1,
entdo o niimero de vértices entre v2, | e ¢ é igual ao nimero de vértices de v a c. Do
Teorema 5.2, sabe-se que b(v}) = b(vi) =0 e b(v}) = b(v?) > 0, para 1 < i < k — 1.

Analisando os valores dos vértices do ramo 3, tem-se b(v3?) = 1 —a;, > 0, quando
1 < i < x. No caso em que x = 1, este é isomorfo a P, e, do Teorema 5.3,
a(T) = a(Psg41). Supondo x > 1,

bul) = (@+1) o -
— ay,
(x4+1)—ap)(l —ag) —x
1—ay
(1 —az)? — zay

1— ag
Comparando b(v3, ;) com b(v3),

(1—ap)? —zap (1 —az)? — a
b(v,) = - < —a = b(vy). (5.16)

Para os outros vértices dos ramos 1 e 3, respectivamente, se tem,

b(vl):(Q—ak)—m, 3<i<kse

b(v?) = (2—ak)—ﬁ, r+2<j<z+k-1.
i—1
Note que, para 2 < i < k, os vértices v} e v, | estdo no mesmo nivel em 7'

Da comparacao 5.16, tem-se que b(v2, ;) < b(v3). Entdo,

b(vie) = (2 — k) — gy e
b(v) = (2 — ) — 3y

Como b(v3, ) < b(vy), entao m > b(%%) = b(v3,,) < b(v3).

Seguindo raciocinio andlogo para os vértices restantes, ancestrais de vl e de
v§+2, tem-se que para j, x +1 < j <z + k — 1, v? =0 ou vj»’ < 0. No primeiro
caso, o algoritmo Diagonalizar faz b(v}) = 2 e b(v},,) = —3. Desta forma, tem-se
um valor negativo atribuido a um vértice diferente de ¢, indicando que ay nao é
o segundo menor autovalor do Laplaciano de T. No segundo caso, o valor de v?
indica que a; nao é a conectividade algébrica de T". Em ambos os casos, sabe-se que
a(T) < a(Pakt1)-

Portanto, para que a(T') = a(Payy1), 0 valor méximo para x é 1. Ou seja, quando
a distancia de uma folha do ramo 3 até c é igual a k, o ramo deve ser isomorfo a P.
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5.4 SGI’s para as arvores de 75

Nesta secdo, serd analisado o comportamento das SGI’s aplicadas as arvores do
conjunto 73. Como foi visto, cada arvore desse conjunto tem conectividade algébrica
igual a de Pa41. A andlise serd realizada para todas as arvores 7' € {Ti54(q, 7, s) N
To}. Tais drvores possuem conectividade algébrica igual a a(7) = 0,12061 e, na
Figura 5.17, sdo apresentadas em ordem nao crescente de SGI.

Como visto na secao anterior, para valores nulos de r e s, o conjunto de arvores
T, k(q,r, s) se resume as arvores medusas. Das drvores apresentadas na Figura 5.17,
nove sdo medusas: Ti54(6,0,0), T154(5,0,0), Tis 4(4,0,0), Ty54(4,0,0), T154(3,0,0),
Tl//574(3,0,0), T£g4(3 0,0), T1/574(2,0,0) e T75,4(2,0,0). Quando se trata dessas arvo-
res, sua SGI pode ser extraida diretamente de sua representagao. No exemplo, cada
arvore tem n = 13 vértices, didmetro d = 8, comprimento maximo de um ramo em
cék =4 e onimero de ramos em ¢ é 4 < r < 8. Desta forma, a SGI de uma
medusa M(n,d,r) é

SGI(M(n,d,r)) =1[r,2,...,2].

1
Entao:
SGI(Ti54(6,0,0)) = [8,2,2,2,2,2,2];
SGI(T15.4(5,0,0)) = [7,2,2,2,2,2,2,2];
SGI(T}5,4(4,0,0)) = SGI( 154(4 0,0)) =1[6,2,2,2,2,2,2,2,2];
SG[<TI5,4<37070)) = SG[( 15, 4(3 O O)) = S ( 1”'5:4<3 O O)) = [5727272727272727272];
SGI(Ty5,4(2,0,0)) = SGI(T75,4(2,0,0)) = [4,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2].

)

Proposigao 5.1. As drvore do conjunto T maximizam a conectividade algébrica

das drvores T, 1(q, 1, s).

Prova: E facil ver que T3 € Tnx(q, 7, s). Faca ax = a(Payy1). Do Teorema 5.6, tem-
se que o numero de folhas de um ramo resultante da coalescéncia de Pop,q com R}f é
limitado por I, < L(lfa(’;])j;fggfa’“)f Substituindo o valor de a; por a(Py) = 0, 12061
e calculando o limite de Iy tem-se [ < 2. Do Teorema 5.6, quando T possui um
Y —apn(1—
T T
algoritmo atribui um valor negativo para algum vértice do ramo r. Logo, existe

ramo 7 resultante da coalescéncia de Py com Rf‘; com ly >

algum autovalor da matriz laplaciana de 7" menor que a(Payi1). Ou seja, a(T) <
Q(P2k+1). [ |

A Figura 5.18 apresenta duas arvores de Ti54(g,7,8) que ndo pertencem a 7
e suas respectivas conectividades algébricas. Sao elas: Ti54(3,0,1) e T154(2,0,1).
Em ambas, tem-se um ramo resultante da coalescéncia de Poy1 com R}, porém o

numero de folhas [, sdo, respectivamente, 3 e 4, o que viola o limite I, < 2.
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RSN N

T15,4(6,0,0)
SGI = 8,2,2,2,2,2,2]

T15,4(35 170)
SGI =16,3,2,2,2,2,2,2]

Ty5.4(1,1,0)
SGI = [5,4,2,2,2,2,2,2]

T15,4(2507 1)
SGI = [57 35 27 25 27 2’ 27 2’ 2]

"

T15.4(3,0,0)

SGI = [57 2; 27 2; 27 2’ 27 2’ 2’ 2]

"

T15,4(1’ 170)
SGI = [4,3,2,2,2,2,2,2,2]

T1”5,4(2’ 07 0)

SGI =1[4,2,2,2,2,2,2,2,2,2, 2]

T15,4(57 Oa 0)
SGI = [7,2,2,2,2,2,2,2)

T1,5,4 (47 0’ 0)
SGI = [67 25 27 25 27 2’ 27 2’ 2]

AR

T5.4(2,1,0)
SGI = 1[5,4,2,2,2,2,2,2]

Ty5.4(3,0,0)

)

4
SGI =1[5,2,2,2,2,2,2,2,2,2

Pt e e e R ]

1"

T15,4(17 1,0)
SGI = [4,4,2,2,2,2,2,2,2]

T15,4(1705 1)
SGI = [4,3,2,2,2,2,2,2,2]

RS- N

T15,4(0,1,0)
SGI = [6,3,2,2,2,2,2,2]

Ty5.4(4,0,0)
SGI = [67 25 27 25 27 2’ 27 2’ 2]

1"

T1574(2, 1,0)
SGI = [57 3; 27 2) 27 2’ 27 2’ 2]

1"

T15,4(3,0,0)
] SGI = [5527252725272’272’2]

AN

T15,4(0,2,0)
SGI = [47 3; 37 2) 27 2’ 27 2’ 2]

T15.4(2,0,0)
SGI = [4,2,2,2,2,2,2,2,2 2 2]

Figura 5.17: Arvores T € Ti54(q, 7, 5) com n = 15 vértices e a(T) = 0, 12061.
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a(Ty54(3,0,1)) = 0, 11264 a(Ty5.4(2,0,1)) = 0,10002

Figura 5.18: Arvores de Ti5,4(q, 7, ) que nao pertencem a 7Ts.

Para finalizar este capitulo é conveniente ressaltar que tanto a conectividade al-
gébrica quanto a SGI apresentam uma ordenacao nao estrita das arvores quanto a
conectividade e, para algumas classes em que a primeira medida nao consegue dife-
renciar seus elementos quanto a esta caracteristica, a SGI pode ser uma alternativa
para este feito, dado que em alguns exemplos, as SGI’s induziram uma ordenagao

total das arvores envolvidas.
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo inicial estudar a conectividade de grafos cordais,
propondo um novo invariante que pudesse diferenciar a conectividade entre grafos
cordais k-conexos, nos casos em que os invariantes classicos nao fossem capazes de
fazer tal distincao. Tal invariante foi definido como uma n-upla de nimeros naturais,
chamada de sequéncia de componentes conexas e abreviada por SCC, onde cada
ordenada é igual ao nimero de componentes conexas resultantes da remocao de
cada separador minimal de vértices do grafo, abreviado por SMV. Sabe-se que os
grafos cordais k-sep determinam uma importante classe dos grafos cordais. Assim,
dado o nimero de cliques maximais de um grafo k-sep, foi apresentado um algoritmo
que gera todas as SCC’s possiveis para tais grafos. As drvores, por sua vez, sao casos
particulares dos grafos k-sep. Utilizou-se entao as arvores para o estudo detalhado
do novo invariante. Neste caso, os graus dos vértices internos de cada arvore sao
suficientes para caracterizar sua SCC' e este invariante passou a ser chamado de
sequéncia de graus internos, abreviada por SGI.

A conectividade algébrica é um invariante espectral muito mais sensivel para
mensurar a conectividade de uma arvore que os invariantes classicos. Por exemplo,
a conectividade de vértices e de arestas sao incapazes de medir esta propriedade para
as arvores, uma vez que estes tém os mesmos valores para esta classe. Entao, foi
decidido comparar as SGI’s com as conectividades algébricas de classes de arvores
que ja possuem resultados conhecidos para o segundo invariante.

Estudou-se o comportamento da SGI e da conectividade algébrica nas seis classes
de arvores C;, 1 = 1,...,6, que maximizam o segundo invariante para arvores com
n > 15 vértices. Para os quais sabe-se que todas as arvores possuem didmetro
maximo igual a 4 e se conhece uma ordenagao pela conectividade algébrica. Para tais

grafos, observou-se que os dois invariantes apresentaram ordenagoes nao isomorfas.
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Além disso, para as arvores dessas classes com mesmo niimero de vértices, as SGI’s
definiram uma ordenacio total e estrita entre seus elementos, isto é, ndo ha duas
arvores nao isomorfas pertencentes a tais classes com mesma SGI.

Dentre as classes estudadas, duas apresentaram &Arvores nao isomorfas com
mesma conectividade algébrica, sao elas C3 e Cg. Para as arvores de C3 e Cg, a
SGI conseguiu diferenciar todas elas quanto a sua conectividade. O comporta-
mento deste invariante para tais classes levanta a questao de quais caracteristicas
estruturais levam as arvores a ter a mesma conectividade algébrica. A partir dai,
iniciou-se o estudo de arvores com tal propriedade e didmetro 2k, £ > 3, a fim de
identificar caracteristicas estruturais que nao interferem em sua conectividade al-
gébrica. Foi considerada a classe das medusas, casos particulares de starlikes, e foi
provado que as medusas de diametro 2k possuem conectividade algébrica igual ao
do caminho Ps 1. Além disso, elas maximizam o valor de tal invariante para as
starlikes de mesmo diametro.

A partir do estudo das medusas, definiu-se uma classe mais abrangente de ar-
vores, T,, (g, 7, s), onde todas elas possuem didmetro 2k e nao sdo necessariamente
medusas. Dela identificou-se o conjunto 75, onde todas as arvores possuem conecti-
vidade algébrica igual a do caminho Py 1. Foi provado que as arvores de 75 maximi-
zam a conectividade algébrica das arvores de 1), x(q, 7, s). Além das caracteristicas
estruturais analisadas neste trabalho, observou-se que as arvores com diametro par
fixo e mesma conectividade algébrica nao se restringe ao conjunto 7s.

Como o estudo em arvores foi se aprofundando e gerando resultados interessantes,
o desenvolvimento do trabalho nao conseguiu chegar ao estudo de outras subclasses
de grafos cordais. Ainda no estudo de classes de arvores, observou-se que as arvores
com didmetro fixo e mesma conectividade algébrica nao se restringem ao conjunto
Tz, por exemplo, as arvores da classe Cg, apresentada no Capitulo 5, ndo pertencem
a tal conjunto.

A proposta para trabalhos futuros segue duas vertentes, uma indica o aprofunda-
mento do estudo da conectividade algébrica das arvores em classes mais abrangentes
que aquelas ja estudadas e a outra aponta para estender a comparagao entre SCC’s

e a conectividade algébrica para outras subclasses de grafos cordais.

6.2 Trabalhos futuros

No Capitulo 5 foi apresentado o conjunto de arvores 75 onde, para um dado k, todas
as arvores possuem diametro 2k e conectividade algébrica igual ao do caminho Py 1.
Observou-se ainda que existem mais arvores além daquelas em 7T, que possuem tais
caracteristicas. Alguns exemplos sao apresentados na Figura 6.1.

A partir deste trabalho, pretende-se continuar o estudo da estrutura de arvores
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WW

=0,05812 a(Tz) = 0,05812

SGI(Ty) = [5,4,3 3,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2 2,2] SGI(Ty) = [5,4,3,3,3,3,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2]

Figura 6.1: Arvores T} e Ty ndo pertencentes a T3, tais que a(T}) = a(Ty) = a(P3).

que possuem a mesma conectividade algébrica e analisar o comportamento da SGI
para tais arvores. Alguns fatos ja foram observados. Por exemplo, as arvores da
classe (s possuem a mesma conectividade algébrica e esta difere da conectividade
algébrica do caminho P5. Neste caso, se T'(k, p, q) € Cs entdo a(T(k,p,q)) = 2—/3.
A restrigao para que T'(k, p, q) seja da classe Cg é k > 2. Ou seja, a menor arvore da
classe Cg é T'(2,0,0) com n = 7 vértices. A Figura 6.2 apresenta alguns exemplos
de arvores da classe Cs. Em tal amostra, tém-se quantidades diferentes de ramos
isomorfos a Ky, Ki1 e K;. A primeira drvore da Figura 6.2 é a 7'(2,0,0) com
vértice central ¢. Observe que a remogao de qualquer folha de 7'(2,0,0) resulta em
uma arvore da classe C5 (que possui conectividade algébrica maior que 2 — /3).
Tem-se que 7'(2,0,6) é resultante da coalescéncia de 7(2,0,0) com seis caminhos
isomorfos a P,, pela identificagdo do vértice ¢ de T'(2,0,0) com um vértice de cada
caminho P, e o vértice resultante da operacao é rotulada por ¢. Observe que os
ramos isomorfos a K nao interferem na conectividade algébrica da arvore, isto é,
a(T(2,0,6)) = a(7T(2,0,0)). De forma analoga, T(2,3,0) é obtida pela coalescéncia
de T'(2,0,0) com trés caminhos Pj, pela identificagdo de ¢ com uma folha de cada
caminho, e T7'(4,0,0) é resultado da coalescéncia de T'(2,0,0) com duas estrelas K 3
pela identificacao do vértice ¢ com uma folha de cada estrela. Por fim, a arvore
T(3,1,1) é resultado da coalescéncia de T'(2,0,0) com as estruturas K o, K11 e P,
pela identificagdo do vértice ¢ de T'(2,0,0) com uma folha de cada estrutura. Em
todas essas drvores, o nimero de ramos isomorfos a K 2, K;; e K; nao interfere na
conectividade algébrica de qualquer arvore T' € Cg, ou seja, a(T) = a(7(2,0,0)).
Note que em T'(2,0,0) existe uma simetria entre os ramos em ¢, isto é, os ramos
em ¢ sao isomorfos entre si. Com tal observacao, resolveu-se analisar a conectividade
algébrica de arvores que possuem tal caracteristica. Alguns testes foram realizados
para arvores T' com didmetro 2k > 4 e com dois ramos isomorfos entre si. Para toda
folha u das arvores T analisadas, a distancia maxima entre u e o vértice ¢ deve ser
no maximo igual a k, ou seja, dist(c,u) < k. Algumas das arvores analisadas sao

ilustradas na Figura 6.3.
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T(4,0,0) T(3,1,1)

Figura 6.2: Analise das estruturas de arvores da classe Cy.

ramo 1 ramo 2 T3 , T4

Figura 6.3: Arvores com a(T};) = 0, 06367.
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A Figura 6.3 apresenta um conjunto de arvores com conectividade algébrica igual
a a(T;) = 0,06367, dentre as quais aquela que possui menor nimero de vértices é
a arvore T5. Esta possui didmetro 8 e dois ramos em c isormofos entre si, o que
caracteriza uma simetria em T3. Na figura, tais ramos foram rotulados por ramo
1 e ramo 2. As arvores Ty, T, Tg e T7 possuem, cada uma delas, uma subarvore
induzida isomorfa a T3 com vértice central ¢’. Nessas arvores, além dos ramos que
compoem a subarvore isomorfa a T3, tém-se outros ramos em ¢ nao isomorfos ao
ramo 1 (ou 2). Em tais ramos, a distdncia maxima de qualquer folha u ao vértice ¢
é igual a 4, ou seja, dist(u,c’) < 4. Nos casos analisados, parece que os ramos em
¢ que nao sao isomorfos aqueles de T3 nao interferem na conectividade algébrica da
arvore, desde que nao mudem seu diametro.

O estudo da conectividade de grafos iniciou-se com a classe de arvores, para
os quais varios resultados foram obtidos e outros ja se encontram em andamento.
Como foi visto, as arvores possuem todos os SMV’s com cardinalidade 1 e todas
as cliques maximais possuem cardinalidade 2. Neste caso, tem-se que o niimero de
componentes conexas resultantes da remocao de um SMV de uma arvore é igual ao
grau do vértice interno referente ao SMV'. Por isso, uma SC'C em arvores equivale a
uma SGI. Mas para outras classes de grafos cordais, este fato nao ocorre. Pretende-
se estender o estudo comparativo do invariante SC'C' e da conectividade algébrica
quando estes sao aplicados a grafos bloco, para qual algumas observagoes ja foram
feitas e serdo apresentadas mais adiante.

Os grafos bloco definidos por Harary [23] compoem uma classe de grafos cordais
k-sep. As defini¢oes ja existentes na literatura serao adaptadas para a notacao ja
utilizada no decorrer do trabalho. As arvores sao um caso particular de grafos
bloco, onde todas as cliques maximais tém cardinalidade 2. Varias caracterizagoes
e aplicagoes de grafos bloco foram estudadas em [4, 9, 10, 38].

Em [14], Harary e Prins apresentaram a defini¢ao de block-cut-vertex graph que,
neste trabalho, serd denotada por bc(G). Sua defini¢ao, apresentada a seguir, foi

extraida de [24] e adaptada para grafos bloco.

Definigao 6.1. Para um grafo bloco conexo G, sejam {B;} o conjunto formado pelas
cliques mazimais de G e {c;} o conjunto de SMV ’s de G. be(G) € definido como o
grafo com conjunto de vértices igual a {B;} U{c;}, com dois vértices adjacentes se
um deles corresponde a uma clique mazimal B; e o outro a um SMV c;, tal que c;

€ um vértice de B;.

Um resultado importante para grafos be(G) conhecido na literatura é apresentado

no Teorema 6.1. O enunciado a seguir foi extraido de [24].

Teorema 6.1. Um grafo G é um grafo be(G) de um grafo H se e somente se ele é

uma drvore onde a distancia entre quaisquer duas folhas € par.
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Com o Teorema 6.1, sabe-se que todo grafo be(G) é uma arvore. A Figura 6.4
ilustra um grafo be(G) de um grafo G. Os vértices referentes aos blocos sao valorados

com a cardinalidade do bloco que cada um representa.

X 7

a b
b
= =
d ¢ d d ¢
VAN
G Blocos de G be(Q)

Figura 6.4: Exemplo de um grafo bloco G, os blocos de G e sua representagao be(G).

Pode-se considerar que um grafo be(G) é uma representacdo de um grafo G em
um arvore. Com um grafo bc(G) é possivel analisar o comportamento da conectivi-
dade algébrica de um grafo G quanto a forma da arvore gerada. Como as arvores
também sao grafos bloco tem-se que para cada arvore T' existe um grafo be(T'). Ob-
serve que um grafo be(7T') possui mais vértices e mais arestas que a arvore 17" que ele
representa. Mas para a andlise de alguns casos de grafos bloco, realizada mais adi-
ante, serao utilizadas as mesmas bc(T') do exemplo seguinte. A Figura 6.5 apresenta
uma amostra de arvores de mesma conectividade algébrica e seus respectivos be(T).

Como o nimero de vértices de um bloco em G ¢ atribuido ao seu respectivo vértice
em bc(G), tem-se que mais de um grafo bloco pode ter a mesma representacao be(G),
diferenciando-se apenas dos valores nos vértices referentes aos blocos. Por exemplo,
considere as representacoes ilustradas para as arvores da Figura 6.5. Existem grafos
bloco em que todos os blocos sao isomorfos a K, e possuem a mesma representacao
be(G) que as drvores apresentadas na Figura 6.5. Neste caso, cada vértice referente
a um bloco tem valor 4. Tais grafos sao ilustrados na Figura 6.6.

Note que todos os grafos da Figura 6.6 possuem mesma conectividade algébrica,
ou seja, a(Gy) = a(Gz) = a(Gs) = 0,09305. Com isso, observa-se que existem
grafos bloco nao isomorfos com mesma conectividade algébrica. Com a representacao
be(G) é possivel fazer uma analise estrutural de tais grafos de forma a identificar
caracteristicas que os levam a ter mesma conectividade algébrica. Uma andlise
semelhante foi realizada para as arvores. Porém, nas arvores a SCC equivale a SGI
enquanto que em grafos bloco o grau de um vértice de corte nao indica o niimero
de componentes conexas resultantes de sua remocao. Para grafos cordais em geral,
tal informacao é facilmente obtida por algoritmos de tempo linear apresentados em
[28, 33].
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Figura 6.5: Arvores com a(T') = 0,12061 e suas respectivas be(T).

A Figura 6.7 ilustra grafos bloco com seus respectivos valores de conectividade
algébrica e SCC’s. Todos os grafos da Figura 6.7 possuem sete cliques maximais
isomorfos a Ky, n = 22 vértices e m = 42 arestas. Os grafos estao ordenados
de forma nao decrescente de conectividade algébrica. Observa-se que o sentido de
crescimento das duas medidas sao semelhantes. Tanto pela conectividade algébrica
quanto pela SC'C' o grafo G4 é o menos conexo e o grafo GG1g é 0 mais conexo dentre
os grafos da figura. Tem-se ainda que os grafo G4, G5 e G¢ possuem mesma SCC' e
conectividade algébrica diferentes, enquanto que os grafos Gg e G7 possuem mesma
conectividade algébrica e SC'C’s diferentes. O mesmo ocorre com Gg e Gg. Gragas
a representacao bc(G) foi possivel observar tal comportamento em grafos bloco.
Note que isso também foi verificado no estudo das arvores. Com tais observagoes,
propoe-se a continuar o estudo comparativo das duas medida para a classe de grafos
bloco. Além disso, pretende-se estudar caracteristicas estruturais a partir dos quais
é possivel identificar se a conectividade algébrica de dois grafos bloco nao isomorfos

sao iguais.
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Figura 6.6: Grafos bloco com mesma representagao bc(G;) das arvores da Figura 6.5

e a(G;) = 0,09305.
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a(G4): 11956 a(Gs) = 0,16014
SCC(G4) = [2,2,2,2,2,2] SCC(Gs) = [2,2,2,2,2,2]
Ge
a(Gg) = 0,22178 a(G7) = 0,22178
SCC(Ge) = [2,2,2,2,2,2] SCC(Gr) = [3,2,2,2,2]
§§ Go
a(Gg) = 0, 32938 a(Go) = 0, 32938
SCC(Gs) = [4,2,2,2] SCC(Gy) = [5,2,2]
% % Gio
Glo) =1
SCC(Glo) (7]

Figura 6.7: Exemplos de grafos bloco.
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