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Um grafo é regular se todos os seus vértices possuem o mesmo grau. Caso
contrario, o grafo é irregular. Existem algumas medidas propostas na literatura
para medir a irregularidade de um grafo, utilizando alguns parametros discretos.
Essas medidas sao, em geral, determinadas em funcao ou da média ou da vari-
ancia dos graus dos vértices do grafo ou do indice do grafo. Este ultimo é um
parametro espectral que corresponde ao maior autovalor da matriz de adjacéncia.
Neste trabalho reunimos os principais resultados existentes para tais medidas,
especialmente aqueles relacionados a grafos extremais. Além disso, determinamos
os valores maximos dessas medidas e caracterizamos grafos extremais em algumas
classes especiais. Finalmente, obtemos expressoes mateméticas para o top, para o
gap e para o conjunto equibrador (conceitos relacionados com os graus dos vértices
de um grafo) para grafos de algumas familias que sdo extremais para as medidas de

irregularidade.
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A graph is saide regular if all of its vertices have the same degree. Otherwise,
it is said an irregular graph. There are some measures proposed in the literature
for the irregularity of a graph, using some discrete parameters. These measures
are generally determined as a function of either the average, the variance of the
vertex degrees or the index of the graph. The latter is a spectral invariant which
corresponds to the largest eigenvalue of the adjacency matrix of the graph. In
this work we survey the main results for such measures, especially those relative to
extremal graphs. Furthermore, we determine the maximum values of those measures
and characterize their extremal graphs in some special classes. Finally, we obtain
mathematical expressions for the top, gap and tuner set (parameters that involve
the degrees of the vertices of a graph) of graph families that are extremal for the

measure of irregularity studied.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos principais objetivos da Teoria Espectral de Grafos é deduzir as pro-
priedades de um grafo através da informacao espectral fornecida por uma ou mais
matrizes a ele associadas, como a matriz de adjacéncia, a laplaciana e a matriz
laplaciana sem sinal, esta tltima mais recentemente estudada.

Um invariante de um grafo é um valor numérico que é preservado por
isomorfismo, ou seja, grafos isomorfos possuem os mesmos invariantes. Como
invariantes naturais podemos citar: nimero de vértices, ntimero de arestas e o
grau dos vértices. No entanto, ha diversos outros invariantes muito utilizados e
aplicados a problemas praticos tais como nimero cromatico, tamanho da maior
clique, conectividade de vértices e de arestas, etc. Encontrar uma lista completa de
invariantes capaz de caracterizar grafos isomorfos ainda é um problema em aberto. O
espectro de um grafo associado a uma dada matriz é o multiconjunto dos autovalores
daquela matriz. Como as matrizes associadas a grafos isomorfos sao semelhantes,
os espectros desses grafos sao iguais. Desta forma, os espectros de tais matrizes sao
também importantes invariantes do grafo.

Um grafo é regular se e somente se todos os vértices tém o mesmo grau. Caso
contrario, dizemos que o grafo é irregular. Quando desejamos medir quao irregular
é um grafo, utilizamos parametros cujo valor seja nulo quando o grafo é regu-
lar. Em verdade, baseado em tal propriedade, poderiamos definir como medida

de irregularidade de um grafo toda fungao F' : G — R que tem como dominio o



cojunto dos grafos G e como contra-dominio o conjunto dos ntimeros reais R tal que
F(G) =0 se e somente se VG € G, G é um grafo regular.

Em 1957, Collatz e Sinogowitz [10] provaram que o indice de um grafo (o maior
autovalor da matriz de adjacéncia) é maior ou igual & média dos graus com a igual-
dade sendo véalida se e somente se o grafo é regular. A partir deste fato, eles definiram
a diferenca entre esses dois invariantes como uma medida de irregularidade de um
grafo. Surgiram entao outras trés medidas de irregularidade sendo que nenhuma
dessas envolve parametros espectrais. A primeira, definida por Bell [§8], é a variancia
dos graus dos vértices. A segunda medida, definida por Alberston [4], corresponde a
soma em valor absoluto da diferenca entre os graus dos vértices e, a terceira, deve-se
a Nikiforov [27], que optou pelo somatoério da diferenga entre o grau de cada um dos
vértices e a média dos graus.

Neste trabalho reunimos os principais resultados ja conhecidos na Teoria
Espectral de Grafos relacionados as medidas de irregularidade de grafos e
determinamos os valores maximos para tais medidas em grafos de determinadas
classes, caracterizando os respectivos grafos extremais. Além disso, investigamos os
invariantes top, gap e conjunto equilibrador em grafos das familias que sao extremais
para as medidas de irregularidade. Todos estes invariantes estao relacionados com
a meédia e distribuigao dos vértices e foram estudados por Rodrigues [34] e Damas
et al. [14]. Com isto, conseguimos verificar se os grafos extremais para as medidas
de irregularidade estudadas sao nao-balanceados. Este trabalho se desenvolve da
seguinte maneira: no Capitulo 2, encontram-se os conceitos basicos da literatura de
grafos necessarios a compreensao deste texto. O Capitulo 3 é dedicado aos resultados
existentes na literatura relativos as medidas de irregularidade de um grafo. Mostra-
mos que a Conjectura 3.3.4 é valida para algumas classes de grafos, sendo uma das
nossas contribuigoes da tese. No Capitulo 4, apresentamos algumas contribuicoes
da tese como, por exemplo, analisamos o comportamento de algumas medidas de
irregularidade em grafos de classes especiais. No Capitulo 5, definimos uma nova

medida de irregularidade, que envolve dois parametros espectrais, a energia de um



grafo e a energia laplaciana sem sinal. No Capitulo 6, apresentamos os conceitos dos
invariantes top, gap, grafos balanceados, grafos nao-balanceados e conjunto equilibra-
dor de um grafo. Neste mesmo capitulo, descrevemos os resultados encontrados por
Damas et al. [14] e apresentamos os resultados originais que obtivemos em relagao a
tais invariantes. Finalmente, no Capitulo 7, nossas consideragoes finais e propostas

de trabalho futuro para a continuacao desta pesquisa sao apresentadas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Teoria dos Grafos

Seja G = (V, E') um grafo simples (sem arestas multiplas e sem lagos), ndo orientado
e finito, onde V(G) = V' é um conjunto de n vértices e E(G) = E é o conjunto das m
arestas de G. Cada aresta {i,j} ¢ um subconjunto a dois elementos i e j € V, caso
em que i e j sao adjacentes. O grau de um vértice i, denotado por d;, é o niimero
de arestas a ele incidentes. Os graus minimo e maximo de (G, sao respectivamente,

denotados por §(G) e A(G). A média dos graus d(G) = Y. 4 ¢ igual a 22, dado
i=1

que i d; = 2m. O complementar de G é o grafo G que possui 0 mesmo conjunto
de Vé;tlices de G tal que {i,j} € E(G) se, e somente se, {i,j} ¢ E(G). Uma cadeia
de comprimento k é uma sequéncia de vértices vy,...,vp talqueV 1 <5<k —1,
{v;,vj;:1} € E(G). Se os vértices forem todos distintos, a cadeia ¢ denominada
caminho simples. A distancia d(i,j) de um vértice i ao vértice j, em um grafo
G, é o comprimento do menor caminho entre 7 e j; caso nao exista um caminho
entre ¢ e 7, dizemos que a distancia é infinita. Por excentricidade de um vértice ¢
entende-se o valor real da maior distancia entre 7 e j, para todo j € V, ou seja,
exc(i) = jIGI‘l/E%}é){d(i,j)}. O raio r de um grafo é o valor da excentricidade minima,

o 6. 1 — mi N
isto é, r ier{l/l(ré){exc(z)}

O grafo que é constituido apenas por um caminho simples de comprimento &



é chamado caminho P,. O ciclo C} é uma cadeia fechada vq,...,v,, k > 4, onde
vy,...,0, ¢ um caminho simples e v; = v,. Um grafo G é dito conexo se existe
um caminho simples entre todos os pares de seus vértices; caso contrario, G é
denominado desconero. Um grafo completo K, com n vértices é aquele em que
todos os vértices sao adjacentes entre si e um grafo € k-reqular se todos os seus
vértices possuem o mesmo grau k. Caso contrario, é chamado irregular. Um sub-
grafo de G & um grafo cujo conjunto de vértices é subconjunto de V(G) e o conjunto
de arestas é um subconjunto de E(G). Um subgrafo induzido por um subconjunto
de vértices H C V(G) em G, denotado por G[H], é um subgrafo de G tal que, dados
i,j € H,se {i,j} € E(G) implica {i,j} € E(G[H]). Um subgrafo gerador H de G
¢ um subgrafo tal que V(H) = V(G).

Se G; = (V1, E1) e Gy = (Va, Ey) sao dois grafos tais que V(G1) NV(Gy) = 0,
seu grafo soma é G1 + Gy = (V1 UV, B3 U Ey). O join de G; e G5 denotado por
G V Gy é o grafo obtido pelo grafo soma G| + G5 adicionando-se novas arestas de
cada vértice de Gy para todos os vértice de GG5. Dizemos que dois grafos G e G
sao isomorfos, G; = (3, quando existe uma bijecao f : V(G;) — V(Gs) tal que
{i,j} € E(G,) se, e somente se, {f(i), f(j)} € E(G).

Uma clique de um grafo G é um subconjunto de vértices que induz um subgrafo
completo. O nimero cliqgue de um grafo w(G) é a ordem da maior clique contida
em GG. Um conjunto independente é um conjunto de vértices nao adjacentes entre si.
O ndmero de independéncia de um grafo a(G) é a cardinalidade do maior conjunto
independente de um grafo. O nimero cromdtico de um grafo y(G) é o menor ntimero
de cores necessarias para colorir os vértices de um grafo sem que vértices adjacen-
tes sejam coloridos com a mesma cor. Um grafo G é bipartido se seu conjunto de
vértices pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos independentes A e B
tais que as arestas de G unem somente vértices de A a vértices de B. Uma estrela
com n vértices, denotada por S,, é um grafo bipartido em que um dos conjun-
tos independentes possui apenas um tnico vértice e o outro possui n — 1 vértices.

Um grafo é bipartido completo se ele é um grafo bipartido tal que todo vértice de



um subconjunto é adjacente a todos os vértices do outro subconjunto. Um grafo
é bipartido semireqular se todos os vértices do mesmo subconjunto independente
possuem o mesmo grau. Um grafo é split se e somente se ele pode ser particionado
em um conjunto independente e uma clique. Um grafo split completo é um grafo
split tal que todo vértice do conjunto independente é adjacente a todos os vértices
da clique. Um grafo é cordal se nao contém um subgrafo induzido isomorfo a C},
com k > 4. A seguir, enunciamos um resultado que caracteriza grafos splits, cuja

prova esta em [25]. A Figura 2.1 exibe grafos split.

Teorema 2.1.1 [25] Seja G um grafo com n vértices. Entao as sequintes condigoes

sao equivalentes:
i) G é um grafo split;
i) G e G sdo cordais;

i11) G nao contém subgrafo induzido isomorfo a 2K,, Cy ou Cs.

Figura 2.1: Grafos splits com 6 vértices.

2.2 Teoria Espectral de Grafos

Uma das matrizes mais investigadas na Teoria Espectral de Grafos é a matriz de
adjacéncia que denotamos por A(G) = [a;;]. Trata-se de uma matriz quadrada de
ordem igual ao nimero de vértices do grafo, em que a;; = 1, se os vértices i e

J s@o adjacentes e a;; = 0, caso contrario. O polindmio caracteristico de A(G) é

6



chamado polinémio caracteristico de G, e denotado por pg(A). Os autovalores de G
sdo os autovalores de A(G), os quais sdo as raizes de pg(\), e que denotaremos por
My .oy An. O raio espectral de G é o namero real nao negativo p(G) = max; |;|.
O maior autovalor de G, A\;(G), é chamado indice de G. Pelo Teorema de Perron-
Frobenius (veja [22]), se G é um grafo conexo entdo p(G) = A\ (G). A matriz
laplaciana de uma grafo G é a matriz L(G) = D(G) — A(G), onde D(G) é a matriz
diagonal dos graus dos vértices de G. A conectividade algébrica do grafo G é o
segundo menor autovalor da matriz laplaciana, que denotamos por a(G). A matriz
laplaciana sem sinal & dada por Q(G) = D(G) + A(G). Q—spread é a diferenga
entre o maior e o menor autovalor da matriz laplaciana sem sinal.

Seja M uma matriz de ordem n x n. O espectro de M, spect(M), é o multicon-
junto constituido pelos n autovalores \; > A\y... > X\, de M, dispostos em ordem
decrescente. A multiplicidade algébrica de \;, m();), € o numero de vezes em que
A; aparece como elemento do multiconjunto.

O Teorema 2.2.1 relaciona os graus dos vértices com o indice de um grafo, e sua

prova pode ser encontrada em [12].

Teorema 2.2.1 [12] Seja G um grafo e d(G), a média dos graus dos vértices de G.
Entao,

d(G) < M < A(G).

Pelo Teorema 2.2.1 é imediato verificar que se G é k—regular entao A\(G) = k.
A seguir apresentamos o Teorema 2.2.2, provado por Yuan [36], que apresenta
um limite superior para o indice de GG, em fun¢ao do ntimero de vértices e arestas

do grafo.

Teorema 2.2.2 [36] Se G é um grafo com n vértices e m arestas entao \(G) <

V2m —n + 1.

O Teorema 2.2.3 da um limite inferior para o indice de um grafo em funcao do

seu grau maximo.

Teorema 2.2.3 [29] Se G é um grafo com grau mdzimo A(G), M\ (G) > /A(G).

7



O lema seguinte relaciona o indice de um grafo com o indice de qualquer um de

seus subgrafos.

Lema 2.2.4 [16] Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Se H é um subgrafo
de G entao \(G) > M (H), com a desigualdade estrita se G € conexo e H é um

subgrafo proprio de G.

Definigao 2.2.5 Uma matriz de adjacéncia A = [a;;| € chamada escada quando
satisfaz a sequinte condi¢do: se i < j e a;; =1 entao, ¥V k,h tais que h <k <

J e h<i, ap = 1.

As matrizes de adjacéncia dos grafos da Figura 2.2 sao exemplos de matrizes escada.

Para tais matrizes, observa-se que todas as entradas nao diagonais acima e a
esquerda do tltimo 1 de cada linha, sao iguais a 1. Assim, os elementos 1’s sao

separados dos 0’s ao longo de cada linha, formando uma configuragao de escada.

Figura 2.2: Grafos cujas respectivas matrizes de adjacéncia escada sao A(G) e A(H)
dadas acima.

E evidente que nem todo grafo possui matriz de adjacéncia escada. Por exemplo,
na Figura 2.3, exibimos dois grafos que nao possuem matriz de adjacéncia escada,
pois nao existe nenhuma rotulacao possivel para a qual as matrizes de adjacéncias

sejam como aquela da Definicao 2.2.5.



Figura 2.3: Grafos que nao possuem matriz de adjacéncia escada.

Notagao 2.2.6 Vamos denotar G(n) o conjunto formado por todos os grafos com n
vértices; G(m) o conjunto de todos os grafos com m arestas; G(n,m) o conjunto dos
grafos com n vértices e m arestas e H(n,m) o conjunto de todos os grafos conexos

com n vértices e m arestas.

Os resultados que seguem podem ser encontrados em |7, 9, 11, 35|, e envolvem o

indice de um grafo cuja matriz de adjacéncia é da forma escada.

Teorema 2.2.7 [9] Todo grafo em H(n,m), que possui indice mdximo dentre todos

os indices dos grafos em H(n,m), possui a matriz de adjacéncia escada.

Corolario 2.2.8 [9] Se G € H(n,m) € tal que G possui indice mdzimo, entio G

possut a estrela S,, como subgrafo gerador.

Prova: Suponha que G nao possua uma estrela S, como subgrafo gerador. Assim,
a matriz A(G) nao possui uma linha com todos os elementos iguais a 1, exceto o zero
da diagonal. Como G é conexo, A(G) ndo possui uma linha toda nula ou uma coluna
toda nula. Assim, existe uma aresta unindo o vértice n e algum vértice r tal que
r < n. Como G possui indice méximo dentre todos os demais indices dos grafos em
H(n,m), pelo Teorema 2.2.7, G possui matriz de adjacéncia escada. Considerando
A(G) uma matriz adjacéncia escada, como a,, = 1, segue que existe i, 1 < r, tal que

agr =1, Yk =2,...,n. Portanto, G possui a estrela S, como subgrafo gerador. B

No que segue, apresentamos duas classes especiais de grafos que sao extremais
em relacdo ao indice. O grafo H,, introduzido por Brualdi et al. [9], e o grafo
Gk, por Cvetikovié¢ et al. [11]. Para isto, precisaremos apresentar a defini¢do de

um grafo quase-completo, dado em [3]|, por Ahlswede e Katona.
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Definigao 2.2.9 [3/ Um grafo com n vértices e m arestas é chamado quase-completo

e denotado por QC(n,m), quando é obtido da sequinte forma:

i) Primeiramente rotulam-se os vértices de 1,. .. n;
ii) Determina-se d et inteiros, para 2 < d e 0 <t < d, tais que m = (2) +1;
i11) Os vértices rotulados 1, ..., d formam a maior clique do grafo;

i) O vértice d+1 € adjacente aos vértices rotulados 1,. .. t e os n—(d+1) vértices

restantes sao isolados.

Podemos observar que os valores de t e d sao tnicos, dado que t deve ser menor
que d. Por construcao, d deve ter o maior valor possivel (menor ou igual a m), de
modo a representar a maior clique do grafo, e o vértice d + 1 deve ser adjacente aos
t primeiros vértices da clique. Desta forma, temos que o grafo possui, a menos de
isomorfismo, uma unica representacao. A Figura 2.4 exibe grafos quase-completos.
Um deles, o grafo QC(5,5), tem 5 vértices e 5 arestas, logo d = 3 et = 2. Rotulamos
os cinco vértices de 1 até 5, e formamos uma clique com os vértices 1,2 e 3 para,
em seguida, ligarmos o vértice 4 aos vértices numerados 1 e 2. O vértice restante,
no caso o vértice 5, é isolado. De forma anéloga, construimos o grafo QC(6,7), com
d=4et=1. 0 grafo mais a direita é o QC(6, 13) que, por conter 13 arestas, tem
d=>5et=3. Estas 3 arestas ligam o vértice 6 a 3 vértices da clique. Portanto, o

grafo QC(6,13) nao tem vértice isolado.

5
o6
4 05 1 4
2
1 3
3
QC(5,5) QC(6,7)

Figura 2.4: Grafos QC(5,5), QC(6,7) e QC(6,13).
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Definicao 2.2.10 Os grafos G, e Hy, € H(n,n + k) sao assim definidos:
i) Para 0 <k < @—1, Gnr =K1 vQC(n—1,k+1);

ii) Para 0 < k <mn —3, H, € assim construido: primeiro rotulamos os vértices
de 1 an e ligamos o vértice 1 a cada um dos demais vértices para construir a
estrela S, cujo centro € 1. A seguir, ligamos o vértice 2 aos vértices numerados
de 3 até k+ 3.

Os grafos H,  resultam do seguinte join H,,; = K;V (K 11 UK, _4_3). Nas Figuras
2.5 e 2.6 exibimos grafos G, ; para valores de n = 6 ou 7 e k£ = 0,1,2. Também

exibimos grafos H,, ; paran =8,9e 10 ek =3,4¢e 5.

1 3 2 4 1 4
6 7 3 7
4 5 o5
1
2
Gs 0 5 3 i 6 2 G2 6

Figura 2.6: Grafos Hgs, Hga e Hygs.
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Os Teoremas 2.2.11 e 2.2.12, mostram que os grafos G, e H, j sao extremais
em relacao ao indice. A prova dada para o Teorema 2.2.12 é aqui reescrita de modo

mais didatica que aquela apresentada no artigo [9).

Teorema 2.2.11 [9/ Os grafos em H(n,m) com m = n, n+ 1 e n + 2 arestas,

possuem indice mdximo se sao isomorfos aos respectivos grafos G o, G e Gy 2 da

Figura 2.7.

Figura 2.7: Grafos G, ,Gn1 € Gy 2 com indice maximo em H(n,m).

Teorema 2.2.12 [9/ Os grafos em H(n,m), comn > 123 em =n+3; n > 216 e
m=mn+4, en > 51 em =n+5, possuem indice mdzrimo se sao respectivamente

isomorfos a Hy, ny3, Hpnia, Hypnts da Figura 2.8.

Figura 2.8: Grafos H,, 43, Hppta, Hynts com indice maximo em H(n,m).
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Prova: Do Teorema 2.2.7 é suficiente encontrar quais grafos em H(n,n + k),
com matriz de adjacéncia escada, possuem o maior raio espectral. Vamos fazer
a demonstracao apenas para m = n + 3, os outros casos prosseguem de forma
similar. Pelo Corolario 2.2.8, os grafos com indice maximo possuem a estrela S,
como subgrafo gerador. Desta forma, existem apenas dois grafos nao isomorfos em

H(n,n+ 3) que possuem matriz de adjacéncia escada. Estes sao exibidos na Figura

Figura 2.9: Grafos conexos GG e Gy com n vértices e n + 3 arestas com matriz
adjacéncia escada.

Para completar a prova, vamos determinar os polinémios caracteristicos de G; e

(5. Suas respectivas matrizes de adjacéncia sao

(00111111 1|
1011110 0
1100000 0
1100000 0
AG)=1110000 0 0
1100000 0
1000000 0
1000000 0
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(0111111 1|
1011100 0
1101000 0
1110000 0
AG2)=111000 00 0
1000000 0
1000000 0
1000000 0

Vamos primeiro mostrar que 0 é um autovalor de A(G;) com multiplicidade
algébrica no minimo n — 4. De fato, seja e; o i-ésimo vetor da base canonica e, para
3 < <5, tomemos o vetor v = (e;—eg) e, para 7 < j < n—1, tomemos v = (e;—e,).
Dai, A(G1)v = 0. Portanto, 0 é autovalor de A(G;) com multiplicidade algébrica no

minimo n —4. Como A(G) possui uma base ortogonal constituida por autovetores,

segue-se que existem autovetores de A(G,) da forma 27 = (a,b,c,c,c,c,d,. .., d).
01 4 n—6
104 0

Assim, podemos concluir que os autovalores da matriz B = Sao
110 0
100 O

também autovalores de A(G7). Portanto,

P, (A) = A" — (n 4+ 3)A2 = 8A +4(n — 6)) = X" 11 (N),

onde ¢1(\) = A — (n + 3)A\? — 8\ + 4(n — 6). Vamos agora, determinar Pg,()).
Considere Vi, 6 < i <n —1, o vetor v = ¢; — e,. Temos, analogamente ao caso
anterior, A(Gy)v = 0, acarretanto 0 como autovalor de A(G2) com multiplicidade
algébrica no minimo n — 6, e que A(G2) possui uma base ortogonal constituida por

autovetores da forma y? = (a,b,c,d, e, f,..., f). Consequentemente, os autovalores
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da matriz

10000 O

sao iguais aos autovalores de A(Gy). Dai, pg,(A) = \"7(\% — (n + 3)A* — 10A3 +

(4n — 21)A2 + (2n — 8)A — (n — 5)) = A" O¢y(N), para ¢o(N) = \® — (n + 3)\* —
10A% + (4n — 21)A? + (2n — 8)A — (n — 5). Assim, a raiz maxima de ¢;(A\) = \* —
(n + 3)A\? — 8\ + 4(n — 6) ¢é igual ao raio espectral p(G;), e a raiz maxima de
P2(N) = A8 — (n+3)A*T — 103 + (4n — 21)A? + (2n — 8) — (n — 5) & igual a p(Gy). Do

Teorema 2.2.2, p(G1) < vVn+7 < vVn+8e p(Gy) < v/n+38, e do Teorema 2.2.3,
p(G1) > vn—1e p(Gy) > /n—1.

Tomando-se f(\) = ¢a(N) — X201 (N\) = —2X\3 + 3X? + 2(n — 4)\ — (n — 5), para
n>20, f(/n—1) = —6y/n—1+2n+2 > 0, e, para n > 123, f(vn+8) > 0.

Calculando-se a derivada de f e igualando-a a zero, temos
f'(A) = —=6A* + 6 +2(n —4) =0,

para \ = 3fv1Zn-39 W. Como v/12n—39 ”27“39 < v/n — 1, para n suficientemente grande,

A>vn—1ce f/(\) < 0. Assim, f(A\) > 0, vn—1 < XA < /n+8, também
para n suficientemente grande. Como f(\) > 0, no intervalo acima, dado que
V=1 < p(Gr) S Vn+8evn—1< p(Ga) < vn+8, obtemos que ¢1(p(G2)) <
0. Portanto, p(G1) > p(G2). Logo para n > 123, G; = H,, 11 é o grafo que possui

o maior indice dentre todos aqueles em H(n,n + k). B
Em 1986, Brualdi et al. [9], foi apresentada uma conjectura provada dois anos

mais tarde por Cvetkovié et al. [11], e que transcrevemos a seguir.

Teorema 2.2.13 [11] Paran > (k+3)*(k+1)? e k > 6, a menos de isomorfismo,

o grafo H, j. € o unico grafo com indice mdximo dentre todos aqueles em H(n,n+k).
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O Teorema 2.2.14, provado por P. Rowlinson [35], determina os grafos com indice

méximo dentre todos os grafos com m arestas.

Teorema 2.2.14 [35] Seja G(m) o conjunto de todos os grafos com m arestas.

Sejam t,d € N tais que

d
m:(2>+t, 0<t<d,

e G, o grafo obtido de K4 adictonando-se um novo vértice de grau t a Ky. Seja
G € G(m) um grafo com indice mdzimo dentre todos os indices dos grafos com m
arestas. Entdao G possui uma unica componente nao trivial isomorfa a G,,. Além
disso, temos que M\ (G) =d—1+&, onde 0 < £ < 1 e € raiz do polinémio £ + (2d —
DE+ (> —d—t)¢ -2 =0.

A Figura 2.10 exibe um grafo com indice méaximo em G(6) para o qual se tem
d=5et=1. Assim, &+(2d—1)E+(d* —d—t)§—t* = E+92+19£ —1 = 0, cujas
raizes sdo —5,5341; 5, 1374 x 1072 —3,5173. Logo, M(G) = d — 1 + € = 4,0513T7;

Figura 2.10: Grafo com indice maximo em G(6).

Para um dadon e k = (dgl) —1, o Teorema 2.2.15, devido a Bell [7], caracteriza

os grafos que possuem indice méximo em H(n,n + k).
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Teorema 2.2.15 [7] Dado n, seja a fungao

2 16
d—4 " (d—4?

o(d) = %d(dJr 5) + 7+

d—1

deﬁm’dapam4<d<nek:(2

) — 1. Se G é um grafo com indice mdzimo em

H(n,n+ k), entao,
1. paran < g(d), G = Gpx;
2. paran = g(d), G =Gy ou Hyp, com M\(Gri) = M (Hug);
3. eparan > g(d), G= Hpy.

Como exemplo, para o caso d = 5, mostramos os grafos determinados por Bell.

Os casos a serem considerados sao:

i) para 5 <n < 80, o grafo G, 5 é o grafo com indice maximo em H(n,n +5). Veja

Figura 2.11.

G6,5

Figura 2.11: Grafo com indice maximo em #(6,11).
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ii) para n = 80 e m = 85, os grafos Ggo5 ¢ Hsos, exibidos na Figura 2.12, sdo os

que possuem indice maximo em (80, 85).

Ggos

Figura 2.12: Grafos com indice maximo em H (80, 85) com A\ (Gso5) = A1 (Hgos) = 9.
iii) para n > 80, o grafo H, 5 é o tnico grafo com indice maximo dentre todos os

grafos em H(n,n + 5).

8 Hoo,5

Figura 2.13: Grafo com indice méximo em #(90, 95).

18



Capitulo 3

Medidas de Irregularidade de Grafos

No capitulo anterior definimos como medida de irregularidade uma funcao F' :
G(n) — R tal que F(G) = 0 se e somente se G é regular. Neste capitulo apre-
sentamos algumas das principais medidas existentes na literatura para medir a
irregularidade de um grafo. Assim, para o caso de um grafo regular, todas as
medidas a ele relacionadas assumem o valor nulo. Em 1957, em [10], Collatz e Sino-

gowitz definiram a funcao £(G) = A\ (G) —d(G), dada pelo desvio do indice de G em

(G

Al gl

relacdo & média de seus graus, d(G) = L como uma medida de irregularidade

1
de grafos. Vamos referi-la aqui como medida espectral. Neste mesmo artigo, eles

s
I

determinaram o valor maximo de (G) para os grafos com nimero de vértices até 5,
obtendo o grafo estrela S,, como o grafo extremal. Muitos anos depois, em 1990, Bell
[8], considerou a variancia dos graus dos vértices o(G) = Z d?— % (Z d; )2 de
um grafo como medida da irregularidade do grafo, a qual vamos chamar de medida
da varidncia. Neste artigo, Bell comparou as medidas €(G) e 0(G) e determinou
grafos extremais que as satisfazem.

Em 1997, Alberston [4] definiu desbalanceamento de uma aresta {i,j} como
imb;; = |d; — d;|, para introduzir uma outra medida de irregularidade irr(G) de um

grafo G,

{i,j}€FE {i,j}€E

Aqui a chamaremos de medida ndo-balanceada. Neste mesmo artigo, Albertson [4]
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mostrou que irr(G) < %. Em 2000, Hansen et al., em [18], apresentaram um limite
para esta medida, dado em fun¢ao do ntmero de vértices e niimero de arestas de
um grafo que pode ser visto no Teorema 3.3.3, e também caracterizaram grafos
extremais para tal medida.

Mais recentemente, em 2006, Nikiforov [27] introduziu o invariante s(G) =

> |di— 2Tm|, para medir a irregularidade dos grafos, & qual aqui nos referimos por
Z:Jéiicgzia do desvio dos graus. Também, naquele artigo, Nikiforov mostrou desigual-
dades envolvendo as trés medidas £(G), 0(G) e s(G).

Nao é dificil verificar que £(G), o(G) e s(G) podem ser dadas por F(G), pois
£(G) = 0(G) = s(G) = 0 se e somente se G é uma grafo regular. Entretanto irr(G)
¢é considerada na literatura como uma medida de irregularidade, e pode assumir o
valor nulo para G irregular. Neste caso, irr(G) = 0 se e somente se G é regular ou um

grafo desconexo com componentes regulares. A Figura 3.1 exibe grafos desconexos

nao regulares para os quais irr(G) = 0.

=

G1 Gy 3

Figura 3.1: Grafos nao conexos em que irr(G) = 0.

Nas segoes seguintes trataremos dos resultados relativos a todos estes invariantes.

3.1 A Medida Espectral

Em [10], Collatz e Sinogowitz provaram que, para n < 5, o valor maximo para a
medida espectral ¢(G) é igual a n —1 — %”T_l), sendo este limite atingido uni-
camente pela estrela S,,. Nesta ocasiao, eles indagaram se, para n > 5, a estrela

também seria o grafo mais irregular. Tal questao foi respondida mais tarde por
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Cevetkovié et al., em [11], onde foi mostrada que para £(G) existe pelo menos um
grafo com 6 vértices mais irregular que a estrela. Este grafo estd representado na
Figura 3.2. Em verdade, tal grafo é extremal para a medida de irregularidade £(G)

dentre todos os grafos com 6 vértices.

Figura 3.2: Grafo extremal em G(6) para €(G).

Em [8], Bell determinou os grafos mais irregulares para ¢(G) quando G € G(n)
ou G € G(n,m). No que segue, apresentamos os principais resultados por ele

encontrados.

Proposicao 3.1.1 /8] Sejam n e m dados tal que m < (3). Entio, max{e(G) :

G € G(n,m)} € atingido somente pelo grafo QC(n,m).

Prova: Como n e m sao fixos, a média dos graus é fixa. Logo, maximizar ¢(G)
é equivalente a maximizar \(G). De acordo com o Teorema 2.2.14, QC(n,m) é o
grafo que possui o maior indice. Portanto, QC(n,m) possui a maior irregularidade

para a medida ¢(G). W

Dados n vértices e 0 < m < (g), a proxima proposicao determina os grafos mais

irregulares para ¢(G).

Proposicao 3.1.2 [8] Dentre todos os grafos em G(n), o valor mdzximo para €(G)

€ dado por

i) tn— 3, sen € par;
it) sn — % + 4=, sen € impar.

an’
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No caso impar, o grafo que atinge a irreqularidade mdzima é QC(n,m), para
m = (L%(”;DJ). No caso par, o valor mdzimo € atingido tanto pelo grafo QC(n,m)

quanto pelo QC(n,m’), para m' = (L%(W;l)JH).

As Figuras 3.3 e 3.4 exibem grafos maximais para (G). Dentre todos os grafos com

n vértices e m arestas, 0 < m < (), temos os seguintes grafos maximais :
) 2/

i) Quando n = 6, os grafos maximais sdo QC(6,3) e QC(6,6) para os quais
e(QC(6,3)) = £(QC(6,06)) = 1;

ii) Quando n =7, o grafo maximal é QC(7,6) tendo ¢(QC(7,6)) = 1,285 ;

iii) Quando n = 11, o grafo maximal é QC/(11, 15) para este caso £(QC(11,15)) =

2,181.

3 o
1
1 5 o9
70 4 6 4 1o o010
o o5 5
6
QC(11,15)
QC(7,6)

Figura 3.3: Grafos extremais para ¢(G) em G(7) e G(11).

1O£>o3 19%3
60 o4 6 O

4
O O
5 5
QC(6,3) QC(6,6)

Figura 3.4: Grafos extremais para €(G) em G(6).
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Podemos perceber que, ao fixarmos o ntimero de arestas, determinar o grafo
mais irregular, segundo (@), significa determinar o grafo que possui indice maximo.
Assim, quando o valor da diferenca entre n e m é estabelecido, ou seja, o valor de k
é dado, os grafos mais irregulares, para a medida espectral, sao os grafos das classes

H, ; e Gy, definidas em 2.2.10. O resultado ¢ dado a seguir.
Proposigao 3.1.3 [8/ Sejam 5 < d <n, k = (d;) —1,¢

2 16
—4 T d—a?

1
d)==d(d+5)+7
g(d) = Sd(d+5)+ T+ -

O max{e(G) : G € H(n,n+ k)} € atingido unicamente pelos sequintes grafos:
1. G=Gyuy sen < g(d);
2. G=Gpy ou Hyg, come(Gpy) =¢e(Hpg), sen=g(d) < de {568}

3. G = Hyy, sen > g(d).

Para valores de n e k, e para a medida espectral €(G), a proposi¢ao a seguir nos

mostra que, a menos de isomorfismo, H, j ¢ o tnico extremal.

Proposigao 3.1.4 [8/ O max{e(G) : G € H(n,n+ k)} € atingido unicamente por

H, 1 nos sequintes casos:
1. Se k € {0,1}, o valor mdzimo é atingido para qualquer n;
2. Sek=3,n>123;
3. Sek=4,n> 216,
4. Sek=5,n2>51;
5. Finalmente, se k > 6, tem-se que n > (k + 3)*(k + 1)%.

Para os valores de n menores do que estabelecido no Teorema 3.1.4, os grafos

que possuem maior irregularidade nao pertencem a familia H,, ;. Por exemplo, para
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k =4 en =16, o grafo G1, dado na Figura 3.5, é tal que (G1) = 3,2247, enquanto
que e(Hyp4) = 3,2205. Logo, G, é mais irregular que Hyg4. Para k =5 e n = 30,

e(Gy) = 3,439 > ¢(Hsp5) = 3,419. Logo Go é mais irregular que Hsg 5.

Figura 3.5: Grafos mais irregulares que nao pertencem a familia H, j

Proposigao 3.1.5 [8] Seja H(n) o conjunto de todos os grafos conexos com n

vértices. Paran > 3, temos

3 2 1
%—é—kﬁ<max{5(G):GEH(n)}<%—1+ﬁ.
Na classe dos grafos conexos com n vértices H(n) o grafo abacaxi, dado na

Definicao 3.1.6, é um forte candidato ao mais irregular para e(G), conforme

Conjectura 3.1.7 estabelecida por Aouchiche et al. em 2005.

Definig¢ao 3.1.6 [5/ Sejam n e q dados tais que 0 < ¢ < n. O grafo abacaxi, deno-
tado por PA(n,q), € aquele com n vértices consistindo de uma clique de tamanho q
e um conjunto independente com n — q vértices no qual cada vértice € ligado a um

mesmo vértice da clique.

Na Figura 3.6, exibimos os grafos abacaxi PA(6,4), PA(9,5) e PA(9,6) com 6
e 9 vértices, respectivamente. Cada qual, com sua clique de respectivos tamanhos

4,5 e 6.
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PA(6,4) PA(9,5) PA(9,6)

Figura 3.6: Grafos PA(6,4), PA(9,5) e PA(9,6).

Conjectura 3.1.7 [5/Para a medida espectral €(G) e para todo n > 10, o grafo
conexo com mais irreqularidade em H(n) € o grafo abacaxi PA(n,q), cujo tamanho

da clique é ¢ = [5] + 1.

Para cadaneq, 3 <q<n, PA(n,q), é isomorfo a G, para k = q(¢—1)/2 —q.
A Figura 3.7 mostra todos os possiveis grafos abacaxi com 8 vértices isomorfos aos

grafos Gs, = K1 VQC(7,k+ 1), para k =0,2,5,9 e 14.

XL s

PA(8,3) = ABA4) =Gy, PA@BS5)=

PA(8,6) = PABB,7) =G

8,9

Figura 3.7: Grafos abacaxi com 8 vértices isomorfos a Gg .
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3.2 Medida da Variancia

Em [8], Bell considerou a variancia dos graus o(G) = 1 3~ (d; — d(G))? como medida

i=1
de irregularidade e determinou os grafos mais irregulares para esta medida. Na
sequéncia, ele comparou o(G) com a medida espectral de Collatz e Sinogowitz [10],
mostrando que nao ha preferéncia entre uma e outra. Dentre todos os grafos com

n vértices e m arestas, o grafo quase-estrela, definido a seguir, é um dos grafos

extremais para a medida da variancia como veremos na Proposicao 3.2.4.

Definigao 3.2.1 [3/ Um grafo com n vértices e m arestas é quase-estrela, denotado

por QS(n,m), se for construido sequndo as regras abaizo:
i) Rotula-se os vértices de 1,...,n;

it) Determina-se inteiros d e t tais que m = (;L) — (g) —t,onded>2e0<t<

d < n;

i11) Os primeiros n — d — 1 vértices sao adjacentes a todos os outros vértices do

grafo.

i) O vértice n — d é adjacente aos vértices 1 até n —t.

Para n vértices e m arestas, a menos de isomorfismo, um grafo quase-estrela possui
uma Unica representagao.

Na Figura 3.8, exibimos grafos quase-estrela com 5 e 6 vértices. O grafo QS(5,5)
temd=3et=2. JaQS(6,7)temd=4et=2eQS(6,13) que possui 13 arestas
temd=2et=1.

E facil ver que um grafo quase-estrela é complementar de um grafo quase-
completo para valores complementares de m. Aqui damos uma alternativa de prova

para este fato.

Proposicao 3.2.2 [3]/ Um grafo quase-estrela QS(n,m) € o complementar do grafo

quase-completo QC'(n, (g) —m).
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QS(5,5) QS(6,7) QS(6,13)

Figura 3.8: Grafos QS(5,5), QS(6,7) e QS(6,13).

Prova: Considere o complementar do grafo quase-completo QC(n, (g) — m), ou

seja, QC(n, (g) —m). Este grafo terd o mesmo niamero de vértices que QS(n,m)

e {i,j} € QC(n, (5) —m) se e somente se {i,j} ¢ QC(n, (}) —m). Seja {i,j} €
E(QC(n, (3) —m)). Por defini¢do temos que:

1. Os vértices i,j pertencem ao conjunto de vértices rotulados de 1 até d que

formam uma clique, ou
2. O vértice 7 é o vértice rotulado d+1 adjacente aos vértices rotulados de 1, . .., t.

Portanto, o grafo QC(n, (g) — m) possui n — (d + 1) vértices isolados. No caso 1,

se {i,7} € E(QC(n, (5) —m)), temos que em QC(n, () —m) os vértices rotulados

de 1 até t sao adjacentes aos vértices rotulados d + 2 até n, enquanto os vértices

rotulados ¢ + 1 até d sao adjacentes aos vértices rotulados de d + 1 até n. No caso

2, se {i,j} € E(QC(n, (3) —m)), obtemos que em QC(n, () —m) o vértice d +1 é

adjacente aos vértices t+1 até n. Em qualquer que seja o caso, temos que cada vértice

rotulado d + 2 até n em QC(n, () —m) ¢ adjacente a todos os outros vértices do

grafo. Considerando uma nova rotulagao para QC(n, (g) —m), de maneira inversa

aquela dada para QC'(n, (g) —m), temos que os primeiros n—(d+2)+1 =n—(d+1)
vértices sao ligados a todos os outros vértices do grafo; o vértice n—(d+1)+1 =n—d
é ligado aos vértices de 1 até n —t. Desta forma, o complementar de QC'(n, (”) —m)

2

é isomorfo ao grafo QS(n,m). W
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Nao é dificil verificar que QS(n, m) é isomorfo ao grafo H, , quando m =n + k

e k =n — 3. Por exemplo, o grafo da Figura 3.9 ¢ S(6,9) que é isomorfo ao Hg 3.

2 3

4

1 5
6

Figura 3.9: QS5(6,9) = Hg 3.

Um grafo é denominado threshold se e somente se nao possui nenhum subgrafo
induzido isomorfo a 2Ky = KsUK,, Pyou Cy. O complementar de um grafo threshold
¢ também um grafo threshold [25]. Em 1978, Asklwed e Katona [3] mostraram que
os grafos quase-completos e quase-estrelas sao os que atingem o valor maximo da
soma dos quadrados de seus graus dentre todos os grafos com n vértices e m arestas
e, em 1999, Peled et al. 32| provaram que grafos extremais sdo thresholds. Logo,
podemos afirmar que os grafos quase-completos e quase-estrelas sao thresholds. No

Lema 3.2.3, damos uma alternativa de prova para mostrar esta afirmacao.
Lema 3.2.3 Os grafos QC(n,m) e QS(n,my) sao thresholds.

Prova: Pela definigdo do grafo quase-completo QC'(n,m), podemos particionar
seu conjunto de vértices em dois subconjuntos, um deles com os vértices da clique
C ={1,...,d} e o outro com um conjunto independente S = {d+1,...,n}. Logo
QC(n,m) é um grafo split. Como o complementar de um grafo split é split, conclui-
se da Proposicao 3.2.2, que QS(n, m;) também é um grafo split. Assim, da carac-
terizacao dada pelo Teorema 2.1.1, QC(n,m) e QQS(n,m;) ndo possuem subgrafos
induzidos isomorfos a 2K, e Cy ou C5. Portanto, para concluirmos que os grafos sao
thresholds, s6 falta mostrar que eles nao possuem subgrafo induzido isomorfo a Pj.
Como d + 1 é o unico vértice em QC(n, m) que nao pertence a clique e que possui

grau diferente de zero, conclui-se que o grafo QQC(n,m) ndo contém um subgrafo
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induzido isomorfo a P;. Logo QC(n,m) é threshold. Como o complementar de P,
¢ também Py, temos que Q).S(n, m;) também nao possui subgrafo induzido isomorfo

a P,. Portanto, QC(n,m) e QS(n, my) sdo thresholds. W

A seguir, as Proposicoes 3.2.4 e 3.2.5 apresentam grafos extremais nas familias

G(n,m) e G(n) para a medida da variancia.

Proposicao 3.2.4 [8] Sejam n e m dados tal que m < (3). Entio, max{c(G) :
G € G(n,m)} € atingido pelos seguintes grafos: QC(n,m), se m > L(}) + 2 e

2 \2
QS(n,m), sem < %(Z) - 3.

Observe que para %(g) -5 <m< %(g) + 5 nao é possivel afirmar qual é o
grafo que possui a maior variancia dentre aqueles apresentados na Proposicao 3.2.4.
Por exemplo, seja n = 6. De acordo com a Proposi¢ao 3.2.4, somente os grafos
QC(6,m), m > 11, atingem o méaximo da irregularidade relativa & medida o(G),
enquanto somente os grafos QS(6,m), m < 5, sdo os que atingem o valor maximo
esta medida. Que grafos atingiriam o valor maximo quando o ntimero de arestas
m é tal que 6 < m < 107 Nesse caso, além dos grafos QS(6,m) e QC(6,m) ainda
existem outros grafos que atingem o valor maximo para o(G). A Figura 3.10 exibe

os grafos com 6 vértices e 8 arestas que sdo maximais segundo o(G). Observe que

H nao é um grafo quase-estrela e nem é quase-completo.

O

QC(6.8) QS(6,8) H

Figura 3.10: Grafos extremais para a medida da variancia em G(6, 8).

29



Proposigao 3.2.5 [8] Sejam n,m e r dados tal que r = | (3n+2)|. Dentre todos
0s grafos G € G(n), o valor mdzimo da variancia de G € dado por o(G) = 5(r —

1)*(n —r). Este mdzimo € atingido somente se G = QC(n,m) e m = (7).

Para 6 <n <8, a Figura 3.11 exibe grafos extremais para a medida da variancia.

2 3
1 3 1 3 2 4
60 4 70 4 1 5
S 8® 6
5 5 o7
QC(6,10) QC(7,10) QC(8,15)

Figura 3.11: Respectivos grafos extremais para o(G) em G(6),G(7) e G(8).

Proposicao 3.2.6 [8/ Paran ek, 0 <k < (g) —n dados, sejam =n+k. Tem-se

que o max{o(G) : G € H(n,m)} é atingido pelos sequintes grafos:

1. Gup, sem>3(0)+n—1;

2. QS(n,m), sem <i(}).

2

Observe que para %(g) <m < %(g) +n — 1 grafos extremais nao foram carac-
terizados. Como exemplo, vamos analisar o que acontece se n = 6. Neste caso,
temos 0 < k < 8 e 8 < m < 12. Neste intervalo, ha grafos extremais além do grafo
quase-estrela e do grafo G, ;. De fato, para k = 2, além do grafo QS(6,8), o grafo
H, da Figura 3.10, é extremal para o(G), para k = 4, o maximo ¢é atingido tanto

por S(6,10) quanto por G 4. Estes dois tltimos grafos estdo na Figura 3.12.

Corolario 3.2.7 [8] Sejam n,m e r dados tal que r = |1(3n + 2)|. Dentre todos
os grafos G € H(n), o valor mdximo da varidncia de G é dado por o(G) = S (r —

1)%(n —r). Este mdzimo € atingido somente se G = QS(n,m), param = (3) — (}).
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QS(6,10) 6,4

Figura 3.12: Grafos extremais em (6, 10) para o(G).

Bell, em [8], mostrou que hé pares de grafos cujas medidas £(G) e o(G) nao sao
comparaveis. Consideremos os grafos G, € H,, onde n > d > 5, k = (dgl) —1le
m = n+ k. Consequentemente, o grafo H, j possui 1 vértice de grau n—1; 1 vértice
de grau k + 2; k + 1 vértices de grau 2 e n — (k + 3) vértices de grau 1. Ja o grafo
G 1 possui 1 vértice de grau n — 1; d — 1 vértices de grau d — 1 e n — d vértices de
grau 1. Determinando-se a variancia desses grafos e fazendo a diferenca entre elas
obtemos:

1

o(Hyi) = 0(Gop) = 1-(d = 1)(d = 2)(d = 3)(d - 4).

Logo, o(Hyx) — 0(Gni) > 0, ou seja, o(H,x) > 0(Gnr). A Proposicao 3.1.3
nos fornece e(H, ) < e(G,x) para n < g¢(d). Portanto, para n < g(d), sendo
k= (%") = 1, temos que o(H, ) > (G, ), enquanto e(H, ;) < &(G, ). Isto nos

leva a afirmar que nenhuma dessas medidas é melhor que a outra, ou seja, nao sao

comparaveis para estes pares de grafos.

3.3 Medida nao-balanceada

Em [18], Hansen et al. exibiram um limite superior para a medida nao-balanceada

irr(G) = ), |d;i — dj|, definida por Alberston [4]. Além disso, estes autores
(i.4)EE

caracterizaram os grafos extremais para esta medida, com o auxilio do programa

AutoGraphiX (AGX) [19].
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Definigao 3.3.1 [5] Sejam k e n inteiros tal que 0 < k < n. Um grafo split
completo, denotado por SC(n,k), € um grafo split com n vértices e uma clique de
tamanho k tal que cada um dos seus n — k vértices do conjunto independente €

adjacente a todos os k vértices da clique.

Na Figura 3.13, exibimos grafos split completo com 6, 7 e 10 vértices, de modo
que o primeiro tem a clique de tamanho 2, o segundo de tamanho 3 e o terceiro de

tamanho 4.

SC(6,2) SC(7,3)

Figura 3.13: Grafos SC(6,2), SC(7,3) e SC(9,4).

Definigao 3.3.2 [5/ Sejam n, k,t inteiros tais que 0 <k <ne0<t<n-—k—1.
Um grafo abano split completo SCF(n,k,t) (do Inglés, split complete fanned) é
aquele obtido de um grafo split completo SC(n, k) unindo-se um vértice do conjunto

independente a t outros do mesmo conjunto independente.

A Figura 3.14, exibe grafos abano split completo com 6, 7 e 10 vértices. Observe
que o grafo SCF(6,2,1) possui uma clique de tamanho 2 e um vértice do conjunto
independente ligado a um outro vértice também do conjunto indendente; o grafo
SCF(7,3,2) tem uma clique de tamaho 3 e um vértice do conjunto independente
adjacente a dois outros vértices do conjunto independente. Ja o grafo SC'F (10,4, 3)
contém uma clique de tamanho 4 e um vértice do conjunto independente adjacente

a trés outros vértices do conjunto independente.
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SCF(6,2,1) SCF(7,3,2) SCF(10,4,3)

Figura 3.14: Grafos SCF(6,2,1), SCF(7,3,2) e SCF(10,4,3).

Teorema 3.3.3 [18] Seja G um grafo qualquer com n vértices e m arestas. Entao,

irr(G) <dn—d)(n—d—1) +t(t —2d — 1),

onde d = Ln—%—\/(n—%)Q—Qmj et:m—(n—d)d—@. A igualdade vale

se e somente se G € um grafo abano split completo, SCF(n,d,t).

Também, em [18|, Hansen et al. estabeleceram a seguinte conjectura:

Conjectura 3.3.4 Se G é um grafo conero com n wvértices, raio r, com
irreqularidade mdxima irr(G), nimero clique w(G), nimero independente a(G),
nimero cromdtico x(G) e grau mdzimo A, entio w(G) = x(G), n=A+1,r=1

ew(G)+a(G)=A+2.

Em [21]|, Henning e Rautenbach determinaram que se G é um grafo bipartido
com conjuntos independentes de mesma cardinalidade, a medida irr(G) tem limite
superior dado por irr(G) < n?/27 e se G é bipartido com conjuntos independentes
ny e ng tal que ny > 2ny, irr(G) < irr(Ky, ,,), onde K, ,, é um grafo bipartido
completo.

Para os grafos abacaxi, H, j e os grafos antiregulares que serao definidos a seguir
mostramos que a Conjectura 3.3.4 é vélida, sendo uma das nossas contribuicoes da

tese.

Proposicao 3.3.5 Seja PA(n,k) um grafo abacaxi com irreqularidade mdzima
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irr(PA(n,k)). Entao w(G) =x(G),n=A+1,r=1c¢w(G)+a(G)=A+2.

Prova: O grafo abacaxi possui 1 vértice de grau n — 1, n — k vértices de grau 1 e

k — 1 vértices de grau k — 1. Assim,
irr(PA(n,k))= (n—k)(n—2)+ (k—1)(n —k)

= —k®>+4+3k—3n+n>

Para obtermos o valor maximo de irr(PA(n, k)) precisamos maximizar a fung¢ao
f(k) = —k*+ 3k — 3n + n?. Assim, obtemos que k = % ¢é o valor que atinge o valor
maximo da fungao f(k). Como k deve ser inteiro, temos que calcular e comparar
f([k]) e f([k]) para k = 3. Como f(|3]) = f([2]) =n® —3n+2, o grafo PA(n,1)
¢ isomorfo ao grafo PA(n,2), que é o grafo estrela S, é o grafo mais irregular para
a medida irr(PA(n,k)) para todo 1 < k < n. Neste caso w(G) = x(G) = 2,
A(G)=n—1ler=1ew(G)+ a(G) =n+1 e o resultado seguec W

Um fato interessante é que para a familia dos grafos abacaxi PA(n, k), com 1 <
k < n, sempre temos que w(G) = x(G) =k, a(G) =n—k+1, w(G)+a(G) = A+2
er=1.

A proposicao a seguir mostra a validade da conjectura na classe dos grafos H, j.

Proposicao 3.3.6 Considere n,k € Z, 0 < k <n —3. Seja G = H,;, um grafo
com irreqularidade mdzima irr(Hy,y). Entio w(G) = x(G), n = A+1,r=1c¢e

w(G) + a(G) = A +2.

Prova: o grafo H, ; possui 1 vértice de grau n — 1, 1 vértice de grau k + 2, k + 1

vértices de grau 2 e n — k — 3 vértives de grau 1. Logo,
irr(Hop) = (n—k—=3)(n—2)+(k+1)(n—3)+(k+1Dk+1(n—k—3)
= n?—3n—k+ k%
Para obtermos o valor maximo de irr(H, ), precisamos maximizar a funcao

f(k) =n? —3n —k + k* Assim, obtemos que k = % ¢ o valor que atinge o valor

maximo da fungao f(k). Como k deve ser inteiro, temos que calcular e comparar

f(Lk]) e f([k]) para k = £. Obtemos que para k = 5, f(|k]) = f([k]) =n?—3n, e

portanto, os grafos H, o e H, 1 sdo os grafos mais irregulares para a medida irr(G)
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dentre todos os grafos H,r, 0 < k < n — 3. Nao é dificil verificar que w(G) =
XG)=3,aG)=n—-2,r=1lew(@)+a(G)=A+2.1

Em 2003, Merris [26] definiu grafo antiregular como segue.

Definigao 3.3.7 26/ Um grafo é chamado antireqular se possui n — 1 graus dife-

rentes.

Merris considerou os grafos completos K; e K5 como sendo grafos antiregulares.
Além disso, mostrou que a menos de isomorfismo, para n > 2 existe um tnico grafo
antiregular conexo, denotado por A, cujo seus vértices com graus repetidos é igual
|5]. Neste mesmo artigo é mostrado que para n > 3, temos que A, = (A,—1 +
K;) V K;. Devido a Mahdev e Peled [24], o autor mostra que grafos antiregulares
sao grafos threshold e por Hammer e Simeone [17] A, e o seu complementar sao
grafos cordais e, portanto sao grafos perfeitos. Portanto, x(A,) = w(A,). A Figura
3.15 exibe para 2 < n < 12 todos os grafos conexos antiregulares, para tais grafos a
Conjectura 3.3.4 também ¢ verdadeira, dado que r = 1, n = A+1ew(A,)+a(A,) =
A+ 2.

Figura 3.15: Grafos conexos antiregulares com 2 < n < 12 vértices.
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3.4 Medida do Desvio dos Graus

O desvio dos graus G, em relagao ao grau médio s(G) = zn: |d; — 22|, foi definido por
V. Nikiforov, em [27], como uma medida de i1r1"egulau1ridau21:e1 de grafos. Denominamos
este invariante como medida do desvio dos graus. De fato, s(G) = 0 se e somente
se G é regular. Bell, em [8], comparou as medidas de irregularidade ¢(G) e o(G)
mas nao exibiu nenhuma desigualdade entre elas. Em [27], Nikiforov mostrou duas
desigualdades envolvendo s(G), e(G) e o(G), que sao introduzidas nos proximos dois

teoremas. Apresentamos uma alternativa de prova para o Teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.1 [27]Para todo grafo G com n vértices £G) < o(G) < s(G).

n

Prova: Utilizando a desigualdade das médias aritmética e média quadréatica, temos:

di—d|+ ...+ lde—d  s(G) <\/(d1—8>2+...+(dn—8>2
n n

2(@ .. . .

Portanto, % < o(G). Para o limite superior considere a; = |d; — 27m|, queremos
n a2
i )

mostrar que » -+ <

i=1
a,
S

Vi, 1 <i < n, temos —=

n

5%

n
> a;. Para provar essa desigualdade devemos provar que,
i=1
<

a;. Isto equivale a ter a;(n — a;) > 0. Logo, basta mostrar

2 2m 2 <

que n —a; > 0. Como a; = |d; — 27| < max{A — = =% — §} = p, temos entdo o
. . n—A+ 277” > 0;

que desejamos encontrar, ou seja, n —a; > n —p = u
n—2244>0.

Teorema 3.4.2 [27] Para todo grafo G, "&% <e(G) < +/s(G).

2

Em [27], Nikiforov mostrou que s3(G) = g;‘ |d; — | + i; |d; — 3| pode servir
como uma medida de irregularidade para grafos bipartidos, quando V= AU B,
|A| = a e |B| = b. Claramente, pode-se observar que s2(G) = 0 se e somente se G é
bipartido e semiregular.

O Teorema 3.4.3 apresentado a seguir, mostra um limite inferior e um limite

superior para a medida (&), considerando G um grafo bipartido.
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Teorema 3.4.3 [27] Se G é um grafo bipartido tal que V.= AU B, com A e B

disjuntos, entao

s3(G) m < 39(@G)

2 N - :
o2 /JAB] ~ ' VIAB] V2

A Tabela 3.1 apresenta um resumo sobre os resultados encontrados na literatura

sobre grafos extremais para as medidas €(G), 0(G) e irr(G). A 2* coluna da tabela
contém os grafos extremais para trés das quatros medidas estudadas que estao lista-
das na 1° coluna. A 4% coluna lista as classes as quais os grafos extremais pertencem,
a 3“ coluna exibe as restrigdoes impostas para garantir a extremalidade dos grafos e a
tltima coluna da as referéncias de onde estao os resultados. E interessante registrar
que nao sao conhecidos (ainda) grafos extremais para medida do desvio dos graus

dada por Nikiforov em [27].
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8¢

Medidas de Irregularidade

Grafos extremais

Restrigoes: n,m, k,q,t,d € Z

Classes de grafos

Referéncias

QC(n,m) ( ? ) se n é impar G(n) Proposigao 3.1.2
:(?) ( 2J+1) se n é par
PA(n,q) g=[%]+1 H(n) Conjectura 3.1.7
e(G) =N —22 QC(n,m) G(n,m) Proposigao 3.1.1
H, k > 3, n suficientemente grande H(n,n+ k) Proposicao 3.1.4
QC(n,m) m = (H(?’ZH)J) G(n) Proposicao 3.2.5
o(G) =1 il (di —d(G))? | QS(n,m) m = (2) — (L)) H(n) Corolario 3.2.7
QS(n,m) m< () -2 G(n,m) proposicao 3.2.4
QCam)  |m> i)+
QS(n,m) m < 3(3) H(n,n+ k) Proposigao 3.2.6
Gk m>%(g)+n—1, O<k§(’2‘)—n
n t=m—(n—d)d d(dz_l)
irr(G)= >, |di—d;|] | SCF(n,d,t) 5 G(n,m) Teorema 3.3.3
(i.1)€E(G) d=|n—41—4y/(n—3)" — Qm‘

Tabela 3.1: Grafos Extremais para medidas de irregularidade (G), o(G) e irr(G).




Capitulo 4

Irregularidade de Grafos em Classes

Especiais

No capitulo anterior vimos que foram caracterizados grafos extremais para as
medidas de irregularidade e(G), o(G) e irr(G) nas classes G(n),G(n,m), H(n)
e H(n,m). Dentre as medidas investigadas, ainda nao sao conhecidos os grafos
extremais com respeito a medida do desvio dos graus em nenhuma classe de grafos.
Além disso, vimos que as medidas de irregularidade estudadas nao sao comparaveis,
dado que os grafos extremais a elas correspondentes sao distintos. Desta forma,
resolvemos verificar se tais medidas podem ser comparéveis pelo menos em algumas
classes de grafos. As classes escolhidas foram a dos grafos caminho-completo e a dos
grafos split completo, dado que os grafos a elas pertinentes possuem distribui¢oes
de graus bem definidas e propriedades extremais com relagao a outros invariantes.
Por exemplo, Belhaiza et al. [6] determinaram que os grafos caminho-completo sao
aqueles que possuem conectividade algébrica minima em H(n, m). Oliveira et al.|30]
conjecturaram que tais grafos possuem o maior valor do ()—spread dentre todos
os grafos em H(n), n > 5. Para os grafos split completo, existe uma conjectura
estabelecida em [5], envolvendo os parametros espectrais A; e A,,.

Neste capitulo, como contribuicao original, teremos os resultados sobre os grafos

extremais, em relacdo as medidas s(G),o(G) e irr(G), para a subfamilia dos grafos
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caminho-completo e a familia dos grafos split completo. J& para a medida espectral

£(@), conjecturas foram estabelecidas.

4.1 Grafos Caminho-Completos

Os grafos caminho-completo foram definidos em 1962 por Harary [20], que provou
serem os que possuem didmetro maximo dentre os grafos conexos com n vértices e

m arestas, nao sendo os tnicos a terem esta propriedade.

Defini¢ao 4.1.1 [20] Sejam n,m,t,p € N, onde 1 <t <n—-2el<p<n—t—1.

Um grafo com n vértices e m arestas tal que

R | R ()

+n—2
¢ denominado um grafo (n,p,t)-caminho-completo, denotado por PC, ,;, quando

1. a cliqgue mazimal de PC,, p, € K, _y;

2. PC,,+ tem um t-caminho Py = v, ..., v tal que vg € K,y N Py e vy €

ligado a K, _; por p arestas.
3. nao existem outras arestas além das definidas em 1 e 2.

A Figura 4.1 exibe um grafo PC;, , ;-caminho-completo.

Figura 4.1: PC,, ,;-caminho-completo.

Com o auxilio do programa AGX, [19], coletamos dados sobre os grafos PC,, ;1
que nos permitiram analisar o comportamento das 4 medidas de irregularidade

estudadas, quando aplicada aos grafos desta classe. Os testes foram executados
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com grafos até 12 vértices e observamos que o grafo PC,, ; ; é o mais irregular dentre
todos os grafos desta familia para qualquer uma das 3 medidas o(G), s(G) e ¢(G).
Contudo, em relacao a medida nao-balanceada irr(G), para 4 <n < 12, PC,, 1 ; ndo
se mostrou ser o mais irregular nesta classe. A Tabela 4.1 mostra, para 4 < n < 12,

os extremais para a medida nao-balanceada.

n | Grafos extremais para [rr(PC 1), 1 <p<n—2

4 PO4,271

5 PO5,271

6 PC67271 ou P067371

7 PC77371

8 P08’371 ou P0874’1

9 PCQAJ

10 PClO,4,1 ou PClO7571

11 P01175,1

12 | PCia51 ou PCizgn

Tabela 4.1: Grafos extremais para irr(PCy, 1), 4 <n < 12.
Diante dos resultados experimentais obtidos, buscamos as respectivas provas
formais. A medida do desvio dos graus aplicada aos grafos caminho-completo PC), ;1

toma a seguinte forma:

2

S(Pon,p,ﬂ = ; ’dz - QTm

_ (n=1)(n—2)+2p

n

_ (n=D)n=2)42p]

—i—p‘n—l— +(n—p—1)|n—2

Com simples manipulacao algébrica, chegamos a
n—p—1)n+2p—24+n—-2p—2
S(PCy ) = (n—p—1)(n+2p n—2p—2|) (4.1)

n

Para esta medida, o Teorema 4.1.2 confirma os testes computacionais, mostrando
que, de fato, PC), 11 € o mais irregular dentre todos aqueles na subclasse de grafos

caminho-completo quando se tem ¢ = 1, ou seja, quando o grafo ¢ do tipo PC), ;1
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para todon e 1 <p <n—2. Além disso, o teorema mostra que o grafo PC), ,,_21 €

o menos irregular nesta subclasse.

Teorema 4.1.2 Para um dado n > 4, seja PC,, 1, 1 <p <n—2. Entao @ <

2(n—2)2 L . o
s(PCypi1) < %, com o limite inferior atingido somente para PC, ,_21 € com o

limite superior atingido unicamente por PCy, 1 ;.

Prova: E suficiente calcular a diferenca entre as medidas do desvio dos graus

aplicadas aos grafos PC,, ,1 € PCy, p111.

S(Pon,p,l) - S(Pcn,m-l,l) =

_ (n—p-1)2p+tn—2+n—2p—2|)  (n—p—1-1)(2p+2+n—2+|n—2p—2-2|)
o n n

> (n—p—1)(n+2p+n—2p—2—2)+(n—p—2)(—n—2p—n+2p+4) _ 2n—4

= o e

Dos célculos acima, para todo n > 2, s(PC,, 1) — s(PCy p411) > 0. Logo,
V 1<p<n-3, tem-se s(PC, ;1) > s(PCypi11)-
Portanto, o limite inferior é atingido quando p = n—2 e o superior, quando p = 1.

Em cada um desses casos, temos s(PCy,1,1) = W e s(PCpp_21) = 4(”—;2). [ |

A expressao algébrica para a medida da variancia aplicada aos grafos PC, ;1 €
dada por:
n—p-—1){(n—4)(n—p) +4
w(PCy ) — (1P DI =D —p) 4 4]

n2

Assim, como no caso anterior, o proximo teorema confirma nossos testes e mostra
que dentre todos os grafos PC,, ,1,e V1 <p <n-—2, PC, 1, ¢ o grafo mais irregular

e PC,, 21 € 0 menos irregular, segundo a medida da variancia o(G).

Teorema 4.1.3 Sejan > 4 e para todo p, 1 < p < n — 2, seja PC,,1 um grafo
caminho-completo. Entao 2(2—;2) < o(PCpp1) < Ww. O limite inferior €

atingido para PC,, 21 € o limite superior, para PCy, 1.

Prova: A prova segue do célculo da diferenga entre as medidas da variancia

aplicadas aos grafos PC,, 1 e a PCy, 111,
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2(n—p—1)(n—4)+4

U(Pcn,p,l) - U(Pcn,p+1,1) = > 0.

Portanto, o(PCpp1) > 0(PChpi11), V1<p<n-—3.

Assim, 0(PCy1,1) = Wﬂ e 0(PCpp_21) = 2(”—;2) [

n

Para o céalculo da expressao algébrica da medida ¢(G) é preciso determinar o

indice do grafo PC,, 1. O Lema 4.1.4 determina o espectro de A(PC,, ,1).

Lema 4.1.4 Paran>4 eV p, 1<p<n-—2, o0 espectrode PC,,; €

a v -1
Spec(A(POn,p,l)) = )

111 n-3

onde a, 3 e v sao as raizes de p(xr) = x* + (3 —n)z* — (n+p — 2)x — 2p + np — p*.

Prova: A matriz adjacéncia do grafo PC,, 1, Vp, 1 <p<n—2, édada por

(J = Dpxp Jpxn—p-1) Ipx1
A(Pcnypyl) = J(n—p—l)Xp (J - ])(n—p—l)x(n—p—l) O(n—p—l)xl ’
J1><p le(nfpfl) Ol><1

onde J é a matriz cujas entradas sao todas iguais a 1 e I é a matriz identidade.
Considere e; o 1—ésimo vetor da base canonica do R". Seja v = ¢; — e,,_1. Como
Av = —1v, para todo i, 2 <i <n—2, ovetor v =e;—e,_1 ¢ um autovetor associado
ao autovalor —1. Logo, —1 tem multiplicidade algébrica no minimo n — 3. Dado que
a matriz A(PC, ;1) possui uma base ortogonal constituida por autovetores, segue

que existem autovetores da forma y* = (a,--- ,a,b, -+ , b, ¢) a ela associados. Assim,
N N——
p n—p—1
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os autovalores de A(PC,, ;1) sdo exatamente iguais aos autovalores da matriz

p—1 n—1—p 1
B = p n—p—2 0],
P 0 0

cujo polindmio caracteristico é pg(z) = 2® + (3 —n)z* — (n+p —2)x — 2p+np — p*.
|

Do Lema 4.1.4, a maior raiz de p(z) é A\ (PCp 1), ou seja, o indice do grafo
PC,, .1, cuja expressao algébrica no caso particular de p = n—2 é dada pelo seguinte

corolério.

-

Corolario 4.1.5 Para n > 4, o espectro de PC,,,,_21 €

PPN e SRS R PR TS
Spec(A(PCpp—21)) =

1 1 n-3 1

Prova: Do Lema 4.1.4, a matriz de adjacéncia do grafo PC),, ,; tem —1 como seu
autovalor com multiplicidade n — 3. Substituindo em p(x) o valor de p por n — 2,
obtemos, p(z) = z(2% + (3 — n)z + (4 — 2n)), cujas raizes sdo 0 e in £ Y20l 3

Para todo 1 < p <n-3, PC,, 1 ¢ subgrafo proprio do grafo PC,, ;,+1,1. Do Lema
2.2.4, conclui-se que, para todo 1 < p <n —3, \{(PCy 1) < A\ (PChpi11)-
Sabe-se que |E(PCji1,1)| = |[E(PChj1)| + 1. Como, d(PC ;1) = 22, tem-se

que, para todo j, 1 <75 <n — 3,
_ — 2
d(PC,, j+11) = d(PC, 1) + . (4.2)

Da igualdade dada em (4.2), tem-se que, para 1 < p < n — 3, e(PCpp1) —
e(PCppi1,1) = M(PChpi) — M (PChpir1) + 2. Com testes realizados com o auxilio

do software AGX, [19], pudemos estabelecer a seguinte conjectura.
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Conjectura 4.1.6 Sejan > 4 e para todo p, 1 <p <n — 3, seja PC,,,1 um grafo

caminho-completo. Entio 0 < A\ (PC,, pi11) — M (PChp1) < %

Numericamente confirmamos que a conjectura é valida para n < 25. Sob tal
condicao, o grafo PC,, ; ; é o grafo mais irregular dentre todos os grafos da subclasse
dos caminho-completos PC,, ,, 1, para todo p, 1 < p < n—2, com respeito as medidas

0(G),e(G) e s(G). A partir deste fato, estabelecemos a seguinte conjectura.

Conjectura 4.1.7 Dado n > 4 e, para todo p, 1 < p < n—2, considere a subclasse
dos grafos caminho-completos PC,, 1. O grafo PCy 11 € o grafo mais irreqular para

e(G) nesta subclasse.

Se a Conjectura 4.1.7 for verdadeira poderemos ter, para a subclasse dos grafos
caminho-completos PC,, 1, uma compatibilidade entre as medidas o(G),e(G) e
s(G), sendo PC,, 11 o mais irregular dentre os grafos nesta subclasse.

A expressao algébrica dada para a medida nao-balanceada irr(G) aplicada aos
grafos PC,, 1 é facilmente expressada por, irr(PC,, 1) = 2pn — 2p — 2p°.

O Teorema 4.1.8 mostra quais grafos atingem o valor méaximo para irr(PC,, ;1)

Teorema 4.1.8 Sejan > 4. Para todo p, 1 < p < n — 2 o valor mdximo de

n—1

irr(PCypa) € atingido se p € impar, quando p = 5=, e, se p € par, quando p = %

_ n—2
0Up——2 .

Prova: Para obtermos o valor maximo de irr(PC,, 1), precisamos maximizar a
Y — 2 : _ n—1 4 ot
fungao f(p) = 2pn — 2p — 2p*. Assim, p = "5~ da o valor maximo para f(p), o que
s6 acontece se n é impar, dado que p é inteiro.
n

Se n é par, é preciso avaliar e comparar os valores em f para [p] = % ou |p| =

n— n n— n2—2n
222 Isto nos leva a f([p]) e f(|p]), o que nos conduz a f(%) = f(*%52) = =52~
Portanto, no caso n par, o valor méximo é atingido tanto por [p] quanto por |p].
|

O Teorema 4.1.8 nos diz que, mesmo na subfamilia dos PC, ,:, a medida

irr(PCy, 1) nao é compativel as demais medidas estudadas, visto que para um dado
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n, PC, 11 € o mais irregular com relacao a s(PC,, 1) € 0(PC,,,1). Com relagio a
medida espectral, o grafo PC,, ;1 parece também ser o mais irregular na subclasse

dos caminho-completos PC, 1.

4.2 Grafos Split Completos

Sejam os grafos split completo SC(n, k), definidos no Capitulo 3, mais especifica-
mente dado pela Definicao 3.3.1. Vamos agora caracterizar o grafo mais irregular

desta classe, com relacao a s(G), irr(G) e o(G).

Teorema 4.2.1 Dado n € N, seja a familia dos grafos split completos SC(n, k),
para todo k € N, 0 < k < n. Se G é um grafo desta familia, entio s(G) = %k‘(n —
k)(n —1—k) e o grafo mais irreqular dentre todos os SC(n,k) € aquele em que k

toma um dos sequintes valores dados em fung¢ao de n:

%, se n mod (3) = 0;
k= nt se nmod (3) = 1;
2 el se nmod (3) =2.

Prova: Primeiro, vamos determinar a expressao algébrica de s(G) quando G =
SC(n, k). Assim, s(G) =k|n—1-— w, + (n—k) ‘k: — W”%k_l) , 0 que Nos
leva a s(G) = 2k(n — k)(n — 1 — k).

Defina a fun¢ao f(k) = 2k(n —k)(n —1— k). Para n fixo, é preciso, determinar

k € [0,n] que maximize f(k). Da primeira derivada temos,
! 1 2 2
f'(k) = = [2k —n — 4kn + 3k* + n*]
n

sendo 2n £ £v/n?> —n + 1 — % as suas duas raizes. E facil ver que f(0) = f(n) =0
e que estas raizes sao os unicos candidatos ao méximo da fun¢ao. Como f”(k) =

L(6k — 4n + 2), chegamos a
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s+ vVni—n+l—1_ 2
f(n+ n3n+ )==Vn2—n+1>0
n

w2 - —ntl-1 2
e ”3"+ )=~V —n+1<0.

E vimos que, o valor maximo de f(k) é dado para k = %n — %\/712 —-n+1-— %
O problema é que k precisa ser um nimero natural. Assim, devemos determinar em
0<r <2,

quais casos vamos ter [k] ou |k]. Para isso, considere n = 3p + r,

p € Z, . Segue-se que

n>—n+1 = 9*+6pr+r>—3p—r+1.

i) Para r = 0, podemos escrever n?> —n +1 = 9p? —3p+ 1. Como (3p+ 1) —9p =
9p? —3p+1 = (3p—1)?+ 3p, concluimos que 3p—1 < vV/n?2 —n+1<3p+ 1.

Logo,

2 1 1 n

k=-n—-vn?2—n+1—--<-+

3 3 373

e
2 1 -2
k—gn—gx/nz—n+l——>n3 >——1

Portanto,

g—1<k:<%senmod(3):0.

ii) Para r = 1, escrevemos n?> —n + 1 = 9p*> + 3p + 1. Como (3p + 1)? — 3p =

(3p — 1)% + 9p, concluimos que, 3p — 1 < vV/n2—n+1<3p+1.

Consequentemente,

2 1
k:—n——\/nQ—n+1—§< 5
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2 1 1 —1
k:§n—§vn2—n—l—1—§zn3 s

o que nos leva as seguintes desigualdades em mod(3):

n—1<k<n+2

se n mod (3) = 1.

iii) Parar =2, n> —n+1 = 9p> + 9p+ 3. Dado que 3p+2)> — 3p+ 1) =

(Bp+1)?2+ (3p+2), chegamos a 3p+1 < +vn?2 —n+1<3p+2.

Assim,
2 1 1 n n+1
k=-n——-vVn?— 1—=< =
3n 3 n n —+ 3_3< 3
e
2 1 1 _n—-1 n-2
k=_-n—_-vn?— 1—=->
3n 3 n n -+ 3Z 3 > 3
Portanto,
n—2 n+1
<k se n mod (3) = 2.

Desta forma, obtemos as seguintes condigoes para os valores de |k] e [k]:

2 —1, se nmod (3) = 0; %, se nmod (3) =0;
k] = 22l se nmod (3) =1; (k] = 222 se nmod (3) = 1;
22 se nmod (3) =2 2l se nomod (3) = 2.

Finalmente, para determinar o valor maximo da funcao f, devemos calcular e

comparar f (|k]) e f([k]) em cada um dos trés casos.
i) Se nmod (3) = 0, chegamos a

f (%) = 2%712 — gn > f (@ — 1) = %nQ — gn— %. Logo, o valor maximo é atingido

pelo [k] = 3.

ii) Se n mod (3) = 1, temos
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f (%) = 5= Bn® =120 +4) > [ (H2) = Z-(8n® —12n° — 36n + 40).
Assim, o valor maximo ¢é atingido pelo |k = 2.

iii) Se n mod (3) = 2,

f (”_ ) =f (”—1) = ﬁ (8n? — 12n? — 12n + 8) e o valor méximo ¢ atingido

tanto pelo [k] = 22 quanto pelo [k] = 2. W

O Teorema 4.2.2 mostra que os grafos extremais para s(SC(n, k)) sdo iguais aos

obtidos para a medida nao-balanceada irr(SC(n,k)).

Teorema 4.2.2 Dado n € N, seja a familia dos grafos split completos SC(n, k),
para todo k € N, 0 < k < n. Se G é um grafo desta familia, entio irr(G) =
k(n —k)(n —1—k) e o grafo mais irregular dentre todos os SC(n, k) é aquele em

que k toma um dos sequintes valores, dados em fun¢ao do n fixado:

z, se n mod (3) = 0;
k= nt se nmod (3) = 1;
2 et se nmod (3) = 2.

Prova: Desde que SC(n, k) é um grafo com k vértices de grau n—1 e n— k vértices
de grau k, chega-se a irr(SC(n,k)) = k(n — k)(n — 1 — k). Logo, irr(SC(n,k)) =

55(5C(n, k)). O restante da prova ¢ andloga ao Teorema 4.2.1. W

O proximo resultado caracteriza o grafo split completo mais irregular para a

medida da variancia ¢(G), para G na familia dos SC(n, k).

Teorema 4.2.3 Dado n € N, seja a familia dos grafos split completos SC(n, k),
para todo k € N, 0 < k < n. Se G é um grafo desta familia, entio o(G) = =

n

(k—n+1)*(n—k)k e o grafo mais irreqular dentre todos os SC(n, k) € aquele em
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que k toma um dos sequintes valores, dados em fun¢ao do n fixado:

2, se nmod (8) =0 ou 4;
-l se nmod(8) =1 oub;

, se nmod (8)=2ou 6 €

ntl se nmod (8) =3 ou T.

Prova: A expressao algébrica para o(G), quando G ¢é do tipo SC(n, k) é dada

como segue

o(SC(n k) = 1 (k (n 1 WY +(n—k) <k . W)j . Dai,
temos que o(SC(n, k) = =5 (k —n+ 1)?(n—k)k.

Defina a fungao f(k) = 5 (k—n+ 1)>(n—k) k. Para n fixo, é preciso
determinar o valor de k£ € [0,n] que maximize o(G). A prova segue analoga-
mente aquela do Teorema 4.2.1. Assim, temos f'(k) = =5(2k — n — 5kn + 4k* +
n?) (—k +n —1). cujas raizes sion — 1, e %nj: %m- i. Logo, a funcao
é¢ anulada pra £ = 0,n — 1 ou n; cujos possiveis maximos sao um do valores
2n+4v/9n? — 4n + 4— 1. Temos que f”(k) = —% (6k — 4n — 9kn + 6k* 4 3n® + 1).
Assim, como no caso do Teorema 4.2.1, chegamos a f (5"’@’2) —

f( 5n+\/9n2—4n+4—2) _ (n—2)(9n?—4n+4)
8 - 256n2

> 0, para todo n > 2.
Portanto, o maximo de f(k) é dado para k = %n— é\/ In2 —4n +4— i. Outra vez,
é preciso que k € N. Para descobrir os possiveis valores de k£ € N tome n = 8p + r,

0<r<7,p€Z. Assim,
In? — 4n + 4 = 576p* + 144pr + 9r* — 32p — 4r + 4.

Para r = 0, escrevemos 9n2—4n+4 = 576p*—32p+4. Dado que (24p — 2)*+64p =
576p* —32p+4 = (24p + 2)2 —128p, chegamos a 24p—2 < v/9n? —4n + 4 < 24p+2.

Dai, temos,

5 1
—1<k:§n—§\/9n2—4n+4—

N
col Do
NE
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Portanto,

%—1<k§%senmod(8):0.

Para determinar o valor de [%] que maximiza f(k), temos que comparar f(§ —1)

e f(%), como segue:

7 .
f(%) :225—6n2—%n+1% >f(——1) :2—56712—3%71—1%. Logo, o méaximo de

f(k) é atingido para [k] =

13

Para r = 1, procedemos analogamente ao caso anterior para chegarmos que o
méximo de f(k) é atingido para |k| = 2.

Os casos r = 2,3,4,5,6 e 7, também tem provas analogas. No caso r =2, |k| =
n—2

7= maximiza f(k); para r =3 [k]

”TH maximiza f(k); parar =4, [k]=7%¢

que maximiza f(k); parar =5, |k] = 7+ maximiza f(k), ja parar =6 |k]

n—2
4

n+1

T maximiza f(k). B

¢ que forma f(k) maximo. Finalmente, parar =7 [k] =

Resta-nos agora determinar quais sao os possiveis grafos extremais para a medida
espectral €(G), quando G é um grafo split completo. Para isso, é preciso conhecer
o indice de G. A proposi¢ao seguinte nos d4 uma expressao algébrica do indice de

SC(n, k), em fungao de n e k.

Proposicao 4.2.4 Sejam k e n dados, tal que 0 < k < n. O espectro de SC(n, k) é

1 1
—(k—1)% =v4kn — 2k — 3k2 + 1 0 -1
spect(A(SC(n, k))) = | 2 2
1 n—k—1 k-1

Prova:

A matriz de adjacéncia do grafo SC(n, k) é dada por

J=Dixk Jrxn-k
A5Cm Ry = | T e
Jn—kyxk  Om—k)x(n—k)
onde J é a matriz cujas entradas sao todas iguais a 1 e I é a matriz identidade.

Pode-se observar que —1 é autovalor de A(SC(n, k)). De fato, considere o vetor e;,
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0 i—ésimo vetor da base candnica para todo i, 2 < i < k. Assim, v = ¢; — e; é um
autovetor associado ao autovalor —1. Portanto, —1 é autovalor de A(SC(n, k)) com
multiplicidade algébrica no minimo k£ — 1. Além disso, 0 é também um autovalor
de A(SC(n,k)), pois = e; —e,, k+2 < j < n, & um autovetor associado a 0.
Portanto, 0 é autovalor de SC(n, k) com multiplicidade algébrica no minimo n—k—1.
Como A(SC(n, k)) possui uma base ortogonal constituida por autovetores, existem

autovetores de A(SC(n, k)) da forma y* = (a,---a, b, - --b). Isto nos leva a concluir
——

k n—k

k—1 n—k
que os autovalores da matriz B = sao também autovalores de

ko0
A(SC(n, k).

Logo, 3(k — 1) £ $v4kn —2k —3k*>+ 1 sao autovalores de A(SC(n,k)).
Portanto, obtemos o espectro de A(SC(n,k)) e podemos escrever o polindémio
caracteristico da matriz de adjacéncia do grafo SC(n,k) por p,(A(SC(n,k))) =

e+ D2+ (—k+ D)o —k(—k+n)). B

Da Proposigao 4.2.4, a medida de irregularidade £(SC(n,k)) fica facilmente

determinada, como segue:

1
(SC(n. k) = - <2k: — 1 — 3kn + 2k + nv/4kn — 2k — 32 1 1) . (43)

Infelizmente, nao conseguimos determinar o méximo da funcao dada pela
equagdo 4.3 que descreve £(SC(n,k)). Para todo n, 4 < n < 15, com o auxilio
do software AGX, determinamos o grafo mais irregular para a medida espectral na
familia dos split completos. Para todo n, 4 < n < 11, a estrela S,, = SC(n,1) é
0 mais irregular, e para todo n, 12 < n < 15, o mais irregular é SC(n,2). Tais
experimentos junto com os resultados decorrentes dos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3
nos permite concluir que as 4 medidas estudadas nao fornecem os mesmos grafos
extremais, mesmo numa classe limitada como a dos grafos split completos.

Para 5 < n < 15 investigamos para a medida do desvio dos graus, na classe

H(n), qual seria o grafo extremal, e obtemos que o grafo split completo é o mais
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irregular dentre todos os grafos nesta classe. Baseado nos resultados anteriores e
nos testes realizados, com o auxilio do software AGX [19] estabelecemos a seguinte

conjectura:

Conjectura 4.2.5 Seja H(n) o conjunto de todos os grafos conexos com n vértices.
Entao, o grafo conexo mais irreqular sequndo a medida do desvio dos graus s(G) em

H(n) € um grafo split completo, onde k satisfaz as sequintes condigoes:

%, se n mod (3) = 0;
k= nt se nmod (3) = 1;
12 el se nmod (3) = 2.

Uma fato interessante que podemos observar é que Vp,1 < p < n — 2 os grafos
PC,, 1 sao grafos quase-completo. Como vimos no Capitulo 3 tais grafos sao
extremais tanto para a medida (G) quanto para o(G). O grafo split completo
SC(n,n — 2) é isomorfo ao grafo H, ,_» que também é uma das familias que sao
extremais para a medida espectral.

A proposicao a seguir determina o espectro da matriz laplaciano sem sinal para

um grafo split completo que sera utilizado no Capitulo 6.

Proposicao 4.2.6 Sejam k e n, dados tais que 0 < k < n. O espectro do grafo split

completo, SC(n, k), em relagio a matriz laplaciana sem sinal é dado por

2k +n
spect(Q(SC(n, k))) = 2

1
i§\/4kn—4n—4k2+n2+4—1 k n—2

1 n—k—1 k-1

Prova: E facil ver que a matriz laplaciana sem sinal do grafo SC(n, k) é

J+(n—2)1 Jhxc (n—
QSC(n. k) = (J +( M) kxk kx (n—k) |
Jtn—k)xk kJn—k)x (n—k)

onde J é a matriz cujas entradas sao todas iguais a 1 e I é a matriz identidade. Pode-

se observar que k é autovalor de Q(SC(n,k)). De fato, considere o vetor e; como o
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1—ésimo vetor da base canoénica. O vetor v = e;—eg 1, V k+2 < i < n, é um autove-
tor associado ao autovalor k. Portanto, k é autovalor com multiplicidade algébrica no
minimo n— k—1. Além disso, temos que (n—2) é autovalor de Q(SC(n, k)) pois, o ve-
torz = e;—ey, V2 < j <k, é um autovetor associado ao autovalor (n—2). Portanto,
(n—2) é autovalor com multiplicidade algébrica no minimo k£—1. Como Q(SC(n, k))

possui uma base ortogonal constituida por autovetores, segue que existem autove-

tores de Q(SC(n,k)) da forma y* = (a,---a,b,---b) associado ao autovalor \. Po-
Q(SC(n, k)) y = ) v

k n—k

~ n+k—-2 n—k | _
demos entao concluir que os autovalores de B = sao também

k k
autovalores de Q(SC(n,k)). Logo, os autovalores de Q(SC(n,k)) sdo da forma

k + %n + %\/41{771 —4n — 4k?> + n? +4 — 1. Portanto, o polinémio caracteristico de
Q(SC(n,k)) é dado por
P(Q(SC(n, k) = (x — (n—=2))" " — k)" " &®+(—2k —n+2)x
+(k(k+n—-2)—k(-k+mn))). N
Nas Tabelas 4.2 e 4.3 apresentamos um resumo de nossas contribuicoes neste

capitulo.
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Medida de irregularidade Grafos Extremais na classe PC,, ),

Referéncia

s(PCyp1) = % (n—p—1)(n+2p—2+|n—2p—2|) | PCph11

Teorema 4.1.2

irr(PCpp1) = k(n —k)(n —1—k) PC, nay se n éimpar Teorema 4.1.8
PCyp a4 ou PCTL’anQ’l se n & par

o(PCp1) = % (n=p—=1)[(n—4)(n—p) +4]) PCp11 Teorema 4.1.3

e(PChp1) PCy11 Conjectura 4.1.7

Tabela 4.2: Grafos caminho-completos extremais para s(G), irr(G), o(G) e e(G).

Gg




Medidas de Irregularidade

Grafos Extremais SC(n, k)

Referéncia

s(SC(n,k)) = 2k(n —k)(n — 1 —k)

n

L

, se nmod (3) =0;

w3

‘ 3
w

n+1

n2e " se nmod (3) =2

1 se nmod (3) = 1;

Teorema 4.2.1

irr(SC(n,k)) =k(n—k)(n—1—k)

, se nmod (3) =0;

wl|3

n—1

n2e 2l se nmod (3) = 2.

, se nmod (3) =1,

Teorema 4.2.2

9¢

o(SC(n, k) = 5k —n+1)*(n—k)k

, se nmod (8)

( 1
2= se nmod (8) =2
( 3

, se nmod (8)

, se nmod (0) =0 ou 4

Teorema 4.2.3

e(SC(n,k)) = & (2k — n — 3kn + 2k* + nv/4kn — 2k — 3k% + 1)

SC(n,1)se 4 <n<11;

Sp =5C(n,2) se 12 <n < 15;

Testes com AGX, pagina 47

Tabela 4.3: Grafos split completo extremais para s(G), irr(G), o(G) e ¢(G).




Capitulo 5

Uma nova Medida de Irregularidade

Neste capitulo, definimos uma nova medida de irregularidade que envolve dois
parametros espectrais, a energia de um grafo e a energia laplaciana sem sinal.
Determinamos uma expressao para energia laplaciana sem sinal em funcao dos
autovalores menores ou maiores que a média dos graus. Além disso, estabelece-

mos uma conjectura para a nova medida.

5.1 A medida I(G)

Em 1978, Gutman definiu energia de um grafo G como sendo a soma do valor

absoluto dos autovalores da matriz de adjacéncia:

E(G) = ZW(G)\-

Como a soma dos autovalores da matriz de adjacéncia é igual a zero, podemos

escrever E(G) =2 ). \,.

Ai>0

O invariante QF(G) = zn: lg; — 22|, igual a soma dos valores absolutos das
diferencas entre os autovalor::slda matriz laplaciana sem sinal e a média dos graus
de G, foi definido por Abreu et al. [2] como sendo a energia laplaciana sem sinal.
A proposigao seguinte nos da uma expressao de QF(G) em func¢do dos autovalores

menores ou maiores que a média dos graus.
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Proposicao 5.1.1 Seja G um grafo com n vértices. Entdo QE(G) = 2ad(G) —

23 ¢ =2 ¢ —2bd, onde a e b é o nimero de autovalores menores e maiores
Qi<E g;>d

que d, respectivamente.

Prova: Para provar a primeira igualdade, é suficiente calcular:

QEG) = Y la—1d
= Z(a_qi)_'_Z(qi_E)

qi <d qi>3
n

= 2) ([d—g)+ ) (¢ —d

qi<d i=1

= QCLE—QZqi.

qi<d

A prova da segunda igualdade é feita de modo similar a anterior.l
O Teorema 5.1.2, apresentado em [2]| e reescrito a seguir, nos da um limite
superior para a energia laplaciana sem sinal em funcao da energia do grafo, do

numero de arestas e sequéncia dos graus dos vértices.

Teorema 5.1.2 [2/ Para todo grafo G, QE(G) < E(G)+,/n Y di —4m?. A igual-
i=1

dade ocorre se e somente se G € regular.

Baseado no resultado acima, propomos investigar o parametro [(G) = |E(G) —
QE(G)| como uma nova medida de irregularidade de grafos. A razao disso se da pelo
fato de que, quando G é regular, QFE(G) = E(G) e, consequentemente, I(G) = 0.
A medida I(G) possui uma caracteristica em comum com a medida ndo-balanceada
irr(G), devido ao fato que I(G) = 0 se e somente se G é regular ou um grafo
desconexo com componentes regulares. A Figura 5.1 exibe um grafo desconexo
irregular para o qual I(G) = 0.

Embora este fato seja suficiente para garantir I(G) como medida de
irregularidade, é interessante que se faca uma investigagao rigorosa sobre o
comportamento deste parametro em grafos de diversas familias comparando o seu

desempenho com o desempenho das demais medidas ja conhecidas da literatura e
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Figura 5.1: Grafos irregulares em que 1(G) = 0.

que foram estudadas no Capitulo 3. Os testes iniciais ja feitos para calcular o valor

de I(G) sao apresentados a seguir. Foram testados com o auxilio do software AGX

n

[19], grafos com n vértices, 5 < n < 12, e m arestas, n — 1 < m < (2

). Para cada
valor possivel de m, obtivemos o valor de I(G) maximo. Por exemplo, para n =5
e m = 6, o valor maximo encontrado é I(G) = 1,501021, cujo grafo associado é
exibido na Figura 5.2. A Figura 5.3 apresenta a curva dada pelos valores de I(G),

para os grafos de 5 vértices em que o niimero de arestas m varia entre 4 e 10, estao

representados pela ordenada y.

Figura 5.2: O grafo mais irregular com relagao a I(G) na classe G(5,6).

I(G)=| E(G) - QE(G) |

]

Irregularidade
o 8 - “a N U oW

o
N
o~
®
-
o

12

Figura 5.3: Valores maximais de I(G) em H(5,m), para 4 < m < 10.

A Figura 5.4 exibe os grafos mais irregulares para I(G) com 5 vértices e m

arestas, 4 < m < 10.
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o X

<>

1(G)=2,8 I(G)=1,73544 I(G)=1,501021
I(G)=1,544563 1(G)=0,250970 }=0,253060

Figura 5.4: Grafos mais irregulares com relagao a I(G).

Observando a Figura 5.4, vemos que o grafo mais irregular é a estrela, que como
se sabe é um grafo split completo. Para 1 < n < 14, realizamos o calculo da medida
I(G) para grafos G na familia H(n). Em cada caso testado, o grafo mais irregular
encontrado foi um grafo split completo SC(n,k), 0 < k < n — 1. A Tabela 5.1
fornece os grafos split completo extremais para I(G) com n vértices apresentando o

valor maximo em cada um dos casos.

n | I(G) G = SC(n,k)

5 12,8 SC(5,1

6 | 4,19453 SC

7 | 7,08770 SC

8 110,16515 | SC

10 | 17,98469 | SC

11 | 22,849489 | SC

12 | 27,8392 | SC

13 | 34,217 SC(1

(
(
(
(
9 |13,36378 | SC(9,2
(
(
(
(
(

14 | 39,428 SC(14,5

Tabela 5.1: Grafos extremais em #H(n) para I(G), 5 <n < 14.

A partir dai estabelecemos a seguinte conjectura:
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Conjectura 5.1.3 O grafo conexo mais irreqular para I(G) é um grafo split com-

pleto.

Para provar que um grafo split completo é o mais irregular em H(n) para I(G),
primeiramente é necesséario caracterizar o split completo mais irregular dentre todos
os grafos da familia SC(n, k). Desta forma, precisamos conhecer o espectro e a
energia em relagao as matrizes de adjacéncia e laplaciana sem sinal. Na Proposi¢ao
4.2.4, determinamos o espectro de SC(n, k) e na Proposigao 4.2.6 determinamos o
espectro da matriz laplaciana sem sinal. Entao as equagoes correspondentes para

energia e energia laplaciana sem sinal para os grafos split completo sao:

E(SC(n,k)) =k — 1+ V4kn — 2k — 3k% + 1;

QE(SC(n, k)) =n~" (2k — 8kn + 6k* + 2kn® + nv/4kn — 4n — 4k + n? + 4) ;

Logo, I(SC(n,k)) = |E(SC(n,k)) — QE(SC(n, k))|. Infelizmente ndo consegui-
mos encontrar o maximo para esta fungao.

Determinar a energia ou a energia laplaciana de um grafo demanda um trabalho
computacional bastante consideravel, pois é necessario calcular todos os autovalores
da matriz correspondente. Portanto, desde o ponto de vista do céalculo, a nova
medida, /(G), comparada com as outras medidas de irregularidade ndo parece trazer
muitas vantagens. Porém se as Conjecturas 4.2.5 e 5.1.3 forem provadas, podemos
concluir que existe uma compatibilidade desta nova medida com a medida desvio
dos graus, s(G), desta nova medida com a medida desvio dos graus, s(G), sendo
o grafo conexo com n vértices mais irregular para as duas medidas um grafo split

completo para valores de k préoximos de %n
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Capitulo 6

Conjunto Equilibrador em Grafos de

Classes Especiais

Iniciamos este capitulo com conceitos relacionados & média e a distribuicao dos
graus dos vértices de um grafo. Tais conceitos foram, primeiramente, estudados
por Rodrigues em [34] e, posteriormente, por Damas et al. [14]. Investigamos os
invariantes top, gap e conjunto equilibrador, todos relativos a distribuicao dos graus
dos vértices de um grafo pertinente a alguma familia de grafos extremais, para
as medidas de irregularidade estudadas nos Capitulo 3 e 4. Determinamos tam-
bém o conjunto equilibrador de um grafo em uma dessas classes para atingir o
nosso objetivo principal deste capitulo que é relacionar os grafos extremais para a
irregularidade com o conceito de grafos nao-balanceados. Isto é feito pois, em certo
sentido, os grafos balanceados parecem estar mais proximos dos grafos regulares e,
portanto, as medidas de irregularidade para estes grafos devem estar mais proximas

a zero que os valores das medidas aplicadas a grafos nao-balanceados.

6.1 Meédia dos Graus e Conceitos Relacionados

Os conceitos de top e gap sao a seguir reproduzidos e alguns resultados a eles rela-

cionados, obtidos por Damas et al. [14] sdo a apresentados a seguir.
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Definigao 6.1.1 [14] O top de um grafo G, denotado por u(G), é o menor inteiro

maior ou igual que a média dos graus de G, isto €, u(G) = [d(G)].

Definigao 6.1.2 [14] Seja G um grafo com n vértices. O gap de G é um mailtiplo
escalar de n dado em func¢ao da diferenca entre o top e a média dos graus de G, ou

seja, h(G) = n(u(G) — d(G)).

O grafo da Figura 6.1 tem d(G) = £ = 2,85. Portanto, seu top ¢ u(G) = 3 e
seu gap ¢ h(G) = 1.

Figura 6.1: Grafo G com p(G) =3 e h(G) =
Quando u(G) = d(G), o grafo G possui gap nulo, isto ¢, h(G) = 0. E facil
verificar que todo grafo regular possui gap nulo. Na Figura 6.2, para 1 < n < 5,

exibimos todos os grafos que possuem gap nulo e, como se vé, ha varios deles que

sao grafos nao-regulares.

(@]
OOOHOO&OOO
o O o)

G, Gy

&@@X@L
o

Figura 6.2: Grafos com gap nulo.

Giq
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Definig¢ao 6.1.3 [14/Seja G um grafo e V(G) o conjunto de seus vértices. Entao:
1. B(G) ={i e V(G)|d; = p(G)} € o conjunto de vértices balanceados de G
2. U(G) ={i € V(G)|d; > n(G)} € o conjunto de vértices superiores de G;
3. L(G)={i e V(G)|d; < n(G)} € o conjunto de vértices inferiores de G.

O grafo da Figura 6.3 tem d(G) = u(G) = 2 e seus conjuntos de vértices balanceados,
superiores e inferiores sao respectivamente, B(G) = {1,2}, U(G) = {3} e L(G) =

{4,5).

Figura 6.3: Grafo com B(G), L(G) e U(G) nao vazios.

Definigao 6.1.4 [14/Um grafo G € dito nao-balanceado se o conjunto de vértices

superiores U(G) € nao vazio. Caso contrdrio, G é balanceado.

Como exemplo trivial de grafos balanceados temos os grafos regulares. FEntre-
tanto, existem grafos balanceados que sao irregulares. O grafo G da Figura 6.4, é

irregular e balanceado com d(G) = 2.5; u(G) =3 e U(G) = 0.

Figura 6.4: Grafo G irregular e balanceado.

64



Os grafos Gy, G11, G12, G13 € G4 da Figura 6.2 possuem, pelo menos, um vértice
de grau maior ou igual a 3, ou seja, maior ou igual a ;(G) = 2. Logo para tais grafos,
U(G;) # 0, 11 <i < 14. Portanto, estes sao todos nao-balanceados.

Em Damas et al. [14] encontramos os resultados que seguem, relativos a grafos

balanceados, aqueles com gap nulo e a grafos nao-balanceados.
Lema 6.1.5 [14] Todo grafo G com n vértices tal que u(G) =n — 1 € balanceado.

O grafo G da Figura 6.5 tem 5 vértices e possui u(G) =5 — 1 = 4. Portanto, é

um grafo balanceado.

Figura 6.5: Grafo GG balanceado.

Lema 6.1.6 [1/] Seja G um grafo conexo com n vértices tal que u(G) < n —2. Se

A(G) =n—1 entao G é um grafo nao-balanceado.

Os grafos exibidos na Figura 6.6 possuem A(G) =n —1 e u(G) < n — 2. Do lema

anterior, concluimos que estes sao nao-balanceados.

Figura 6.6: Grafos ndo-balanceados com A(G) =n—1e u(G) <n — 2.

Proposigao 6.1.7 [1}] Seja G um grafo conexo, com n vértices, nao-balanceado e
com gap nulo. Entio 2 < u(G) < n —2. O limite superior € atingido se e somente

semn € par.
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Proposicao 6.1.8 [1}] Seja G um grafo com n vértices e n par. G é um grafo

conexo, nao-balanceado, com gap nulo e top u(G) =n — 2 se e somente se G possui

m = "("272) arestas e grau mdzimo A(G) =n — 1.

O grafo da Figura 6.7 atende as condig¢oes da Proposi¢ao 6.1.8 e veja que tem

m = %2 =12 arestas ¢ A(G) = 5.

Figura 6.7: Grafo conexo, nao-balanceado, com gap nulo e top n — 2.

Teorema 6.1.9 [1/] Seja n > 2 par. Para qualquer ¢ € N,;2 < q < n — 2, existe

um grafo com n vértices, nao-balanceado, com gap nulo e top u(G) = q.

Corolario 6.1.10 [14/Sejam Gy e Gy grafos de ordem n, o primeiro com m; arestas
e o seqgundo, com my arestas, ambos nao-balanceados e com gap nulo. Se n € par e

(Ga) = n(Gr) + 1 entio my = my + 3.

O conceito de conjunto equilibrador de um grafo foi introduzido por Rodrigues
[34], em 1997, para estabelecer regras na distribuigao dos graus dos grafos peripla-
nares maximais (casos particulares de grafos cordais planares maximais). Damas et

al. [14] generalizaram este conceito para grafos nao-balanceados.

Definigao 6.1.11 /1] Seja U = U(G) C V(G), U # 0, o conjunto de vértices
superiores de G e L = L(G) o conjunto de vértices inferiores de G. Se existir ¥,
U £ () tal que ¥ C L, para o qual a sequinte equacao seja verificada

Sodi+ > dy

tew uelU
w@G) = , 6.1

diz-se que G possui um congunto equilibrador W(G) = V. Caso contrdrio, G nao

possut conjunto equilibrador.
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Seja ¥ é um conjunto equilibrador de um grafo G, ¥ é denominado conjunto equili-
brador pleno se W = L(G) = L. Se ¥ C L, dizemos que ¥ é um conjunto equilibrador
Proprio.

A Figura 6.8 exibe um grafo G em que d(G) = 2,8, u(G) = 3 e h(G) = 1. Os
subconjuntos de vértices balanceados, superiores e inferiores sao dados, respectiva-

mente, por B(G) = {3,4}, U(G) = {1} e L(G) = {2,5}.

Figura 6.8: Grafo G com conjunto equilibrador proprio ¥ = {2}.

Pode-se verificar que ¥ = {2} é um conjunto equilibrador de G, pois >  d; =2 e
tew

> d,=4. Como |U(G)| = |¥| =1, a equacao (6.1) ¢é verificada para u(G) = 3.
ue U(G)

Podemos ver que L(G) = {2,5} ndo é um conjunto equilibrador de G, pois
Yodi =4, >, d, =4, U] =1e |V =2, fazendo com que a equagao (6.1)
tew ue U(G)
nao se verifique. Veja que o valor dela resultante é 2.5 que difere de |¥| = 2.
Consequentemente, o grafo da Figura 6.8 nao possui um conjunto equilibrador pleno.

O grafo H da Figura 6.9 nao possui conjunto equilibrador. Veja que L(H) = {6} e

nao é um conjunto equilibrador de H.

Figura 6.9: Grafo que nao possui conjunto equilibrador.
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Enquanto o exemplo dado anteriormente nos mostra que nem todo grafo possui
conjunto equilibrador, o grafo da Figura 6.10 possui mais de um conjunto equilibra-
dor. Para tal grafo, o conjunto de vértices superiores ¢ U(G) = {1} e o de vértices
inferiores é L(G) = {2,3,4,5,6,7}. Para |[U(G)| = 1, somente {2} e {7} sdo conjun-
tos equilibradores de G. Para |¥U(G)| = 2, qualquer subconjunto de L formado por

dois vértices de grau 3 é um equilibrador de G.

Figura 6.10: Grafo que possui mais de um conjunto equilibrador.

O proximo teorema caracteriza os grafos com gap nulo como aqueles que possuem
um tnico conjunto equilibrador. Neste caso ele é equilibrador pleno, ou seja, h(G) =

0 se e somente se V(G) = L(G).

Teorema 6.1.12 [1/] Seja G um grafo qualquer e L(G) seu conjunto de vértices
inferiores. G possui um unico conjunto equilibrador e este € pleno se e somente se

G € um grafo de gap nulo.

6.2 Grafos H,; e G,

Os grafos H,; e G, definidos em 2.2.10 sao grafos extremais para a medida
espectral €(G) quando o numero m de arestas ¢ dado. O grafo G, ¢ extremal
para a medida da variancia em H(n,n+ k), param =n—+k > 1(3) +n—1. A

seguir, apresentamos alguns resultados que obtivemos com relagao a tais grafos e

verificamos se estes sdo nao-balanceados.

Proposicao 6.2.1 Sejam n e k dados, tal que 0 < k < @ —1. SeGp i, € H(n,n+

k), o top de G, € um inteiro entre 2 e n — 1, ou seja, 2 < u(Gp i) < n—1. Além disso,
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para n fizo, os tops dos grafos em H(n,m) é uma fungao nao-decrescente em k, ou seja,
#(Gno) < o S plGop) < o (G s ),

Prova: Da Definigao 2.2.10, G, possui n + k arestas e a média de seu graus ¢
d(Gnp) =2+ % Da hipotese, 0 < k < @ — 1. Assim, 2 <d(Gpp) <n—1- %
Entao, 2 < pu(Gpx) < n— 1. O nimero de arestas de G, ;41 difere do nimero de
aresta de G, ;, por uma unidade apenas. Logo, E(Gn,kﬂ) = E(Gn,k) + % e, para todo
0<k< n(”T_‘g) —1, W(Gni) < p(Gppi1). Portanto, u(Gno) < ... < pu(Gpi) < ... <

M(GTL, n(n2—3) 71). |

A Figura 6.11 exibe todos os grafos G5 j com respectivos tops dados por 2 =

1(Gs0) <3 =pu(Gs1) = 1(Gs2) < W(Gs3) = p(Gs4) = 4.

S EaR

5,0 5,1 5,2 5,3

Figura 6.11: Grafos G5, 0 < k < 4.

Da Defini¢do 2.2.10, A(G, ) = n — 1 e da Proposicao 6.2.1, segue que 2 <
1(Gni) <n—1.Se u(Gpx) =n—1, do Lema 6.1.5, G, ¢ um grafo balanceado e

se 2 < u(Gpx) <n—2,do Lema 6.1.6, temos G, ndo-balanceado.

Proposigao 6.2.2 Sejam n,k € Z, n > 4 e 0 < k < @ —1leGur =KV

QC(n—1,k+1). Senéz’mpare%—lgkgﬂ%‘g)—lousenépare

("_*22)2 —1<k< —"("2*3) — 1, tem-se que o grafo G, € balanceado.

Prova: Faremos a prova para o caso n impar. A prova no caso n par ¢ semelhante.
Da hipotese geral, n.k € Z, n > 4e 0 < k < @ — 1. Da Definicao 2.2.10,
Gnr = K1 vQC(n—1,k+1) e A(Gpx) = n— 1. Suponhamos n impar e 0 <

k< % — 2. Da Proposigao 6.2.1, (G, ) é uma funcdo nao-decrescente
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de k. Logo, precisamos somente determinar o valor de u(G, k) no caso em que
k= (”_1)# —2. Como n & impar e k é inteiro, ji(G n-nwm-3 ,) =n—2. Portanto,
) 2

para todo 0 < k < =hm=3) _ 2, G (n-1m-3 . € nao-balanceado. Tomemos agora
2 n,——5———2

k= (n—1)(n—3)

5 — 1. E facil provar que, u(Gn’ (n71>2(n73>_1) =n — 1. Isto implica que

U = ) e o grafo é balanceado. Sendo n—1 o maximo valor possivel para (G, ), da
Proposicao 6.2.1, para todo k, M 1<k<™=3_1 temos w(Gny) =n—1.
Logo, outra vez, U = () e os grafos sao balanceados. B

De acordo com a Proposicao 6.2.2 temos que para um k relativamente grande
os grafos G, ; sao balanceados. Para n < 20, realizamos alguns testes, onde pu-
demos confirmar o que a nossa intuigao sugere, ou seja, que o valor das medidas
de irregularidade estudadas decresce a partir do valor de k na qual G, ; torna-se

balanceado. A Tabela 6.1 exemplifica este fato para um grafo com 12 vértices.

Giak .

U(Gm,k) 5(G12,k) ZTT(G12,1<;) 3(G12,k)
Gi2,49 1.8 0.158 35 10
G12’50 1.22 0.104 32 9.33
Gia51 0.75 0.06 26 8
G252 0.38 0.03 20 6
G153 0.13 0.01 11 3.33

Tabela 6.1: Valores das medidas de irregularidade para G2 balanceados.

Da Proposigao 6.2.1 chega-se também que, para cada n, os tops dos grafos H,, j

também sao nao-decrescrentes em funcgao de k.

Corolario 6.2.3 Para todon € N, n > 3, e para todo k, 0 < k <n — 3, tem-se

Prova: Analoga a prova da Proposi¢ao 6.2.1. &

A Figura 6.12 exibe todos os grafos Hr7y, 0 <k <4, cujos respectivos tops sao

2= p(Hrpo) <3 =pu(Hr1) = p(Hr) = p(Hrz) <4 = pu(Hra).
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Hoo H; H,, H:s H. 4

Figura 6.12: Grafos H7, 0 <k < 4.

Proposigao 6.2.4 Paran > 7 e0 <k <n—3, seja H, € H(n,n+ k). Paran

par,

2,se k=0;
wG)=4 3,se 1<k<y
4,se 3+1<k<n-—3;
Para n impar,
2,se k=0;
w(G) =1 3,se 1<k<m -1

4, se "T“gkgn—?,.

Prova: Para n par, o grafo H,, ; possui n + k arestas e tem média dos graus igual a
24 2. Se k=0, entdo d(G) = p(G) =2. Se k =1 ou k = 2 entdo (@) = 3. Para
1 <k < %, do Corolario 6.2.3, u(G) = 3. Paran > 6,se k = §+1 ou k = n—3 entao
p(G) = 4. Portanto, do Corolario 6.2.3, u(G) = 4, paratodo k = § +1 <k <n-—3.

Para n impar, a prova segue de forma similar a esta. B

O préximo lema mostra que todos os grafos H, j sao nao-balanceados, exceto

para H370 e H471.

Lema 6.2.5 Ezceto para os grafos Hso e Hy,, todos os demais H, sao grafos

nao-balanceados.

Prova: Os grafos Hsy e Hy; tem seu respectivos graus maximos e tops dado
por A(Hsg) = p(Hsp) = 2 e A(Hy1) = p(Hy1) = 3. Portanto, Hsg e Hyy sao
balanceados. Agora, para n =5, A(Hsy) =4 e se 0 < k < 2, da Proposigao 6.2.4,

p(Hsy) = 2 ou 3. Em ambos os casos, U(Hsj) # 0 e o grafo é ndo-balanceado.
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Paran =6, A(Hpx) =5 ese 0 <k < 3, da Proposicao 6.2.4, temos que u(Hg ) = 2
ou u(Hgr) = 3. Novamente, obtemos U(Hgy) # 0 e H,j & nao-balanceado.
Finalmente, para n > 7, da Proposigao 6.2.4 segue que u(H, ) € {2,3,4}. Nestes
casos, A(H, ) > 6, implicando que o conjunto de vértices superiores é nao vazio.

Logo o grafo é nao balanceado, o que completa a prova. B

Lema 6.2.6 Sejam n,k € N e h(H, ) o gap de H, € H(n,n + k).

i) Sen>8 épare0<k<n-—3, entao 0 < h(H, ;) <n—2, para 0 <k <

|3
)

6 < h(Hpr) <n—2,para g +1<k<n-—3;

i) Sen >T7 ¢éimpar e 0 <k <n—3, entio 0 < h(Hpy) <n—2, para 0 < k <

221 e 6 < h(Hup) <n-—1, para 2 <k <n-3.
Prova:

i) No caso em que k = 0, temos pu(H,x) =2 e h(H,;) = 0. Paral < k < 7, temos
2
1 S k S %7 h(Hn,k—i—l) - n(,u(Hn,k—i—l) ( nk—f—l)) nk-l—l) = E(Hn,k) +%

entao h(H,py1) = M(Hypy) — 2. Logo, V1 < k < 3, h(Hpjpq1) < h(Hpp), €

uw(G)=3.Sek=1,h(H,r) =n—2esek =%, h(H,x) =0. Como, para todo
d(

portanto, 0 < h(H, ;) <n—2. Para §+1<k<n—-3, u(G) =4. Sek =35 +1,
h(H,y) =n—2esek=n—3, h(H,;) = 6. De modo similar, chega-se que
VE+1<k<n—3, MHyp1) < h(H,y). Portanto, 6 < h(H, ) <n — 2.

ii) A prova segue de maneira aniloga ao item anterior. B

O Lema 6.2.7 nos d4 a cardinalidade dos conjuntos de vértices inferiores,

balanceados e superiores para o H,, .

Lema 6.2.7 Para todo 0 < k < n — 3, seja o grafo H, tal que L(H,;) = L,
i) Para n > 8 par, se k =0, temos |L| =n—3, |B| =2 e |U| =1; se k =1,
ILl=n—-2,|Bl=1¢e|lUl=1ese2<k<n—-3|L=n-2,|B|=0c¢e

U] = 2.
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ii) Paran > 7 impar, se k=0, |L| =n—3, |B| =2 e |U| =1; se k =1, tem-se
|ILl=n—2,|B|=1¢e|Ul=1ese2<k<n-—3,temos |L|=n—2,|B|=0
e |U| =2;

Prova:

i) Paramn > 8 par, os casos em que k = 0 e k = 1 seguem imediatos da Proposigao
6.2.4. Vamos provar o caso mais geral, ou seja, aquele em que 2 < k < 7.
Assim, H,, j possui 1 vértice de grau n — 1; k + 1 vértices de grau 2; 1 vértice
de grau k+2 e n — k — 3 vértices de grau 1. Da Proposigao 6.2.4, u(H, ) = 3.
Como 2 < k < %, o vértice de grau k+2 € U. Portanto, |[L| =n—2; |B|=0e
|U| = 2. Nocaso em que 5 +1 < k <n—3, H, possui 1 vértice de grau n—1;
k + 1 vértices de grau 2; 1 vértice de grau k + 2 e n — k — 3 vértices de grau

1. Da Proposicao 6.2.4 chegamos a p(H, ;) =4. Como § +1 <k <n-3,0

vértice de grau k + 2 € U. Logo, |L|=n—2; |B| =0e |U| = 2.
ii) A prova é anéloga a anterior. B

Para os casos em que k = 0 ou k = 1, os grafos H,; e G, sao isomorfos. A

partir dessa observagao, obtivemos os Lemas 6.2.8 e 6.2.9.

Lema 6.2.8 Sejam n > 5 e k = 0. Temos que H,o = G, o sao grafos nao-
balanceados, com gap nulo e com um unico conjunto equilibrador, que é um conjunto

equilibrador pleno.

Prova: Do Lema 6.2.5, H,, ¢ é nao-balanceado. Como p(H, o) = E(Hmo) = 2 temos
que seu gap ¢ nulo. Do Teorema 6.1.12, H,, o possui um tnico conjunto equilibrador

e este € um conjunto equilibrador pleno. W

Lema 6.2.9 Paran >7ek =1, H,1 = G, sao grafos nao-balanceados e possuem

conguntos equilibradores nao vazios.

Prova: Sejan > 7. Do Lema 6.2.5, H,; ¢ nao-balanceado. Sendo, neste caso,

k =1, das Proposigoes 6.2.4 e 6.2.7 chegamos a p(H,, 1) =3 e |L(H,1)| = n—2 com

73



n —4 vértices de grau 1 e 2 vértices de grau 2. Desde que n > 7, tem-se pu(H, 1) =3

com H,; que possui um tnico vértice universal. Disso decorre que |U(H,1)| = 1.

Vejamos se H,, ; possui algum conjunto equilibrador nao vazio. Para isso precisamos

considerar os dois possiveis casos. Suponha que ¥ C L(H, ;) com t; vértices de
n—>_5

grau 1 e um vértice de grau 2. Da expressao 6.1, chegamos a t; = “52. O segundo

caso possivel é U ter ty vértices de grau 1 e dois vértices de grau 2. Analogamente,

da expressao 6.1, chegamos a t; = ”T_G. Dado que tq,t, sao nimeros naturais, a
cardinalidade de cada equilibrador s6 pode ser satisfeita por t;, quando n é impar,
e por ty, quando n é par. Por construgao, é facil realizar grafos H, ; com mais de

um conjunto equilibrador nao vazio. B

O Lema 6.2.5 mostra que todos os grafos H,, ; sao nao-balanceados com excegao
dos grafos Hj e Hy, constatando assim, a nossa intui¢ao de que grafos extremais

sao nao-balanceados.

6.3 Grafos Abacaxi, Quase-Estrela, Abano Split
Completo e Caminho Completo

Os grafos abacaxi foram definidos no Capitulo 3 e, conforme a Conjectura 3.1.7
apresentada na Secao 3.1, tais grafos sao esperados ser extremais para medida
espectral €(G). Nesta se¢do mostramos que, para n fixo, o top dos grafos abacaxi
define uma funcao mono6tona nao-decrescente. Além disso, vamos provar que, para
1 <k <n-—1, os grafos abacaxi sao nao-balanceados. Estudo semelhante seré feito
para os grafos quase-estrela e abano split completo, definidos no Capitulo 3 e para

os grafos caminho completos, definidos no Capitulo 4.

Proposicao 6.3.1 Seja n dado e para k, 1 < k < n, seja PA(n,k) um grafo

abacazi. Entao, 2 < p(PA(n,k)) <n—1 e, além disso,

w(PA(n, 1)) <... < pu(PA(n,k)) <...<u(PA(n,n)).
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Prova: Pela Definicao 3.1.6, o grafo abacaxi possui arestas.  Logo,

k% —3k+2n
2
d(PA(n,k)) = 2 + @ Desde que 1 < k < n, tem-se 2 < d(PA(n,k)) <n — 1.

Logo, 2 < u(PA(n,k)) < n — 1. Como d(PA(n,k + 1)) = d(PA(n, k)) + 21,

n

segue que para todo 1 < k < n, u(PA(n,k)) < p(PA(n,k + 1)). Portanto,
w(PA(n, 1)) <...<pu(PA(n,k)) <...<u(PA(n,n)). A

Proposicao 6.3.2 Para n,k € Nyn >4 el <k <n-—1, todo grafo PA(n,k) €

nao-balanceado.

Prova: Da Definicdo 3.1.6, A(PA(n,k)) = n — 1. Para k = 1,
n(PA(n,1)) = 2. Se k = n — 1, tem-se d(PA(n,1)) = n — 3 + 2. Logo,
para n > 4, u(PA(n,n — 1)) = n — 2. Da Proposicao 6.3.1, segue-se que
u(PA(n, 1)) < ... < u(PA(n,k)) < ... < u(PA(n,n —1)). Assim, paran > 4 e
1 <k<n-1, temos A(PA(n,k)) =n—1e U(PA(n,k)) # (). Portanto, o grafo

PA(n, k) é nao-balanceado. B

Os grafos quase-estrela foram definidos na Segao 3.1. Caracterizamos aqui,
situagoes para os quais tais grafos sao balanceados ou nao-balanceados. Nao ¢ dificil
verificar que para os grafos QS(n, m), o top determina uma fungao nao-crescente de
m. A proposicao seguinte nos da as condi¢oes para que um grafo quase-estrela seja

nao-balanceado.

Proposicao 6.3.3 Sejam n,m,d,t € N, tais quen >3, d=n—1,0<t<d<n
em = (g) — (g) —t. O grafo quase-estrela QS (n,m) é nao-balanceado, se uma das

condicoes abaizo for satisfeita:

i) n par

w(@QS(n,m)) =2 se 0<t< L1,
p(@S(n, m))

i) n impar

I
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Prova:

i) Considere n par e d = n — 1. Assim, d(QS(n,m)) = o= _ (n=D=2) _ 2t

n n n

Se t = 0, d(QS(n,m)) = %”T_l) e u(QS(n,m)) = 2. Set = =2 — 1,
d(QS(n,m)) = ™2 e u(QS(n,m)) = 2. Para n dado, o top de QS(n,m)
determina uma funcao nao-crescente de m. Logo,para 0 < t < ”T’2 — 1,
w(@QS(n,m)) = 2e, set =2 d(QS(n,m)) = 1e u(QS(n,m)) = 1. Se
t =n—2,dQS(n,m)) = 2 e p(QS(n,m)) = 1. Novamente, para todo ¢,
12 <t < n—2, temos que u(QS(n,m)) = 1. Como por hipotese d = n — 1,
da Defini¢ao 3.2.1, A(QS(n,m)) = n —t — 1. Logo, o tnico grafo balanceado

QS(n,m) é aquele para o qual t =n — 2.
ii) O caso impar procede de maneira similar.l

Pela Proposicao 6.3.3 temos que o grafo QS(n, m) é balanceado para d =n — 1

et=n-—2.

Os grafos abano split completo foram definidos no Capitulo 3 e estes sao, de
acordo com o Teorema 3.3.3, extremais para a medida nao-balanceada. Nao é dificil
verificar que o top de tais grafos determina uma fung¢ao nao-crescente em k. E
importante destacar que os grafos SCF(n, 1,t) sdo isomorfos aos H,, 4, para 1 <t <
n—2e0<qg<n-—3. Portanto, da Proposicao 6.2.5, temos que, para todo 1 <t <
n—2, SCF(n,1,t) sao nado-balanceados, exceto quando se tem os grafos SCF'(3,1, 1)
e SCF(4,1,2). Infelizmente, nao conseguimos identificar uma expressao algébrica de
modo que o grafo abano split completo seja balanceado. Numericamente obtivemos
para 4 < n < 54, os valores de k para os quais este grafos sao balanceados. A

Tabela 6.2 apresenta em duas colunas os intervalos de n e k para os quais os grafos

SCF(n,k,t) sdo balanceados.
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SCF(n,k,t) balanceados

n k

4<n<6 |n—2<k<n

7T<n<12 |n—-3<k<n

13<n<20 | n—4<k<n

21 <n<30 | n—-5<k<n

31<n<42 |n—-6<k<n

43<n<bd | n—-7<k<n

Tabela 6.2: Grafos abano split completo balanceados.

Para n < 20, utilizando os resultados da Tabela 6.2, pudemos constatar que
o valor das medidas de irregularidade estudadas decresce a partir do valor de k
na qual SCF(n,k,t) torna-se balanceado. A Tabela 6.3 exemplifica este fato para

grafos abano split completo com 8 vértices.

G=SCF8,kt), 0<t<n—k—1|0(G)|eG) |irr(G) | s(G)
SCF(8,5,0) 0.93 | 0.108 | 30 7.5
SCF(8,5,1) 0.5 |0.06 |20 5
SCF(8,5,2) = SCF(8,6,0) 0.18 | 0.02 |12 3
SCF(8,6,1) = SCF(8,7,0) = K 0 0 0 0

Tabela 6.3: Valores das medidas de irregularidade para os grafos SCF(8,k,t)
balanceados.

Damas, em sua tese de doutorado|13| obteve resultados para o top, o gap e
o conjunto equilibrador dos grafos PC, 14, para 1 <t < n — 2. Neste trabalho,
consideramos os grafos PC,, p;, para n,p € N, taisque 1 < p <n—-2et = 1.
O ntmero de arestas de PC,, ;1 é E(PC,,1) = W + p, o grau maximo ¢é

A(PC,, 1) =n —1 e o grau minimo, 6(PC,,,1) = p. A Figura 6.3 exibe todos os

grafos PC,, 1 para n = 6.
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PC
61,1 PCg2.1 PCg 3 1 PC6.4,1

Figura 6.13: PCg p 1-caminho-completos para 1 < p < 4.

Proposicao 6.3.4 Paran,p € N, tal que 1 < p <n —2, o top dos grafos PCy, ;1

sao assim dados:

i) Sen par, u(PC, 1) =

i) Sen impar, p(PChp1) =

Prova:

i) Da Proposicao 6.1.8, se o ntimero de arestas de PC,, ,; € igual a "("272), PChp1
¢ um grafo ndo-balanceado com gap nulo e u(PC,, 1) =n — 2. Assim,
(n—1)(n—2) n(n — 2) n—2

:7: e
2 P 2 P="

Portanto, o grafo PcnynT—Q’l tem gap nulo, é nao-balanceado e seu top ¢é
p(PCyn2y) = n—2 Paral < j <n-—3, d(PCyji11) = d(PCyj1) + 2.
Assim, para 2 < p < %52 — 1, u(PCp11) < p(PChypi) < M(PCH7%71). Dado

que p(PCp11) =n—2,paral <p <22 p(PCphp1) =n—2.

Se %72 +1 < p < n—2 tem-se (PC, a2 1,) < p(PCrpa) < p(PCropony).
Como, ,UJ(PCnvnT—%rLl) =n-—1leV nT_2 +1<p<n-2 puPChpa1) =
’V(nfl)(n72)+2(n*2)-‘ — n — 1, chega-se a (PChpq) =n — 1.

n

ii) Como, M(PCH7%71) =n—2e, ,u(PC’nyansH’l) =n—1segue que, V1 <p < 252
p(PCrpi1) =n—2, equandoV 23 4+1 < p <n—2, temos u(PCyp1) =n—1.
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Dos Lemas 6.1.5 e 6.1.6, concluimos que PC, ,; sao grafos balanceados quando
u(PC 1) = n — 1 e sao nao-balanceados, quando p(PC,,1) = n — 2. Por outro
n—2

lado, PC), ;1 € nao-balanceado e com gap nulo somente se n ¢ par e p = “5=. Se

u(PCpp1) =n—2,0gapde PCyp1 € h(PCyp1) =n—2—2pese u(PC,p1) =n—1,
o gap é h(PC,p,1) = 2n —2 —2p. O Lema 6.3.5 da um limite para o gap de tais

grafos em func¢ao dos seus respectivos numeros de vértices.

Lema 6.3.5 Dadon > 4, para todo 1 < p <n — 2, seja o grafo PC, .

0<h(PChp1)<n—4, se 1<p
i) Sen é par
2<h(PC,,1) <n—2, se 2 1<p<n-2.

ii) Se n € impar
2<h(PChp1) <n—1, se n341<p<n—2.

Prova:

i) Considere n pare 1 <p < ”7_2 Da Proposicao 6.3.4, tem-se u(PC,, 1) = n—2.
Assim, h(PCpp1) = n—2—2p. Se p = 1 entdo h(PC,,1) = n — 4. Se
p="12 h(PCp,p1) =0. Para 1l < p < 22 h(PC,pi11) = n((PCrpi11) —
d(PCppi11)) € d(PCrpi11) = d(PCp i) + 2. Daf chegamos a h(PCy py11) =
h(PCyp1) — 2. Logo, h(PC pi11) < h(PCppa) €, portanto, 0 < h(PC,, 1) <
n —4.

Agora, considere "T’Q +1 < p < n— 2. Novamente da Proposicao 6.3.4 tem-

se W(PCpp1) = n — 1. Assim, h(PCpp1) = 2n—2—2p. Sep = 22 + 1,
h(PCypp1) =n—2. Se p=n— 2 entao h(PC, ;1) = 2. De maneira analoga
feita anteriormente, ¥ 32 +1 < p < n —3, temos h(PCypi11) < h(PCupa).

Portanto, V ”T_2+1§p§n—2,2§h(G) <n-—2.
ii) A prova segue de maneira similar ao caso 7).H

Lema 6.3.6 Dentre todos os grafos PCp 1, 1 < p < n — 2, os unicos grafos nao-
balanceados que possuem conjunto equilibrador sao os caminho-completo em que n €

par e p = ”7_2, PC’nyanzJ. Além disso, o conjunto equilibrador € pleno.
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Prova:

O grafo PC,, ;1 possui 1 vértice de grau p, p vértices de graun—1e (n—p—1)
vértices de grau n — 2. Sabemos que grafos balanceados possuem conjunto equili-
brador vazio, mas os nao-balanceados podem ou nao possuir conjunto equilibrador

vazio. De acordo com os Lemas 6.1.5 e 6.1.6, temos dois casos a considerar:

Em ambos os casos, u(PCpp1) = n —2. Assim, |U(PC,,1)| = p, |B(PChpi)| =
n—p—1e|L(PCyhpi1)| = 1. Como |L(PC,,1)| =1, se PC,,, 1 possuir conjunto
equilibrador nao vazio, este tem que ser pleno. Logo, ¥ = L(PC,, ). Da expressao
6.1 é facil chegar que, neste caso, p = ”T_2 Portanto, PCn,"T*% é o tnico grafo
nao-balanceado que possui conjunto equilibrador nao vazio, sendo este equilibrador
pleno. B

As Tabelas 6.4 e 6.5 apresentam um resumo dos resultados obtidos deste capitulo.
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18

Medida de Irregularidade

Grafo Extremal

Restricoes

Referéncia

@—1 <k §"("_3)—1, sen ¢épar

e(@)/o(G) Gk 2 Balanceados | Proposigao 6.2.2
%—1 <k S"(nz_?’)—l se n é impar
n=3 k=0
e(G) H, Balanceados | Proposicao 6.2.5
n=4; k=1
o(G) QS(n,m) d=n—-1;t=n—2 Balanceados | Proposigao 6.3.3
4<n<6; n—2<k<n
7T<n<12, n—3<k<n
Numericamente observado
13<n<200n—-—4<k<n
irr(Q) SCF(n,k,t) Balanceados 4<n<54

21<n<30;n—5<k<n
31 <n<42;n—-6<k<n

43<n<bdn—-T7<k<n

0<t<n—-k-1

Tabela 6.4: Grafos extremais para ¢(G), o(G) e irr(G) balanceados




Medida de Irregularidade

Classe de Grafos | Grafos Restrigoes Referéncias
e(@)/Conjectura 3.1.7 H(n) PA(n,k) I n>4el<k<n-1 nao-balanceados | Proposigao 6.3.2
e(G)/ Conjectura 4.1.7 | PCy 1 PChp1 | 1<p<™2senépar nao-balanceados | Lemas 6.1.5 € 6.1.6 e
1<p< "T_?’ se n € impar Proposicao 6.3.4

¢8

Tabela 6.5: Grafos nao-balanceados




Capitulo 7

Consideracoes Finais

A primeira contribuigao desta tese estd no Capitulo 3 onde reunimos os princi-
pais resultados referentes aos invariantes utilizados como medida de irregularidade
existentes na literatura. Neste mesmo capitulo, apresentamos uma alternativa de
prova de resultado conhecido dado na Proposicao 3.2.2 e também para o Lema 3.2.3.
Finalmente, embora nao tenhamos conseguido provar a Conjectura 3.3.4, mostramos
que ela é verdadeira para os grafos abacaxi e os grafos conexos antiregulares até 12
vértices.

Os resultados apresentados no Capitulo 4 sao todos originais. Nas Proposic¢oes
4.1.2 e 4.1.3 provamos que os grafos PC), , 1 sao os extremais para as medidas do des-
vio dos graus e variancia. Com respeito a irr(PC,,, 1), outros grafos extremais foram
obtidos, indicando ser este invariante nao comparavel aos 2 anteriores com relagao
a irregularidade dos grafos. Em contraponto a isto, concluimos que os invariantes
irr(G) e s(G) s@o equivalentes quando G é um grafo split completo, dado que pro-
vamos que irr(SC(n, k) = §5(SC(n, k)). Portanto, os grafos extremais na classe
dos SC(n, k) s@o iguais para ambas as medidas irr(G) e s(G). Ja para a medida
o(SC(n, k)), determinamos a existéncia de outros grafos extremais distintos daque-
les obtidos para irr(G) e s(G), como é possivel conferir no Teorema 4.2.3. As Tabelas
4.2 e 4.3 apresentam um resumo dos resultados obtidos naquele capitulo. Tais resul-
tados foram incluidos num artigo artigo submetido a revista Pesquisa Operacional

e apresentado no congresso "Conference on Applications of Graph Spectra in Com-
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puter Science" em Barcelona-Espanha, no més de julho de 2012. No Capitulo 5,
apresentamos uma nova medida de irregularidade /(G), envolvendo a energia e ener-
gia laplaciana sem sinal. Além disso, estalecemos a Conjectura 5.1.3 que determina
o grafo mais irregular para [(G) dentre todos os grafos conexos.

No Capitulo 6, uma outra contribuicao nossa aparece quando determinamos
expressoes matematicas para o top e o gap de grafos estremais para as medidas de
irregularidade €(G), o(G) e irr(G). Isto nos levou a concluir que para quase todas
as classes de grafos extremais estudadas, a maioria dos grafos pertencentes a cada
classe sao nao-balanceados o que pode ser observado na Tabela 6.4. Parte destes
resultados foram publicados em Oliveira et al. [31].

Finalmente, & época de concluir esta tese, encontramos uma outra medida de
irregularidade definida, em 2010, por Estrada [15]. O autor considerou como medida
de irregularidade de um grafo o "indice de heterogeneidade" dado por p/(G) =

> (di_% —dj_%)Z. Se o grafo G é regular, entdo p'(G) = 0. E o indice p'(G) aumenta
gg)\sfglor quando as diferencas entre os graus dos vértices adjacentes aumentam. Essa
medida pode ser expressada como uma forma quadratica da matriz laplaciana do
grafo. Portanto, é uma medida espectral. Propomos como trabalho futuro comparar
o indice de heterogeneidade com as medidas estudadas nesta tese como, por exemplo,

determinar grafos extremais para o indice de heterogeneidade com condigoes sobre

o grafo e analisar as suas caracteristicas.
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