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equilibrada, além de apresentar um conceito recente chamado de coloracdo de
vértices com folga de ordem k. Em seguida, tomando como base o produto cartesiano
de grafos, definiu-se o produto cartesiano para digrafos, o que propiciou a insercao de
um novo tipo de produto de grafos, chamado aqui de produto funcional. A partir deste
produto, gerou-se uma familia de grafos regulares, que podem ser coloridos com folga
de ordem 4 com A4 + 1 cores. Provou-se ainda que se um grafo regular pode ser
colorido com folga 4 com A4 + 1 cores, entdo sua coloragdo total é equilibrada. Em
seguida, mostrou-se que esta familia € suficientemente grande, isto é, que pode ser
estendida preservando a regularidade e a coloragéo equilibrada. O trabalho termina

com uma aplicacdo sobre coloracao total equilibrada em redes de interconexao.
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and the equitable coloring. The work ends with an application to equitable total coloring

in interconnect networks.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

1.1. Introducéo

Neste capitulo introdutério, inicialmente fez-se uma breve descricdo histérica
acerca da teoria dos grafos. Em seguida, relatou-se os aspectos relevantes referentes
a motivacdo para o desenvolvimento deste estudo, bem como seus objetivos. Na
seccao vindoura, apresentou-se a organizagao textual do trabalho. Por ultimo, discutiu-
se formalmente alguns conceitos basicos da teoria dos grafos usados neste trabalho.
Para embasar este capitulo, utilizou-se BONDY e MURTY (1976), BOAVENTURA
NETTO (1996), DIESTEL (1997), SEOUD et al. (1997), FONSECA (2000), ISOBE
(2002), ZMAZEK e ZEROVNIK (2000), KEMNITZ e MARANGIO (2003), JURKIEWICZ
(2004), LOZANO (2005), LOZANO et al. (2008), CHUNLING et al. (2009), LOZANO et

al. (2009), PRNAVER e ZMAZEK (2009), FRIEDMANN et al. (2011).



1.2. Um Breve Historico

A teoria dos grafos tem uma origem relativamente recente (século XVIII) na
historia da matemética, sendo seu surgimento estabelecido em 1736, ano da solucéo
do problema das pontes de Konigsberg por Euler. Além deste, poucos trabalhos
surgiram até meados do século XIX, destacando-se o de Kirchhoff que, em 1847,
utilizou modelos em &rvores no estudo de circuitos elétricos, e o de Cayley, que
utilizou o conceito de grafo para fazer a enumeracdo dos isbmeros dos

hidrocarbonetos alifaticos saturados, em quimica organica.

A partir dai, diversos problemas e aplicac6es surgiram, e algumas sub-areas
foram, naturalmente, nascendo dentro da teoria dos grafos. A coloragcdo é uma sub-
area que teve seu inicio com a Conjectura das Quatro Cores, apresentada por Francis
Guthrie a Augustus De Morgan, por volta de 1850 e provada por Appel e Haken, em

1977.

A importancia deste problema reside nos desenvolvimentos tedricos trazidos
pelas tentativas de resolvé-lo, os quais enriqgueceram a teoria dos grafos em diversos
aspectos ao longo da primeira metade do século XX. Em 1941, Brooks provou que, se
G € um grafo conexo e ndo € um ciclo impar e nem um grafo completo, entdo y < 4,
onde 4 representa o grau maximo do grafo e Y, o nimero cromatico de G, isto é, o
menor numero de cores que se pode utilizar para colorir os vértices de um grafo.
Juntamente com a coloracdo de vértices, o interesse pelo estudo da coloragédo de
arestas e o estudo do indice cromatico ¥ de um grafo, aumentaram bastante. Neste
sentido, o importante Teorema de Vizing, em 1964, resultado obtido
independentemente por Gupta em 1966, estabelece que 4< Y < 4+ 1. Na verdade,
Vizing provou um teorema mais geral para multigrafos, demonstrando que A< Y’ <4+
4, onde u representa a multiplicidade do multigrafo. Na pratica, rapidamente foram

encontradas diversas aplicacbes para a coloracdo de vértices e arestas, em



diferentes areas, como alocacdo e escalonamento de tarefas, desenho e instalacéo

de redes elétricas, redes de interconexao, dentre outras.

As nocdes de coloragdo total e de nimero cromético total ' de um grafo
foram introduzidas em 1965, simultaneamente por Behzad e Vizing. Neste mesmo
ano, eles conjeturaram que Y’ < 4 + 2. Novamente, Vizing fez uma conjectura mais
geral afirmando que ¥ <A+ u+1. Para o0 caso geral, essas conjecturas permanecem

em aberto até hoje.

1.3. Motivacao e Objetivos do Trabalho

As primeiras nogdes de coloracdo equilibrada de vértices surgiram no inicio da
década de 70, com HAIJNAL e SZEMEREDI, enquanto que o conceito de colorac&o
total equilibrada foi abordado em 2005 por LOZANO, que apresentou 0s principais
resultados relativos as coloragfes total e total equilibrada, e ainda relacionou estes
temas com os grafos regulares e planares. Mostrou também que é possivel colorir de
forma total e equilibrada arvores utilizando 4 + 1 cores, e finalizou desenvolvendo trés

heuristicas para coloracao total equilibrada em grafos.

Em 1997, SEOUD et al. determinaram o numero cromatico total para varios
grafos gerados a partir do produto cartesiano, em particular, caminho x estrela, ciclo x

estrela, caminho x ciclo e ciclo x ciclo.

ZMAZEK e ZEROVNIK, em 2000, provaram que se a conjectura de Behzad-
Vizing for verdadeira para os grafos G e H, entdo é verdadeira para o produto

cartesiano G x H.

Em seu trabalho, KEMNITZ e MARANGIO (2003) investigaram o numero
cromético total dos produtos cartesianos obtidos de dois grafos completos, dois ciclos,

e um grafo completo e um grafo bipartido.



Ja4 CHUNLING et al. (2009), trabalharam com a coloracao total equilibrada em

produtos cartesianos obtidos de dois ciclos.

Em 2008, LOZANO et al. descreveram uma interessante aplicacdo sobre
coloracao total equilibrada. Este conceito foi empregado para obter uma representacéo
natural para o processamento paralelo em redes de interconexdo, onde uma coloracao
total equilibrada, com no maximo 4 + 2 cores, foi utilizada para modelar as principais

topologias de redes de interconexao, satisfazendo assim a conjectura de Vizing.

LOZANO et al. (2009), introduziram um tipo de coloracéo prépria de vértices
chamada de coloracdo com folga de ordem k, sendo k um inteiro positivo. Mostraram
também que a coloracdo com folga k é uma extensdo do conceito de coloracdo 2-
distante, e provaram que é sempre possivel colorir um grafo G qualquer com folga de

ordem 2, com 4+ 2 cores.

Em seguida, em 2011, FRIEDMANN et al. apresentaram uma técnica para
coloracao total, tomando como base uma coloracdo com folga de ordem 4, com 4+ 1
cores. Os autores mostraram que é possivel colorir totalmente o grafo Block-Cactus,

utilizando esta técnica.

Motivado pelos trabalhos citados acima, pretende-se atingir 0s seguintes

objetivos:

= Apresentar o conceito de produto funcional de grafos, que tem como base 0

produto cartesiano de grafos.

= A partir do produto funcional de grafos, apresentar uma nova subfamilia de
grafos regulares, que podem ser coloridos com folga de ordem 4com 4+ 1

cores.

= Mostrar que se um grafo regular pode ser colorido com folga 4com 4+ 1

cores, entdo sua coloracao total € equilibrada com 4+ 2 cores ho maximo.



= Mostrar que essa familia é suficientemente grande, isto €, que pode ser

estendida preservando a coloragao total equilibrada.

1.4. Organizacao do Trabalho

Neste trabalho, além da visdo geral fornecida neste capitulo, elaborou-se mais
cinco capitulos. No segundo capitulo, seréo apresentados os conceitos de coloragcdo
com folga, coloracdo de vértices, arestas, total e coloracdo total equilibrada que se
utilizou ao longo do texto, bem como uma técnica para coloracao total, que toma como

base a coloracdo com folga de ordem A4, descrita por FRIEDMANN et al. em 2011.

No terceiro capitulo, serdo apresentadas ideias que tomam como base o
conceito de produto cartesiano de grafos, inicialmente estendido para digrafos, o que
propiciou a insercdo de um novo tipo de produto de grafos chamado aqui de produto

funcional de grafos. O capitulo terminar4 com a generalizacao deste produto funcional.

No quarto capitulo, a partir do produto funcional de grafos, sera apresentada
uma nova subfamilia de grafos regulares, que podem ser coloridos com folga de
ordem 4 com 4+ 1 cores. Em seguida, sera provado que se um grafo regular pode ser
colorido com folga 4 com 4 + 1 cores, entdo sua coloracgédo total é equilibrada. A prova

de que essa familia é suficientemente grande, encerrara o capitulo.

O quinto capitulo serd reservado para uma aplicacdo. Nele sera descrito o
trabalho de LOZANO et al., que apresentaram em 2008 uma interessante aplicacéo
sobre coloragéo total equilibrada em redes de interconexdo. Em seguida, as principais
topologias de rede do tipo ponto-a-ponto serdo exibidas, e o capitulo terminara com

algumas sugestdes de novas topologias para este tipo de rede.

O capitulo 6 apresentara as conclusdes, seguidas de algumas sugestdes para

trabalhos futuros.



1.5. Defini¢cbes

Nesta secdo, sdo descritas definicbes basicas da teoria de grafos que séo
utilizadas no trabalho. Optou-se em apresenté-las de forma bem detalhada e utilizando

diversas ilustracdes.

Definicdo 1.1. Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), E(G), %), formada por

um conjunto finito ndo vazio V(G) de vértices, um conjunto E(G) de arestas e uma
funcao de incidéncia % que associa a cada aresta de E(G) um par ndo ordenado de

vértices.

Deste ponto em diante, a fungdo %4 serd omitida e um grafo G sera denotado
por G(V(G), E(G)) ou G(V, E) ou mais simplesmente G quando nao houver
necessidade de destacar o conjunto de vértices e/ou arestas. O numero de vértices é
representado por |V| ou n, enquanto o numero de arestas é representado por |E| ou
por m. Se e 00 E(G) e u, v O V(G), sao tais que ¥5(e) = uv, diz-se que e liga ou
conecta u e v, ou ainda, que u e v sdo 0s extremos ou pontos finais da aresta e que
também sera denotada por uv. Neste caso, diz-se que u e v sdo adjacentes, e que a
aresta e € incidente aos vértices u e v. Se duas arestas possuem um extremo comum
sdo ditas adjacentes. Duas arestas com 0s mesmos extremos sado ditas paralelas ou
multiplas. Um grafo sem arestas multiplas € chamado de grafo simples. Um grafo com
arestas multiplas é chamado também de multigrafo. Uma aresta com extremos iguais
€ chamada de laco. Neste trabalho, a palavra grafo tem o significado de grafos
simples sem lagos. Para cada vértice v o niumero de arestas incidentes a v é dito grau
do vértice v e denotado por dg(v), ou simplesmente por d(v), quando nao existir
ambiguidade com relacdo ao grafo. O conjunto de vértices adjacentes ao vértice v,

sera representado por Adj(v). O nuamero mDi/nd(v) sera denotado por JG), ou

simplesmente por J, quando ndo existir ambiguidade, enquanto o nimero max d(v)
\



sera denotado por A(G), ou simplesmente por 4, quando nao existir ambiguidade com
relagdo ao grafo. Um grafo G(V, E), tal que todos os seus vértices tenham 0 mesmo
grau k € chamado de grafo k-regular. Dado um grafo simples G(V, E), se G é (n-1)-
regular, entdo € chamado de grafo completo de ordem n (ou clique) e denotado por

K,. Se E = [0, entdo G é chamado de grafo vazio de ordem n e denotado por O,

A Figura 1.1 abaixo mostra um exemplo de grafo onde V ={a, b, c,d, e, f} e E

={ab, ac, ad, ae, bd, be, bf, cd, de, ef}.
ev@
e"A N
(——)
Figura 1.1. Um grafo G = (V, E)comn=6 e m = 10.

No caso em que as arestas sdo orientadas (arcos), este grafo recebe o nome

de digrafo , e é representado por G(V, E).

S

Figura 1.2. Um digrafo G(V, E) comn=6em = 10.

Seguem abaixo, outras definicbes fundamentais para o presente estudo.

Definicdo 1.2. Seja G(V, E) um grafo; um grafo H(V’, E’) é dito um subgrafo de G

seV' [/VeFE [JE.



Figura 1.3. Um grafo G(V, E) e seu subgrafo H(V’, E).

Definicdo 1.3. Seja G(V, E) um grafo; um subgrafo H(V’, E’) de G é dito subgrafo

induzido de G, se uv O E implica em uv O E'. Adotou-se a notacdo G[V’], para

denotar o subgrafo induzido.

.y

Figura 1.4. Um grafo G(V, E) e seu subgrafo induzido pelo subconjunto {a, c, d, e} de V(G).

Definicdo 1.4. Seja G(V, E) um grafo. O grafo H(V’, E’) é dito subgrafo parcial de

G,seE'0E, eV étalquesev 7V entdo v € extremo de uma aresta de E’. Adotou-

se a notacdo G[E'], para representar o subgrafo parcial.

Figura 1.5 . Um grafo G(V, E) e seu subgrafo parcial obtido do subconjunto
{ac, ad, ae, de, ef} de E(G).



Definicdo 1.5. Sejam G(V, E) um grafo e S 0 V. O conjunto de todos os vértices de
G-S adjacentes a vértices de S, em G, é dito de vizinhanga do conjunto S, e
denotado por N(S). Se S for um conjunto unitario S = {v}, usaremos a notacao N(v) em

lugar de N({v}).

Conjunto S

Figura 1.6. Um conjunto S = {a, c} e sua vizinhanca {b, d, e}.

Definicdo 1.6. Um caminho em um grafo G(V, E) é uma sequéncia finita e néo

nula W = vpevie,v, ... eV CUjos termos sao alternativamente vértices e arestas, tais
que, para i = 1, ..., k, os extremos de e; sdo vi; e v; e nenhum elemento de W se
repete. Neste caso, diz-se que o caminho W liga ou conecta os vértices vy € V. Se
uma sequéncia satisfaz as condi¢des acima, e, além disso, Vo = v, entdo a sequéncia

é chamada de ciclo .

oo Coo”

Figura 1.7. Um caminho e um ciclo.

Definicdo 1.7. G(V, E) é dito um grafo conexo , se para todo par de vértices u, v

existe um caminho que liga u a v. Caso contrario, G € chamado de grafo desconexo .
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Se para cada par de vértices u, v existem pelo menos k caminhos disjuntos ligando u

com v, entdo G é dito k-conexo.

Figura 1.8. Um grafo conexo.

Definicdo 1.8. Uma arvore é um grafo conexo sem ciclo, isto é, para um dado n,

uma arvore é o grafo conexo com menor nimero de arestas, ou seja, n — 1.

Figura 1.9. Uma arvore com grau maximo 3.

Definicdo 1.9. Um conjunto S OV em um grafo G(V, E) é dito independente se,
para todo par {i, j} O S se tem (i, j) O E ou, o que é equivalente, S n N(S) = 0. Um

conjunto independente S é maximal se S O N(S) = V.
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o [X] >

Figura 1.10. {c, f} € um conjunto independente maximal do grafo G(V, E).

Definicdo 1.10. Um emparelhamento € um subconjunto de arestas M 0 E em um

grafo G(V, E) tal que nenhum vértice seja incidente a mais de uma aresta de M. Se

um emparelhamento envolver todos os vértices do grafo, ele € chamado perfeito .

Figura 1.11. Um grafo G(V, E) e um emparelhamento perfeito de G(V, E).

Definicdo 1.11. Sejam G(V, E) um grafo e v 0 V um vértice de G. Diz-se que v é
simplicial quando Adj(v) € uma cligue em G, isto é, o subgrafo G[Adj(v)] de G

induzido por Adj(v) € um grafo completo.

No grafo da Figura 1.12, os vértices c, h, i sdo simpliciais, pois suas listas de
adjacéncias induzem subgrafos completos, ou seja, Adj(c) = {d, e} = K,, Adj(h) = {b, f,

g} = Ks, Adj(i) = {a, d} = Ka.
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Figura 1.12. Um grafo G(V, E) e seus vértices simpliciais c, h, i.

Definicdo 1.12. Um k-caminho em um grafo G = (V, E), k > 0, com comprimento p
> 0, € uma sequéncia (By, C4, By, ..., Cp, By), tal que:

) Bj0V,0<]<p,séo k-cliques distintas de G;

i) COV,1<i<p,sao (k+1)-cliques distintas de G;

i) Biy O Cj, Bi U Ci e nenhuma outra k-clique B, 0<j<p,jZi—1ej#i, éum

subconjuntode C;, 1 <i<p.

A Figura 1.13 mostra um 3-caminho maximal representado pela sequéncia ({a,
b, d}; {a, b, c, d}; {a, b, c}; {a, b, c, f}; {b, c, f}; {b, c, f, h}; {c, f, h}; {c, f, h, i}; {c, h, i}).
Este 3-caminho é maximal, pois ndo existe outro 3-caminho que contenha mais do que

quatro 4-cliques neste grafo.
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Figura 1.13. 3-arvore e 3-caminho maximal de comprimento 4.

Definicdo 1.13. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices, sendo n > k. G € um grafo

k-caminho quando existe em G um k-caminho de comprimento n — k.



14

Segue abaixo, na Figura 1.14, um grafo 3-caminho de comprimento 5,
representado pela sequéncia ({a, b, c}; {a, b, ¢, d}; {a, ¢, d}; {a, c, d, e}; {c, d, e}; {c, d,

e, f}; {c.e f}; {c, e f g} {ef g} {ef g h}{e g h}.

Figura 1.14. Grafo 3-caminho de comprimento 5.

Definicdo 1.14. Um esquema de eliminagéo perfeita ( EEP) de G € uma funcdo

bijetora o {1, ..., n} - V, tal que d(i) € um vertice simplicial em G[{d(j) | i <] < n}], para

i=1,..,n.

Em outras palavras, um esquema de eliminacdo perfeita dispde os vértices em
uma sequéncia d(G) = [d(1), ..., an)], de maneira que todo vértice seja simplicial no
subgrafo G induzido por ele e pelos que 0 seguem nha sequéncia o. Assim, d(i) = v,
significa o i-ésimo vértice na sequéncia o e o*(w) corresponde & posicdo ocupada

pelo vértice w na sequéncia o.

Para determinar um esquema de eliminacéo perfeita, inicia-se a partir de uma
sequéncia vazia de vértices, onde a cada passo um vértice simplicial € escolhido,
acrescentado a sequéncia e excluido do grafo. Ao final do processo esta sequéncia

contera um esquema de eliminacao perfeita. Para o grafo da Figura 1.12, um possivel
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esquema de eliminacéo perfeita é a sequéncia [i, a, h, g, f, b, e, c, d], onde o vértice i &
simplicial em G[{i, a, h, g, f, b, e, ¢, d}], o vértice a é simplicial em G[{a, h, g, f, b, €, c,
d}] e assim sucessivamente. A sequéncia [h, ¢, i, f, g, e, d, a, b] é outro esquema de

eliminacéo perfeita para este grafo.

Neste exemplo abaixo, apresentado por FONSECA (2000), pode-se observar
gque a sequéncia de vértices [g, d, b, a, h, e, c, f] forma um esquema de eliminacdo

perfeita do grafo G.

®

Figura 1.15. Um grafo G e seu EEP através da sequéncia de vértices [g, d, b, a, h, e, c, f].
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Definicdo 1.15. Um quadrado latino de ordem n é uma matriz n x n preenchida

com pelo menos n diferentes simbolos, de tal maneira que cada simbolo ocorre no

maximo uma vez em cada linha ou coluna.

Segue abaixo, na Figura 1.16, exemplos de quadrados latinos:

123 szd
2 3 1 Z‘;‘
312 cada

d a b c

(A) (B)

Figura 1.16 . (A) Quadrado latino de ordem 3. (B) Quadrado latino de ordem 4.

Como foi dito acima, este capitulo teve como objetivo descrever os conceitos
basicos, além de apresentar de forma preliminar o assunto que serd abordado neste
trabalho, isto €, coloragcdo em grafos. No préximo capitulo, serdo apresentadas
algumas definicbes envolvendo os tipos de coloracdes utilizadas no decorrer deste

texto.
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Capitulo 2

Extensao Natural de uma Coloracdo com Folga

de Ordem 4

2.1. Introducéao

Este capitulo se inicia com as definicdes de coloragéo de vértices, de arestas,
total e total equilibrada que se baseiam em YAP (1986), YAP (1996), ISOBE (2002) e
LOZANO (2005). Segue com a introducdo de um conceito recente, coloracdo de
vértices com folga, dada por LOZANO et al. (2009). Finalizando, sera apresentada
uma técnica de completamento de cores chamada de extensdo natural de uma

coloracdo com folga de ordem A4, descrita por FRIEDMANN et al. em 2011.

Para ilustrar essa técnica, sera provado que para todo grafo k-caminho existe
uma coloragdo como folga de ordem 4, e como conseqiéncia, obteve-se uma

coloracao total dessa familia utilizando o resultado citado acima.
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2.2. Coloracdo de Vertices, de Arestas, Total e Tot al

Equilibrada

Nesta secdo, sdo apresentados os conceitos de coloracdo de vértices, de

arestas, total e total equilibrada que servirdo de suporte para o restante do trabalho.

Definicdo 2.1. Dado um grafo G(V, E), uma coloracdo de vértices de G é uma

aplicacdo do conjunto de vértices V em um conjunto de cores C = {c4, Cy, ..., C}, kK O

N. Uma coloracao de vértices com k cores € chamada de k-coloracdo de vértices.

Uma coloracdo de vértices propria é uma coloracéo de vértices tal que nenhum
par de vértices adjacentes tem associada a mesma cor. Uma coloracdo de vértices

prépria com k cores, é chamada de k-coloracdo de vértices propria.

Dado um grafo G(V, E), 0 menor niumero que permite colorir propriamente 0s

vértices de G é chamado de nimero cromatico de G, o qual é denotado por x(G), ou

simplesmente Y, se ndo existir ambiguidade.

A Figura 2.1 mostra uma 3-coloragdo de vértices propria com as cores 1, 2 e 3.

Neste caso, X(G) = 3.

Figura 2.1. 3-coloragédo de vértices propria.
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Definicdo 2.2. Dado um grafo G(V, E), uma coloragio de arestas de G é uma

aplicacdo do conjunto de arestas E em um conjunto de cores C = {cy, Cp, ..., C}, k [

N. Uma coloracao de arestas com k cores, é chamada de k-coloracéo de arestas.

Uma coloracado de arestas propria € uma coloracdo de arestas tal que nenhum
par de arestas adjacentes tem associada a mesma cor. Uma coloracdo de arestas

prépria com k cores é chamada de k-coloracéo de arestas propria.

Dado um grafo G(V, E), o menor nUmero que permite colorir propriamente as
arestas de G é chamado de indice cromético de G, o qual é denotado por ¥ (G), ou

simplesmente x’, se ndo existir ambiguidade.

Como exemplo, a Figura 2.2 ilustra uma 3-coloracao de arestas prépria, com as

cores 1,2 e 3, emque x(G) = 3.

Figura 2.2. 3-coloragéo de arestas propria.

Em 1964, Vizing provou que para qualquer grafo simples G ¥ (G) < AG) + 1,
YAP (1986). Quando Y (G) = 4A(G), G é chamado de Classe 1; caso contrario, Classe
2. HOLYER (1981) provou que é NP-completo' determinar se um grafo simples é
Classe 1 ou Classe 2. No entanto, esforcos tém sido feitos para dar uma

caracterizacdo parcial. Por exemplo, VIZING (1965) mostrou que um grafo simples

! Pode-se dizer que os problemas NP-completo estdo entre os problemas mais dificeis da teoria da complexidade
computacional.
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planar é de Classe 1, se 0 seu grau maximo € de pelo menos 8. Em contraste, ele
observou que para 0s graus maximos 2, 3, 4, e 5 existem grafos planares simples de

Classe 2. A Figura 2.3 mostra um grafo de Classe 1 colorido com 4 = 4 cores:

Figura 2.3. Grafo de Classe 1.

Definicdo 2.3. Dado um grafo G(V, E), uma coloracgéo total de G é uma aplicagéo

do conjunto E OO V em um conjunto de cores C = {cy, C, ..., &}, k O N. Uma coloracdo

total com k cores é chamada de k-coloragéo total.

Uma coloracéo total propria € uma coloragao tal que nenhum par de elementos
incidentes ou adjacentes tem associada a mesma cor. Uma coloracao total propria
com k cores é chamada de k-coloracdo total prépria. Nesse texto, a expressao

“coloracao total” sempre sera usada em referéncia a “coloracéo total propria”.

O menor nimero de cores que permite construir uma coloracao total prépria de
G é chamado numero cromatico total de G e denotado por ¥’(G), ou simplesmente

X', se ndo existir ambiguidade.

Definicdo 2.4 . Dado um grafo G(V, E), um conjunto de cores C e uma coloragéo
total c: EOV - {cy, Cy ..., &}, com k O N, de G, com as cores de C. Esta coloracéo

total € equilibrada se, para todo par de cores cie ¢;, i # j, tem-se |a(c;) — a(c)| < 1, onde
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a(c) = |c™(c)], i = 1, ... k, ou, dito de outra forma, a(c) representa o nimero de

apari¢cGes da cor ¢ na coloracao.

Dado um grafo G(V, E), o menor nimero de cores que permite construir uma

coloracéo total equilibrada de G € chamado niumero cromatico total equilibrado de

G e denotado por x; (G) ou simplesmente y;, se néo existir ambiguidade.

A Figura 2.4 ilustra uma 4-coloracéo total equilibrada, com as cores 1, 2, 3 e 4.
Nela, observa-se que a(l) = a(2) = a(3) = a(4) = 4, o que de fato caracteriza uma

colorac&o total equilibrada. Neste caso, x; (G)=4.

Figura 2.4. 4-coloracéo total equilibrada.

De agora em diante, para qualquer tipo de coloracdo, se um elemento x tem

associada uma cor ¢ diz-se que x esta colorido com a cor c.

Claramente, x"(G)=4(G)+1, para qualquer grafo G. Consequentemente, o
namero cromatico total equilibrado possui 0 mesmo limite inferior, pois, evidentemente,
X' < .. Por outro lado, os matematicos Vadim Vizing e Medhi Behzad conjecturaram
que todo grafo simples G possui uma coloragdo total com no maximo 4(G) + 2 cores.
Esta conjectura, descrita a seguir, também conhecida como Conjectura da Coloracao

Total ou de Vizing-Behzad foi apresentada em 1965, independentemente, por Vizing e

Behzad, YAP (1996).
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Conjectura da Coloracdo Total (Vizing-Behzad) . Para qualquer grafo G,

tem-se Y'(G) < 4(G) + 2.

Na verdade, Vizing propds uma conjectura mais geral, que diz que para

qualquer multigrafo G, y'(G) < AG) + 1(G) + 1.

2.3. Coloracao de Vértices com Folga

LOZANO, FRIEDMANN, WAGA E MARKENZON, 2009, introduzem, um tipo de
coloracédo propria de veértices que chamam de coloracado com folga de ordem k, sendo
k um inteiro positivo. Dentre os resultados mostrados pelos autores, destacamos um
que diz que é sempre possivel colorir um grafo G qualquer com folga de ordem 2, com

A(G) + 2 cores.

Definicdo 2.5. Considere um grafo G = (V, E) e k O Z.. Uma coloragao propria c: V

- C de G é denominada uma coloragcdo com folga de ordem k de G, quando para

todo v O V se d(v) < k entdo |c(N(v))| = d(v), caso contrario [c(N(V))| = k.

Assim, na coloracdo de vértices com folga de ordem Kk, vértices com grau
menor do que a folga exigida devem ter todos os vizinhos coloridos com cores
distintas e os de grau igual ou maior do que k, devem utilizar na vizinhanca pelo
menos k cores. Para o caso k = 1, temos coloracdo propria usual de vértices, e 4 é

cota superior para a ordem da folga.

A Figura 2.5 a seguir ilustra a coloragdo de um ciclo com 4 vértices. Em (A)
tem-se uma coloracdo de vértices habitual, enquanto em (B) a coloracdo dos vértices

do ciclo é com folga 2.
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(A) (B)

Figura 2.5. (A) Coloragédo de vértices usual e (B) coloragao de vértices com folga 2

Diz-se que G é t-colorivel com folga de ordem k quando |c (V )| =t <|C|. Define-

se também o nimero cromatico com folga de ordem  k de G, denotado por x/(G),

como o menor valor de t para o qual existe uma coloracédo com folga de ordem k para

os Vvértices de G.

Na Figura 2.6(A), abaixo, a coloracdo propria de vértices apresentada é

também uma coloracdo com folga de ordem 2. Desta forma, x?(G)=x(G)=3. Na
Figura 2.6(B) tem-se um octaedro colorido com folga de ordem 3 com x*(G)=5 e na

Figura 2.6(C) uma colorag&do com folga de ordem 4 com x;'(G) =6.

AN
VA4 N4'

(A) (B) ©

Figura 2.6. Coloracdo com folga de ordem 2, 3 e 4, respectivamente.

Teorema 2.1. (LOZANO, FRIEDMANN, WAGA E MARKENZON, 2009). Para todo

grafo G # Cs, onde Cs € o ciclo com 5 vértices, existe uma coloracdo com folga de

ordem 2 com 4 + 2 cores, isto é, )(f(G) <A+ 2,
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Prova. Ver Anexo A.

Os autores ressaltam ainda que para coloragdes com folga de ordens maiores
do que 2 ndo é possivel obter um resultado analogo, isto €, que o resultado do
Teorema 2.1. ndo pode ser estendido diretamente para ordens maiores do que 2.
Exemplificam, mostrando que grafos com 4 = 3 ndo podem ser coloridos com folga de

ordem 3 com 4 + 3 cores.

2.4. Extensdo Natural de uma Coloragcdo com Folga de

Ordem A

Nesta secdo, serdo apresentados os principais resultados deste capitulo.
Inicialmente, € provado que para todo grafo k-caminho existe uma (4 + 1)-coloragéo
com folga 4 para os vértices de G. Em seguida, apresenta a prova de que se existe tal
coloracdo em G, entdo existe uma coloracdo total de G com no maximo 4 + 2 cores.
Esta técnica € camada de extensao natural de uma coloragdo com folga de orde  m
A e foi apresentada em 2011 por FRIEDMANN, LOZANO, MARKENZON e WAGA
(2011). A secédo termina com um corolario que diz que todo grafo k-caminho satisfaz a

conjectura de Vizing para coloracdo total. A Figura 2.7 resume bem a sequéncia de

resultados desta etapa do trabalho.

) (4+1)- Coloragéo .
Sarrifi(r)]hlf) = coloracéo — total com — Cdoenj\fleicztitrjlra
com folga A (4+2) cores 9

Figura 2.7. Todo grafo k-caminho satisfaz a Conjectura de Vizing
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Teorema 2.2. Para todo grafo k-caminho existe uma (4 + 1)-coloragdo com folga 4

para os vértices de G.

Prova. A prova sera por inducdo sobre o nimero de vértices. Seja G(V, E) um grafo
k-caminho. Para n = k + 1 o grafo k-caminho é uma clique com k + 1 vértices e o
teorema vale trivialmente. Caso contrario, retire um vértice v simplicial de G e obtém-
se um grafo k-caminho G'(V’, E") e por hipbtese de inducdo existe uma 4s + 1
coloracdo com folga 4g, para G'. Recoloca-se v. Se 4s > 4g, entdo basta colorir v.com
a (4s + 2)-ésima cor, que € menor ou igual que 4s + 1, sendo seja X = {Xy, ..., X} O
conjunto dos vizinhos de v. Por facilidade, suponha que os vértices estdo enumerados
segundo sua ordem de entrada, tomando como base o esquema de eliminacdo
perfeita, na construcdo de G'. Note que x; estd ligado a k vértices Y = {yy, ..., y«} fora
da clique X = {xy, ..., X} € por definicdo de grafo k-caminho, ndo existe vértice x; que
esteja ligado a algum vértice x 00 X O Y, logo N(X) = N(x;). Dai basta colorir v com uma
cor diferente das cores usadas no conjunto {X;} 00 N(x;). Como 4 = 4g' = dg(X1) = |X]| +
Y| — 1 e por outro lado ds(X1) = [X| + |Y] = 1 + [{v}] = |X| + |Y|, temos que, no pior caso

[{x1} O N(x1)| = |X| + |Y| = 4s, sobrando ainda uma cor para o vértice v.[]

A Figura 2.8 ilustra algumas etapas do Teorema 2.2. A Figura 2.8(A) mostra o
um grafo 3-caminho G’, sem o vértice simplicial v, colorido com 4 + 1 cores, isto é,
com 7 cores. Ao recolocarmos v, temos, em (B), um dos casos que é o aumento do
grau do grafo G em relacdo a G’. Neste caso, pode-se colorir 0 vértice v com a cor cg.
No outro caso, como pode ser visto em (C), com a insercdo de v, o grau de G néo
aumenta, entretanto, o Teorema 2.2 garante que ainda € possivel colorir os vértices

grafo com A4+ 1 cores, ou seja, 7 cores.
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C2 Cy Cs C2 Cy Cs Cs

Cy C3 Cs (o C1 C3 Cs C7

(A) (B)

Clique Y

(©)

Figura 2.8. Etapas do Teorema 2.2.

Teorema 2.3. (FRIEDMANN, LOZANO, MARKENZON e WAGA, 2011). Sejam
G(V, E)umgrafo e c: V - C ={1, 2, 3, ..., 4+1} uma coloracdo com folga 4 dos

vértices de G. Entdo existe uma coloracao total de G com no maximo 4 + 2 cores.

Prova. Sejam Kz.1(V’, E’) o grafo completo de ordem 4+1,ec: V-C'={1, 2, ..., 4+2}
uma coloracao total de K,.,. Para facilitar a escrita, identificaremos os vértices de Kz
com a cor associada a ele por c. Novamente, por comodidade, suponhamos que as
cores 1, 2, 3, ..., 4+1 foram usadas para colorir os vértices de K4, tomando como

base, por exemplo, o processo de construcdo indutiva. Vamos estender a coloracéo ¢

as arestas de G da seguinte forma:

Definimos a aplicacao f: V-V’ da seguinte forma, f(u) =i onde i € o vértice de K., tal
que c(u) = c¢'(i). Agora para cada aresta uv [ E, definimos c(uv) = ¢'(f(u)f(v)). Observe

que a coloragao assim definida é propria, pois, se duas arestas uv e uv’ sdo incidentes
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em u entdo c(v) # c(v’), consequentemente f(v) # f(v’) e como c'(f(u)f(v)) # c'(f(u)f(v’)),
entdo c(uv) # c(uv’). Por outro lado, se uma aresta uv O E é incidente no vértice vV,

entdo c’(f(v)) # c'(f(u)f(v)), e dai c(u) # c(uv).0l

A Figura 2.9(B) mostra a coloracédo total de um grafo 2-caminho, tomando

como base a coloragao total do Kg, Figura 2.9(A).

Figura 2.9. Coloracéo total de um grafo 2-caminho com 4 + 2 cores.

Uma outra possibilidade é utilizar um quadrado latino para colorir as arestas de
um grafo G que possui uma (4 + 1)-coloracdo com folga 4 para os seus veértices.
Inicialmente, colore-se o grafo 2-caminho de acordo com o Teorema 2.2, Figura
2.10(A). Em seguida, constréi-se um quadrado latino de ordem 4 + 1, tomando como
base as cores cy, C,, Cs, C4, C5 € Cs, COMO Mostra a Figura 2.10(B). Finalizando, as

arestas sdo coloridas, respeitando-se a construcao deste quadrado, Figura 2.10(C).

Ci C, C3 Ci C5 Cg

Ci|ci|cs|co|cg|cs|cy

C|Cs|Co|Cg|C3|Cr|Ca

C3|Ch|CglCs|Cr|ca|Cy

Cs|Cs|Cs|Cr|Ca|Ci]|cCs

Cs|C3|Cr|cCa|Ci|C5]|Co

Cg|Cr|CalCi|Cs|Co|cCg

(A) (B)
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Figura 2.10. Coloracéo total de um grafo 2-caminho, com o auxilio de um quadrado latino.

Corolario 2.1. Todo grafo k-caminho satisfaz a conjectura de Vizing para coloragéo

total.

Prova. Pelo Teorema 2.2, tem-se que para todo grafo k-caminho existe uma (4 + 1)-

coloracdo com folga 4. Por outro lado, pelo Teorema 2.3, sabe-se que existe uma
coloracao total com no maximo 4 + 2 cores, para todo grafo G(V, E) que possui uma (4
+ 1)-coloracdo com folga 4. Com isso, infere-se que para todo grafo k-caminho existe
uma coloracdo total com no maximo 4 + 2 cores, 0 que satisfaz a conjectura de

Vizing.[]

A Figura 2.11(A) a seguir mostra a coloracdo total de um grafo 2-caminho
usando 4 + 2 cores, enquanto que em (B) tem-se a coloracéo total de um grafo 3-

caminho com 4+ 1 cores.
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Figura 2.11. Coloracgéo total de grafos 2-caminho e 3-caminho, respectivamente.

Este capitulo teve como objetivo apresentar uma técnica chamada de
extensdo natural de uma coloracdo com folga de orde  m A Para isso, fez-se uma
breve revisdo de coloracdo de vértices, arestas e total, além de apresentar o conceito
de coloracdo de vértices com folga. Como exemplo, provou-se ser possivel a
coloracdo com folga em grafos k-caminho. Em seguida, utilizou-se a extenséao natural
desta coloragdo para mostrar que todo grafo k-caminho se pode colorir totalmente com

A+ 2 cores.

A técnica de completamento de cores, descrita neste capitulo, juntamente com

0 conceito de produto funcional de grafos, que sera introduzido a frente, terdo papel
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fundamental na coloracdo total equilibrada em subfamilias de grafos regulares, que

sera apresentada mais adiante.
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Capitulo 3

Produto Funcional de Grafos

3.1. Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar algumas novas ideias, que tomam
como base o conceito de produto cartesiano de grafos estabelecido por SABIDUSSI
(1960) e VIZING (1963). Inicialmente, o conceito de produto cartesiano foi estendido
para digrafos, o que propiciou a insercdo de um novo tipo de produto de grafos
chamado aqui de produto funcional de grafos . O capitulo termina com a
generalizacdo deste produto funcional. Para embasar esta etapa do trabalho, além das
referéncias mencionadas acima, utilizou-se ainda: BONDY e MURTY (1976),
BOAVENTURA NETTO (1996), SEOUD et al. (1997), ZMAZEK e ZEROVNIK (2000),
KEMNITZ e MARANGIO (2003), CHUNLING et al. (2009), PRNAVER e ZMAZEK

(2009), FRIEDMANN et al. (2011).
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3.2. Produto Cartesiano de Grafos e Digrafos

A seguir, serd apresentado o produto cartesiano de dois grafos. Por defini¢do,
0 produto cartesiano de dois conjuntos néo vazios A e B, representado por A x B, é

dado por: AxB={(x,y) | xUAey B}

Definicdo 3.1. O produto cartesiano de dois grafos G e H, G x H, é o grafo cujo
conjunto de vértices é o produto cartesiano V(G) x V(H). Dois vértices (u, v) e (u’, V')

sdo adjacentes se, e somente se,

(i) u=ueaarestavv' [JE(H)ou

(i) v=Vv' e aarestauu’ OE(G).

Os grafos G e H do produto cartesiano G x H sdo ditos fatores do produto.
Claramente, 4G x H) = A(G) + 4(H).

Dentre os grafos resultantes de produtos cartesianos, 0s mais comuns sao as
grades (produto cartesiano entre dois caminhos, P, X P,), 0s prismas (produto
cartesiano de um caminho por um ciclo, P, x C,) e os toros (produto cartesiano entre
dois ciclos, C,, x Cy).

A Figura 3.1(A) mostra uma grade P3 x P4, (B) um prisma P3; x C4 e (C) um toro

C3 X C4:

UoVs

(%)

@ x : UiVo UiVy

—®
—®

UiVvz UiV3

(%)

UsV3

Figura 3.1. (A) Grade: produto cartesiano de P3 x P,
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©
X
I

Figura 3.1. (B) Prisma: produto cartesiano de P3 x C,

Figura 3.1. (C) Toro: produto cartesiano de C3 x C,.

Definicdo 3.2. O produto cartesiano de dois digrafos G e H, G xH, é o digrafo

cujo conjunto de vértices é o produto cartesiano V(G)xV(H). Dois vértices (u, v) e

(u’, v') sdo adjacentes se, e somente se, uma das afirmativas abaixo for verdadeira:

(i) u=ueoarcow OE(H)
(i) u=ueoarcovyvdE(H)
(iii) v = v' e 0 arco uu’ O E(G)

(iv)v=Vv eoarcouul E@G).
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A Figura 3.2 mostra um produto cartesiano entre dois digrafos:

» UpV3

©
X
1

» U1V3

» UoV3

Figura 3.2. Produto cartesiano entre dois digrafos.

3.3. Produto Funcional de Grafos

A seguir, serdo apresentados dois novos conceitos: produto funcional de grafos
e digrafos. Para melhor entendimento desta secdo, algumas definicbes iniciais se
fazem necessérias. Dado um grafo G(V, E), denota-se por D(G) o digrafo obtido pela

substituicdo de cada aresta {u, v} pelos arcos (u, v) e (v, u). Representa-se por 2 o

conjunto de todos os digrafos que satisfazem a seguinte condi¢&o: (u, v) € um arco do
digrafo se, e somente se, (v, u) também €& um arco do digrafo, isto é, um digrafo G’

pertence a 2 se e somente se G’ = D(G), para algum grafo G. Dado um digrafo
@(V, E) U2, G(@) sera o grafo obtido pela substituicdo de cada par de arcos (u, v) U
E e (v, u) U E pela aresta {u, v}.

Dado um conjunto finito C, denotamos por F(C) o conjunto de todas as bijecbes
que existem de C em C. Por exemplo, sendo C = {1, 2, 3}, F(C) pode ser descrito
através do seguinte conjunto F(C) = {01, 92, 93, 94 Os, gs}, ONde g, i = 1, ..., 6,

representa cada bijecdo de C em C. A Figura 3.3 ilustra essas bijecdes:
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J: 02 O3
c—  —>C c—  —>C c—  —>C
le \ >e 1 le >e 1 1
2e / \/-2 2 2 2 2
3e > 3 3 3 3e > 3
J4 Os Os
c—  —>C c—  —>C c—  —>C
1 1
g J
P Neo
><_| ﬁ ? ’
3 3

Figura 3.3. Bijecdes de C em C.

Definicdo 3.3. (Ligagdo Funcional de Digrafos). Os digrafos Gi(V, E,) e
G:(V, E,) sdo ditos funcionalmente ligados pelas aplicagdes f,:E, - F(V,) e

f,:E, - F(V,), sef, ef, sdo tais que:

-1

() Se(u,v)OE;e(v,u)dE, entdo fl((u, v)) = (fl((v, u)))

(i) Se(x,y) DEze(y,x) OE, entdo f, ((x y)) = (f2 ((y x)))_1

(i) Se (u,v) OE;e (x,y) OE;entdo f, ((x y))(u) £V ou fl((u, v))(x) £y.

As aplicagbes f; e f, sdo denominadas aplica¢cbes de ligacdo .

Defini¢do 3.4. (Produto Funcional de Digrafos). ~ Sejam Gi(V,, E,) e G2 (V,, E,)
digrafos funcionalmente ligados pelas aplicacées f,:E, - F(V,) e f,:E, - F(V,). O
produto dos digrafos G: e G2, segundo as aplicagbes f; e f,, representado por

(fl, él) x (fz, (32), é o digrafo G"(V", E") definido por:
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() V7=V, xV,

(ii) ((u x), (v, y))DED se, e somente se, uma das seguintes condi¢des for

verdadeira:
(@) (u,v) OE; ey =fi((u, v))(X)

(b) (x, y) O Ezev=f((x, y)(u).

Como exemplo, a Figura 3.4 mostra os digrafos G:(V,, E,) e G:(V,, E,)

ligados pelas bijecbes f; e f,, definidas por fi(x) = g,, para todo arco x [ E4, e fx(X) = g,

para todo x 0 E,.

ol

Vi

Vl/—\ Vi

2

I

2

CruOu6.

Gz (V,, E,)

Vz/’_\ A

W
A

1

Figura 3.4. Digrafos G:eG; ligados pelas bijecdes f; e f,.

A Figura 3.5 mostra o produto dos digrafos G, (Vl, El) e G (V2, Ez), segundo

as fungdes f,:E, - F(V,) e f,:E, - F(V,):
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Figura 3.5. Produto funcional entre os digrafos G: eGs, segundo f; e f,.

Observe que, num produto funcional de digrafos, mantendo-se 0os mesmos
fatores G1 e G2 e mudando as aplicagdes h, :E, — F(V,) e h,:E, - F(V,), obtém-se

digrafos distintos. Na Figura 3.6, os digrafos sdo os mesmos do exemplo anterior,

havendo mudancas apenas nas funcdes g; e g»:

Vl/\ Vi

/

I

G2 (v, E,)

01

pury

OO a6
|



38

Figura 3.6. Produto funcional entre os digrafos G: eGs, segundo outras func¢des f; e f,.

Definicdo 3.5. (Ligagdo Funcional de Grafos). Os grafos Gy(Vi, E;) € Gy(V,, Ey)
sdo ditos funcionalmente ligados pelas aplicagbes f :E (D(Gl)) - F (V2) e
f,: E(D(GZ)) ~ F(V,) se os digrafos D(G;) e D(G,) sé&o funcionalmente ligados pelas

mesmas aplicacdes.

Definicdo 3.6. (Produto Funcional de Grafos). Sejam Gi(Vi, Ei) e Ga(Va, Ey)
grafos funcionalmente ligados pelas aplicacdes fl:E(D(Gl)) - F(VZ) e
f,:E(D(G,)) -~ F(v,). Define-se o produto de G, por G, segundo as

aplicacdes f, e f,, e representado por (f,G,)x(f,,G,), como sendo o grafo
G((fl' D(Gl)) X (f2' D(Gz)))'

Como exemplo, segue abaixo o produto funcional entre dois caminhos Pg, isto
é, (f, P,) x (f,, P,). E importante ressaltar que, a partir dos grafos originais, geram-se
digrafos apo6s a substituicdo de cada aresta {u, v} pelos arcos (u, v) e (v, u). Em
seguida, é feito o produto funcional entre estes digrafos, como visto anteriormente.

Finalmente, obtém-se o grafo final a partir da substituicdo dos arcos (u, v) e (v, u) pela

aresta {u, v}. As Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 ilustram esta sequéncia descrita acima:



G,(Vy, E,) Gi(Vy, E,) 01

w—"_ >y,
gzl 92 —
0 951 g2 = ‘

G, (v, E,) G:(V,, E,) 92
(%) (v
g{l 01
© @ e

Figura 3.7. Gy, G,, seus respectivos digrafos G,, G, e as funcdes f; e f,.

Gi(V,, E,) G:(V,, E,)

() X )=

Figura 3.8. Produto funcional entre os digrafos G,, G, segundo f; e f,.

Gl (Vl’ El) GZ (VZ’ EZ)

(%) (%)
B X =
(%) )

Figura 3.9. Produto funcional entre os grafos G; e G,, segundo f; e f,.

39



40

A Figura 3.10 compara o produto cartesiano usual de grafos (A) com o produto

funcional de grafos segundo f; e f, (B):

Uz\b @Vl UoVao
N\
(A) (B)

Figura 3.10. (A) Produto cartesiano de G; x G, e (B) Produto funcional de G; x G..

Outra situagdo que pode ocorrer ao se unir um produto cartesiano usual com
uma funcdo que associa arco (aresta) a permutacdo de vértices, é que essas funcdes
f, e f, podem diferir de arco (aresta) para arco (aresta). Até 0 momento, utilizou-se
uma aplicacdo constante f; para associar E, a F(V;) e f, para associar E; a F(V,). O
gque se pretende é generalizar, isto €, utilizar funcbes diferentes para arcos (arestas)
diferentes, podendo, entretanto, existir dois (duas) ou mais arcos (arestas) com a
mesma funcéo f. Observe, por exemplo, que o nimero de bijecdes de V; em V; é dado

por n,!, onde |V;| = n;. O mesmo raciocinio se aplica a V..

A Figura 3.11 abaixo ilustra o produto funcional generalizado entre dois

digrafos G: e G., tomando como base aplicacBes de ligacao distintas. Em (A) tem-se
trés fungdes f;: E, — F(V4), (B) mostra duas fungbes f,: E;: — F(V,), enquanto (C)

exibe o produto funcional generalizado entre estes digrafos. Utilizou-se g,,9, e g,

para representar as bijeces de Viem V. e g, e g, para as bijecoes de V, em V..
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gll g12 9y,
Vi— >V Vi— >V Vi— >V,

’

Figura 3.11. (A) Trés fungdes f;: E; — F(V,) distintas.

gz1 gzz
Vo— >V, Vo——" >V,

<]
<

Figura 3.11. (B) Duas fungbes f,: E; — F(V,) distintas.

Figura 3.11. (C) Produto funcional generalizado entre dois digrafos.

Nas Figuras 3.12, 3.13 e 3.14, pode-se observar o produto funcional
generalizado entre dois grafos, tomando como base as mesmas aplicacdes de ligacdo
descritas acima. Em 3.12 tem-se a geracdo dos digrafos Gie G, a partir dos grafos
G; e G, enquanto que 3.13 mostra o produto funcional generalizado entre estes

digrafos. Finalmente, em 3.14, tem-se o grafo resultante deste produto.



G, (V. E,) Gi(Vy, E,)

9;

9;;

(A)

9.,

9,
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G2 (V,, E,)

(ve)
glf 9,
()
91;1 9,
(v2)
g;j 9,
(%)

(B)

Figura 3.12. (A) Transformagdo de G, em G, e (B) Transformac&o de G, em G, .

Figura 3.14. Produto funcional generalizado entre os grafos G; e G,.
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Associado ao estudo do produto funcional de grafos, ideia central do objetivo
proposto neste capitulo, abordou-se o produto funcional de digrafos e o produto

funcional generalizado destas duas familias.

No préximo capitulo, o assunto abordado serd a coloracéao total equilibrada em
subfamilias de grafos regulares que sdo gerados a partir dos produtos cartesiano e

funcional de grafos que satisfazem certas condicdes.
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Capitulo 4

Coloracéo Total Equilibrada em Subfamilias de

Grafos Regulares

4.1. Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar outras novas ideias. Juntamente
com o capitulo anterior, 0os conceitos e resultados aqui expostos formam o eixo
principal deste trabalho. HOLYER (1981), YAP (1986), YAP (1996), ISOBE (2002),
LOZANO (2005), FROTA (2008), LOZANO, FRIEDMANN, WAGA e MARKENZON
(2009), FRIEDMANN, MARKENZON, LOZANO e WAGA (2011), serviram de base

para esta fase do trabalho.

4.2. Rotacao

A seguir, serdo apresentadas duas definicbes que tém por objetivo auxiliar o

restante do capitulo.
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Definicdo 4.1. Uma rotagdo em |, é uma bijecéo f: I, - |, definida recursivamente

coOmo segue:
@) fo)=i,iOl,

(i) f((i + 1)(mod n)) = (f(i) + 1)(mod n).

Definicdo 4.2. (Rotagdo em um conjunto finito). Dado um conjunto finito V = {v,,

Vi, ..., Voa}, UMa bijecdo r: V - V € uma rotagdo em V, se r(vj) = vy, onde f &€ uma

rotacdo em I,.

Observe que para um conjunto V = {vq, vy, ..., W}, K ON, com k + 1 elementos,

existem exatamente k + 1 rotagBes. Note também que, como cada rotacao é definida
recursivamente, basta saber o valor da rotacdo para vy para poder defini-la. Por este

motivo, para um conjunto V como descrito acima, sejar;, i =0, 1, ... k, a rotacdo tal que

(Vo) = vi. Define-se também r™* =r,,, ..

A Figura 4.1 mostra o produto de um caminho de comprimento 3 por um outro
caminho de comprimento 3, usando como fungdes as rotacbes no conjunto de

vértices:

G, (Vy, E,) Gi(V,, E,) r

o W (=
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G, (V,, E,) G:(V,, E,) r2

Figura 4.1. Produto de G; x G, usando como funcdes as rotagdes no conjunto de vértices.

4.3. Grafo Suporte

A seguir, serd apresentado o conceito de grafo suporte. Este grafo, que é
regular, tem como objetivo principal servir como gerador de uma familia de grafos

regulares que podem ser coloridos total e equilibradamente com no maximo 4 + 2

cores.
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Definicdo 4.3. Um grafo G(V, E) é um k-suporte se satisfaz as seguintes
condicoes:
i) G éum grafo regular de grau k — 3;

i) Existem aplicagfes f;: E(D(G)) — F(V(Cy)) e fo: E(D(Cy)) — F(V), tais que G

e Cy estao funcionalmente ligados por f; e f,;

i) O grafo G* = (f;, G) x (f,, C) pode ser colorido com folga A(G*) com A(G*)

+ 1 cores.

4.4. Principais Resultados

Nesta secdo, serdo apresentados sete teoremas que tem como objetivo
principal mostrar que a partir dos grafos suporte é possivel encontrar uma subfamilia
de grafos regulares, que podem ser coloridos total e equilibradamente com A4 + 2 cores

no maximo. Essa familia recebeu o nome de Grafos Harmoénicos .

Teorema 4.1. Se G(V, E) é um grafo k-regular de classe 1, entdo G é (k + 3)-

suporte.

Prova. Sejam V = {Vl, Vo, ...y Vn}, V(Ck+3) = {Uo, Uq, ...y Uk+2}, C= {2, 3,4, .. k + 1}

conjuntos, e c: E - C, uma coloracdo de arestas de G usando o conjunto C. A prova

sera dividida em dois casos:
Caso 1. k= 4(G) é par:

Observeque 2+ (k+1)=3+k=4+(k-1)=..= (g+1j+[g+2j=k+3,edenota-

se por i’ o numero (k + 3) — i, para todo iD{Z, 3 ... (nglj} Veja agora que para
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cada {i, i'}, o subgrafo Gi(V;, E) induzido pelo conjunto das arestas {e [0 E: c(e) =i ou

c(e) =i’} € um grafo regular de grau 2 e que V = V,. Logo, as componentes conexas de

cada subgrafo G; sédo ciclos G, ....G,, t O N, t SL%J onde cada ciclo Gj esta

19t 0 i

associado a dois ciclos orientados éul e C;ijz em D(G). Definem-se as aplicacdes fi:

E(D(G)) - V(Caa) € f2: E(D(Ca3)) - V como segue:

r se xOE(G!); D{Z, 3 ..., g+1}; {12 ...t}

f(x) =

r. se xDE(GijZ); i D{Z, 3., %+1}; {12t}

f, (x) =1d, para todo arco x [0 D(Cs), onde Id representa a funcéo identidade.

Sejam agora G* = (f;, G) x (f;, Cz), V* = V(G*), E* = E(G*). A coloracgdo f: V* - {0, 1,
.., (k + 2)} definida por c((vi, u)) =j,i=1,2, .., n;j=0,1, 2, .., (k+ 2) € uma
coloracdo com folga 4(V*) com 4(V*) + 1 “cores” do grafo G*. O conjunto de “cores” {0,
1,2, ..., (k+ 2)} possui k + 3 elementos e é facil ver que o grafo G* € um grafo regular
de grau 4(G) + A(C..) = k + 2. Para analisar que a coloragdo tem folga 4(G*), observe
gue por simetria basta analisar um vértice de V*, por exemplo, (v1, Ug). Sendo Ng(vy) =

{X2, ..., Xks1}, por facilidade e sem perder a generalidade, suponha que c(vy, x;) =, j O
{2, ..., k+ 1}, entdo os extremos dos arcos (fl, G) X (fz, CM) que tem como origem (vy,

U()) sao (Vl, Ul), (Vl, Uk+2), (X2, U2), (X3, U3), (X4, U4), . (Xk+1, Uk+1) coloridos com as

“cores” 1, k+2, 2,3, ...,k + 1, respectivamente. Logo, a coloragdo possui folga 4.

Caso 2. k= 4(G) é impar:

Observe que2+(k+1):3+ k:4+(k_1): L= (k2_1+1j+(k;‘3 +1j: (k;1+1j

+ (k;1+1j=k + 3, e denota-se por i’ o ndmero (k + 3) — i, para todo i O
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{2, 3 ... (kTH+1J} Agora o subgrafo Gi(V;, Ej) induzido pelo conjunto da arestas {e

OE:c(e)=iouc(e) =i}, i D{Z, 3 ..., (k7—1+1j} € um grafo regular de grau 2, e 0

k+1

subgrafo G,, com a= +1, induzido pelo conjuntos de arestas

k+1

{eDE:c(e)z

+1} € um emparelhamento perfeito, e o raciocinio seguido no

caso 1 é valido, o que prova o teorema.

A Figura 4.2 ilustra algumas etapas do Teorema 4.1 para o caso em que k =
A(G) = 4. A Figura 4.2(A) mostra um grafo 4-regular de classe 1, onde V = {vy, vy, ...,
vg} e C = {2, 3, 4, 5}, enquanto na Figura 4.2(B) tem-se um ciclo de comprimento 7, C-,

com V(C7) = {U(), Uy, ..., Ue}.

(B)

Figura 4.2. (A) Grafo 4-regular de classe 1 e (B) Ciclo de comprimento 7, C-.

O proximo passo é encontrar o conjunto {i, i'}, sabendo que i’ = (k + 3) — i, para
todo i U {2, 3}. Substituindo, encontram-se os conjuntos {2, 5} e {3, 4}, que por sua vez

geram os ciclos G, e Gz, como mostram as Figuras 4.3(A) e (B), respectivamente:
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5 4

:—(®) o

@W Q&)

%J‘ Q) 4
()

Figura 4.3. (A) Ciclos G, gerados por {2, 5} e (B) Ciclo G3 gerado por {3, 4}.

Em seguida, definem-se as aplicacdes f;: E(D(G)) - V(C;) e f,: E(D(C7)) - V
da seguinte forma:
r se xDE(Gi}); i0{2, 3}; j0{1 2}

L(x)= r. se xDE(éuz); i0{2 3}; 01 2}

f, (x) =Id, paratodo arco x [0 D(C5), onde Id representa a funcdo identidade.

Sejam agora G* = (f;, G) x (f;, C;), V* = V(G*), E* = E(G*). A coloragao f: V* -
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} definida por c((v;, u)) =j,i=1,2,..,8j=0,1,2, .., 6 ¢éuma
coloracdo com folga 6 com 7 cores do grafo G*. O conjunto de “cores” {0, 1, 2, 3, 4, 5,
6} possui 7 elementos e é facil ver que o grafo G* € um grafo regular de grau 6. Para
analisar que a coloracdo tem folga 6, observe que por simetria basta analisar um
vértice de V*, por exemplo, (Vi, Ug). Sendo Ng(vi) = {V2, V3 V4, Vs}, por facilidade e sem

perder a generalidade, suponha que c(v4, vj)) =j, j O {2, 3, 4, 5}, entdo os extremos dos
arcos (fl, é) x (fz, 67) que tem como origem (Vi, Ug) S80 (V1, U1), (V1, Ug), (V2, Up), (Vs

Us), (V4, Us), (Vs, Us) coloridos com as “cores” 1, 6, 2, 3, 4, 5 respectivamente. Logo, a

coloracédo possui folga 6. A Figura 4.4 resume o que foi descrito neste paragrafo:
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Vous Voluy VaU3z V3Uy

VglUo V7Uo
VeU1 o 0 e VeUs V7Uy o @ e V7Ug
VU2 e e VgUs V7Uz e e V7Us
D Vallo O—®)
VeUs  Vels o ViUs  ViUs

VgUs VgUs

Figura 4.4. Inicio do processo de coloracdo com folga 6 com 7 cores do grafo G*.

Teorema 4.2. Se G(V, E) é um grafo completo, entdo G € um (|V| + 2)-suporte.

Prova. Seja G(V, E) = K,. Se n é par entdo G é de classe 1 e o teorema esta

provado, logo vamos supor que n é impar. Sejam V = {vq, Vi, ..., Vo.i} € C: E - C ={0,

1, 2, .. n} uma coloragdo de arestas de G definida por c(v, v,)=
(n+1), . L o .

(i+j)(modn); i,j0{0, 1, ..., n— 1} i # . E claro que ¢ é propria, pois fixando i
040, 1, ..., n — 1}, temos que (n +1)(i0 + jo) = (n;rl)(io + jl)(modn) se, e somente

se, j, =], (modn). Antes de continuar com a prova do teorema, sera necessario

provar a seguinte propriedade de c: se ¢, U C estd ausente no vértice v, e



52

c({vio, vil}) =0 entdo ¢’y esta ausente no vértice Vi onde ¢’y denota o inverso aditivo

de ¢, (mod n). Observe inicialmente que para todo i 0 {0, 1, 2, ..., n — 1}, a cor i esta
ausente nas arestas incidentes no vértice 3 de fato,

(n+1) n+1)

(i+i)= "

(i + j)(modn), se somente se, i =j (mod n), e comoi, j 0{0, 1, 2,

.y N — 1}, entdo i = |, mas G ndo possui lagos, por outro lado

(n+1)

(i +j)(modn) =0 (modn) se e somente se (i +j) =0 (mod n), isto &, j =" (mod

n), de onde segue imediatamente a propriedade. Para cada i O {0, 1, 2, ..., n — 1}
denota-se por e a aresta {v, Vv;}. Agora, para cada par de cores {i, i},

[ D{l 2, ..., nT—l} o subgrafo gerado pelo conjunto de arestas {e O E: c(e) =i ou c(e)

= i} O {e} € um grafo regular de grau 2, e que deu origem a nT ciclos que

correspondem a n — 1 ciclos orientados. Define-se para cada i = 2,..., n, 0 seu inverso
i’ como sendo i’ = n + 2 — i, e para cada par de ciclos orientados atribui-se aos seus

arcos num sentido a fungao r; e no outro r;. Isto e o raciocinio usado no Teorema 4.2

bastam para concluir a prova deste teorema.

Algumas etapas do Teorema 4.2 estéo ilustradas abaixo para o caso em que n

= 5. A Figura 4.5 mostra um Ks, com V = {vy, V1, V2, V3, V4}, bem como a coloragéo de

(5+1

arestas propria definida por c(vi, v, ) = T)(I +j)(mod5); i,j0{0, 1, 2,3, 4} i#]:

Figura 4.5. K; e sua coloragdo de arestas propria.
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O préximo passo é encontrar para cada par de cores {i, i}, com i O {1, 2} os
5-1

—— =2 ciclos gerados pelo conjunto de arestas {e [ E: c(e) =i ou c(e) =1} O {e},

onde e; representa a aresta {v;, v;}, e (i + i) = 0 (mod 5):

AN,
%! \é BF®)

Figura 4.6. Ciclos gerados a partir dos conjuntos {1, 4} e {2, 3}.

Agora, para cada i = 2, 3, 4, 5, determinar o seu inversoi’'=n+2—-i=7—-i, e

para cada par de ciclos orientados atribuir aos seus arcos r; num sentido e r; no outro:

AN,
&j \é @

Figura 4.7. Ciclos gerados a partir dos conjuntos {2, 5} e {3, 4}.

Usando o raciocinio do Teorema 4.2, e novamente, por simetria, basta analisar

um vértice de V*, por exemplo, (vi, Uo):
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ValU3z VaUy

Valz  Valy VsUz  VsUg

Figura 4.8. Inicio do processo de coloragdo com folga 6 com 7 cores do grafo G*.

A Figura 4.9 abaixo mostra coloracdo total equilibrada de um grafo 5-suporte

gerado a partir de um Ka:

Figura 4.9. Coloracéo total equilibrada de um grafo 5-suporte gerado a partir de um Ka.

No teorema a seguir, serd usado o produto cartesiano de grafos habitual, o que
implica que a identidade foi utilizada sempre, razéo pela qual as aplicacbes de ligacédo

f, e f, foram omitidas ao longo da demonstracao.
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Teorema 4.3. Se G(V, E) é o complemento de um ciclo de ordem maior ou igual a

5, entdo G é um (]V])-suporte.

Prova. Considere um ciclo C}, com n =5, rotulado com os vértices V = {vi, ..., Vo}, €

um conjunto de cores C = {0, 1, ..., n — 1}. Ndo ha perda de generalidade em supor

que os n vertices deste ciclo foram coloridos através da aplicagéo f, :V (Cﬁ) - C, onde
fl(vi) =i-1i=1,..,n

O préximo passo é construir n — 1 cépias C?,...,C" de C!, e definir as coloragdes

f:v(Ci) - C,onde f (v;) =k, k=(j+(n=i))(modn), i,j=1, ... ,n.

Observe que para cada vértice v;, do ciclo C!, as cores usadas para colorir 0s seus
vizinhos no ciclo sdo as mesmas cores usadas para colorir suas copias nos ciclos
cliilmedn) o clihlmdn) o que sdo exatamente os vértices adjacentes ao vértice v; em
C! . As restantes n — 3 copias de v, foram coloridas, cada uma com uma cor distinta e
diferente das cores associadas a v; e seus vizinhos no ciclo C;. Logo podemos
adicionar uma aresta ligando v; a cada uma das suas copias situada nos ciclos
diferentes de C!, c™(mdn) g clmedn) e 5 coloragdo no grafo resultante continuara
tendo folga 4.

Veja que originalmente o grafo era regular de grau 2, e como foram adicionadas n — 3
arestas a cada vértice, o grafo passou a ser regular de grau n — 1, colorido com n

cores e folgan — 1.
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As Figuras 4.10(A) e 4.10(B) abaixo mostram o grafo obtido a partir do

complemento de um ciclo de ordem 5:

Figura 4.10. (B) Grafo obtido a partir do complemento de um ciclo de ordem 5.

Vale ressaltar que o Teorema 4.3 também é verdadeiro para o complemento de
um ciclo de ordem 4, porém o grafo obtido é desconexo, conforme mostra a Figura

4.11:
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Figura 4.11. Grafo desconexo obtido a partir do complemento de um ciclo de ordem 4.

Teorema 4.4. Sejam G(V, E) um grafo regular e c: V - C ={1, 2,..., 4+ 1} uma

coloracdo com folga de ordem A. Entéo:

a) 4+ 1 divide |V|;

V]

b) Cada cori /7C, é usada exatamente ﬂ vezes.
+

Prova. Para cada cor i O C, denota-se por V; o conjunto dos vértices que tem

associada a cor i pela coloracdo c. Para dar continuidade, os seguintes fatos sdo

necessarios:

Fato 1. Para todo i O C, V; é um conjunto independente de V. Como d(v) = 4,
(lembremos que G é regular), todas as cores de C — {c(v)} sdo usadas em N(v), isto €&,

Vi N N(V|) =0.

Fato 2. Para todo i O C, e dois vértices u, v (1 V,, tem-se que N(u) n N(v) = 0. Isto é
evidente, pois uma coloracao com folga de ordem 4 ndo pode ter nenhum vértice com

dois vizinhos com a mesma cor associada.

Agora, dados i, j 0 C, com i # j, e uma aplicagéo f: V; - V,, construida da seguinte

forma: f(u) = v, se e somente se v 0 V; n N(u).
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Pelos Fatos 1 e 2, a aplicacdo acima, além de bem definida, € uma bijecédo, o que
acarreta |Vi| = |Vj|. As afirmacdes a) e b) do Teorema 4.5 sdo consequéncias diretas

deste resultado.

Teorema 4.5. (FRIEDMANN, MARKENZON, LOZANO e WAGA, 2011). Sejam
G(V,E)umgrafoec:V - C={1,2,3, ...k}, kO N, k=4+1, uma coloracdo com
folga de ordem A4 dos vértices de G. Entéo, existe uma coloragéo total de G com no

maximo k + 1 cores.

Prova. Sejam H, (V’, E’) o grafo completo de ordem k,ec:V - C' ={1, 2, ..., k + 1}
uma coloracao total de Hy. Para facilitar a escrita, os vértices de Hy serdo identificados
com a cor associada a ele por ¢, e novamente por comodidade, utilizou-se as cores 1,
2, 3, ..., k, para colorir os vértices de Hy. Define-se a aplicagéo f: V - V' como f(u) =i
onde i é o vértice de Hy, tal que c(u) = ¢’(i). Agora, para cada aresta uv [J E, define-se
c(uv) = c'(f(u)f(v)). Observe que a coloragdo assim definida é propria, pois se duas
arestas uv e uv’ sdo incidentes em u, entdo c(v) # c(v'). Consequentemente f(v) # f(v’)
e como c’'(f(u)f(v)) # c’(fw)f(v")), entdo c(uv) # c(uv’). Por outro lado, se uma aresta uv

O E é incidente no vértice v 00 V, entdo c'(f(v)) # c'(f(u)f(v)), e dai c(u) # c(uv).

Relembrando, chama-se de extensdo natural de uma coloracdo com folga

de ordem A4, a coloracao obtida pela técnica utilizada na prova do Teorema 4.5.

Teorema 4.6. Sejam G(V, E) um grafo regular, e c:V - C ={1, 2,..., 4+ 1} uma

coloracao com folga de ordem A. Entéo, a extenséo natural de ¢ a G, € uma coloracdo

total equilibrada.
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Prova. Denota-se por ¢’ a extensdo de ¢ em G e por C’ o conjunto {1, 2, ...,4 + 2}.

Para cada cor i O C’, E; € o conjunto das arestas que tem associada a cor i pela

coloracéo c'. A prova seré dividida em dois casos:

Caso 1. A cor 4+ 2 ndo foi usada na coloracéo total, logo 4 € par. Novamente, alguns

fatos sdo necessarios:

Fato 3. Dados i O C e v OV, com c(v) # i, existe e (0 E;, tal que v é um extremo de e.
Como d(v) = 4, todas as cores C — {c(v)} sdo usadas nas arestas incidentes em v, mas

c(v) # 1, logo existe uma aresta incidente em v com a cor i.

Fato 4. Dado i O C, sejam V' =V - V,, e G'(V’, E’) o subgrafo de G induzido por V', e c”
a restricdo de ¢’ a G, entdo E; é um emparelhamento perfeito de G’. Lembre que um
emparelhamento perfeito é aquele que cobre todos os vértices de G'. Que E; é

emparelhamento vem do fato da coloracdo ser propria, e que é perfeito vem do Fato 3.

. . -V,
Pelos Fatos 3 e 4, cada cor i 0 C é usada exatamente M vezes nas arestas, 0

gue prova que a coloragéo é equlibrada.
Caso 2. A cor 4+ 2 foi usada, logo 4 é impar.

Fato 5. Para todo veértice v O V, existe uma aresta e incidente em v com a cor 4 + 2.

Para provar este fato, basta lembrar que para cada vértice u 0O V,

dg (u)=d (f (u))=A, onde Hy; é o grafo completo de ordem 4 + 1. Logo, o

- Hau
conjunto de cores usado para colorir as arestas incidentes em u no grafo G, é
exatamente 0 mesmo conjunto usado para colorir as arestas incidentes em f(u) no

grafo Hzq, € que a cor 4 + 2 aparece em alguma aresta incidente em f(u). Com isso, a

cor A4+ 2 é usada M vezes, uma vez que |V| é par, pois G é regular de grau impar.
2
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Por outro lado, cada cor i O {1, ..., 4 + 1} é usada nas arestas de H, exatamente

-2
2

vezes, isto €, ela somente ndo aparece no vértice com a cor i € em um outro

vértice qualquer. Denotando por g¢(i) a cor desse vértice, entdouma cori {1, 2, ..., 4

V] = (M Vg

+ 1}, aparece nas arestas de G exatamente k=

vezes, mas

|Vi|:r\/g(i)‘, logo —|V| (2|V|) e como |V|= |V| segue  que

|V|_2|\/i|:|\/|_ |V| (A 1)|V| de onde k=w, temos agora que na

A+1 A+l 2(4+1)

coloracao total a cor i aparece:

1y (07N (v

aA+1 2(4+1) 2 2

vezes, logo a coloracao

€ equilibrada.

A familia de grafos suporte que podem ser coloridos total e equilibradamente
com no maximo 4 + 2 cores, pela forma, estrutura e geometria, sugere-se o nome de
Grafos Harmonicos . A Figura 4.12 abaixo ilustra uma coloracao total equilibrada de
um grafo harménico 4-regular construido a partir do complemento de um ciclo de

ordem 5:
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Figura 4.12. Coloracéo total equilibrada de um grafo harménico 4-regular

O Teorema 4.7, enunciado e provado abaixo, mostra que € sempre possivel

gerar novos grafos harménicos, a partir de grafos harmonicos ja existentes.

Teorema 4.7. Se G(V, E) é um k-suporte entdo (f;, G) x(f,, C,) € um (k + 2)-suporte,
onde fi: E(D(G)) - F(V(Cy)) e fo: E(D(Cy)) - F(V) sao as aplicagbes de ligacao entre G

e C..

Prova. Note que se G(V, E) é um k-suporte entdo (f;, G) x (f,, C) pode ser colorido

com folga 4 com 4 + 1 cores. Pelos Teoremas 4.4, 4.5 e 4.6, existe uma coloracao
total equilibrada de (f;, G) x (f,, C,) com no maximo 4 + 2 cores e, consequentemente,
existe uma coloracdo de arestas propria. Para concluir a prova, basta usar esta
coloracdo de arestas para gerar as rotacdes r; e r;, juntamente com o raciocinio

utilizado no Teorema 4.1.
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E sempre possivel aumentar o grau de qualquer grafo harménico, preservando
a coloragdo total equilibrada. Seja G(V, E) um grafo harménico e c: V - C uma
coloragdo equilibrada de G com 4(G) + 1 cores. Um grafo G'(V’, E’) ser& construido da

seguinte forma: V'=V O {uiy, ..., U1n,..., Ujt, ..., Ujnyeeey Usty «ony Usnl
SejaEi={e={x,y:x=uje(y=uqouy=vy; t, kO{1,...n}, jO{1, ....,s}, K #]},
onde vy, ...,V S80 os vértices do ciclo C!, i=1, ..., n. Seja E" =Uin:1Ei eE=ETE.

G’ pode ser colorido com folga 4 com A4 + 1 cores. De fato, A(G") = 4G) + s, entdo

C'(V)_{c(v) if vOV

= " € uma coloracao equilibrada de G com 4(G’) + 1 cores. Para
c if v=u,
n

A+j+1

obter a coloracéo total equilibrada, basta utilizar a técnica do Teorema 4.5.

A Figura 4.13 mostra a coloracéo total equilibrada de um grafo 5-regular obtido

a partir de um grafo harménico 4-regular.

7/

yA—

\\
7%

e
I:@ /
I

S,
&

Figure 4.13. Coloragéo total equilibrada de um grafo 5-regular.
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Outra ideia para gerar novos grafos regulares que podem se coloridos total e
equilibradamente com no maximo 4 + 1 cores, € criar copias de um grafo harmdnico.
O que ir& diferir a cépia do grafo harménico original séo as cores usadas. Enquanto no
grafo harménico original as cores usadas sao {0, 1, ..., n-1}, na sua cépia, que
também € harmoénica, as cores usadas sdo {n, n+1, ..., 2n—1}. Note que agora é
preciso conectar estes dois grafos, de modo que o grafo resultante seja (2n—1)-regular.
Para realizar tal conexdo, basta unir cada vértice do grafo original com seus
correspondentes na sua cOpia. Como cada vértice no grafo harménico original tem
grau n — 1, e existem n vértices correspondentes em sua coépia, ao uni-los, cada
vértice do novo grafo terd grau 2n — 1. Feito isso com todos os vértices, o novo grafo
passara a ser regular de grau 2n — 1, colorido em vértices com 2n cores e folga 2n — 1.

Para obter a coloracao total equilibrada, basta utilizar a técnica do Teorema 4.5.

A Figura 4.14 a seguir, ilustra o processo de conexao entre um vértice de um

grafo harménico e seus correspondentes na sua copia:
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Figura 4.14. Conexdao entre um vértice de um grafo harmonico e seus correspondentes na

sua copia.

Repetindo o processo com todos os vértices, o grafo resultante serd 9-regular,
colorido com 10 cores e folga 9. Para finalizar, basta colori-lo equilibradamente usando

a técnica do Teorema 4.5.

Neste capitulo mostrou-se que existe uma familia suficientemente grande de

grafos regulares que podem ser coloridos de forma total e equilibrada com 4 + 2 cores.
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No proximo capitulo, como aplicagdo, sugere-se a utilizacdo desta familia como

modelo de topologias de redes de interconexado do tipo ponto-a-ponto.
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Capitulo 5

Coloracao Total Equilibrada e Redes de

Interconexao

5.1. Introducao

O processamento paralelo possibilita a divisdo de uma mesma tarefa entre
varios processadores, com a finalidade de se obter maior eficiéncia na sua execucgéo e
economia de tempo de processamento, ou seja, as maquinas sao conectadas via rede
para formar um “Unico computador”. Essa possibilidade de ganho de tempo € uma das
razdes pelas quais o estudo de algoritmos paralelos tem se expandido ao longo dos

Gltimos anos.

Embora o processamento paralelo tenha vantagens significativas, apresenta
como limitacdes o fato de a programagéo geralmente ser feita de forma sequencial e
os algoritmos em paralelo serem especificos para cada topologia. Uma topologia de
rede descreve como € o layout de uma rede de computadores através da qual h4 o

trafego de informacgdes, e também como os dispositivos estdo conectados a ela.
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O ideal seria gerar algoritmos comuns a todas as topologias ou paralelizar
automaticamente algoritmos sequenciais. LOZANO et al. (2008) apresentaram um
algoritmo de troca completa de informacgbBes, baseado unicamente nas cores,
independente da topologia. Com base neste trabalho, pretende-se neste capitulo,
apresentar algumas topologias de rede descritas pelos autores, além de sugerir, sem

testar, a utilizac&do de outras topologias de rede.

Nos proximos itens, serdo apresentadas algumas nogdes bésicas a respeito de
redes de interconexdo, bem como as principais topologias de rede. Também sera
exposto um algoritmo de transmissdo que explora a ideia de coloracdo total
equilibrada. Posteriormente, sera mostrado que é possivel colorir de forma total e
equilibrada as principais topologias de redes de interconexdo do tipo ponto-a-ponto.
Para isso, serdo desenvolvidos métodos de coloracédo total equilibrada para os grafos
especificos que representam as topologias mais comuns. E importante ressaltar que
essas coloracdes ndo contrariam a conjectura de Vizing-Behzad para colora¢cdes ndo

equilibradas.

5.2. Redes de Interconexdo e Representacdo de Redes do

tipo Ponto-a-Ponto

Uma rede de interconexdo € uma estrutura composta por um conjunto P de n >
1 processadores e um conjunto T de ligagbes (conexdes) entre os processadores e

que satisfaz as seguintes propriedades:
1. Cada processador tem sua memoria local,

2. Cada processador pode executar, em determinado momento, uma e

somente uma das seguintes tarefas:

a) processar alguma informac&o;
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b) enviar alguma informacéo;
c) receber alguma informacéo.

3. Cada uma das tarefas gasta 0 mesmo tempo para sua realizacéo.

Em uma rede de interconexdo, cada processador deve pertencer a alguma
ligacdo, podendo estar em vérias. Denomina-se canal, uma conexao que possui

somente dois processadores.

Uma rede de interconexdo pode ser representada por um grafo G(V, E), neste
caso, 0s Vveértices sdo 0s processadores e estdo associados ao processamento de

informacdes; as arestas sdo 0s canais e representam a transmissao de informacoes.

5.3. Coloracao Total Equilibrada, Processamento e

Transmissao de Dados

Lembrando que uma coloragéo total é equilibrada se, para quaisquer cores c; e
C, pertencentes ao conjunto de cores C, tem-se |a(cy) — a(c,)| < 1. A Figura 5.1 a seguir
apresenta uma coloracdo equilibrada. A partir dessa coloragéo, pode-se associar que
0s processadores ou 0s canais coloridos com a mesma cor, por exemplo, com a cor 3,

processam ou transmitem informacdes, simultaneamente.

Observa-se que a ideia de associar coloracdo total equilibrada ao
processamento e transmissédo de dados pode ajudar na elaboracéo de algoritmos que
envolvam processamento e transmissdo de dados, independentemente da topologia
da rede. Em uma coloracéo total ndo equilibrada, embora exista a possibilidade desse
tipo de associacao, a falta de equilibrio na distribuicdo das cores ndo permite um bom

aproveitamento da rede.
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Processamento Processamento

Figura 5.1. Processamento e transmisséo de informac@es utilizando coloracéo.

A seguir, apresenta-se um algoritmo que envolve unicamente transmissao de
dados. Nesse caso, a ideia de coloracao total equilibrada também é util, pois as cores

nos vértices indicam o sentido da transmissao.

5.4. Um Algoritmo de Comunicagdo com Base na

Coloracéo Total Equilibrada

Considera-se que a medida de tempo de um algoritmo seja dada pelo numero
de passos que ele efetua. Em uma rede, admite-se que toda computacdo possa ser
realizada instantaneamente por qualquer processador e que a comunicagdo entre

processadores vizinhos deve consumir um passo de computacao.

Abaixo, apresenta-se um algoritmo de comunicac¢do, baseado em coloracao
total, que envolve troca completa de informacdes, ou seja, cada processador possui

uma informacdo e € necessario que todos os processadores conhecam todas as

informacoes.

Tipo: cor = inteiro;

Variaveis: k: inteiro {numero de cores necessario para colorir
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totalmente o grafo associado a topologia}
x[K]: array de cor;
aux: cor
inicio
Passo 1:
Criar uma coloracéo total equilibrada do grafo G(V, E)
que representa a topologia de rede
parai:=1akfacax[i]=i
Passo 2:
parai:=1akfaca
inicio
Transmitir a informacgao por qualquer aresta com a
Cor i, na direcdo do vértice cuja cor tem o0 maior
indice no array de x.
fim;
Passo 3:
aux = x[K];
para i := k decrescendo até 1 faca x[i] := x[i — 1];
X[1] := aux;
Passo 4:
Repetir os passos 2 e 3 até que todos os processadores
recebam todas as informacdoes.

Fim

Sejam x e y dois vértices adjacentes do grafo G(V, E), associado a uma rede; 0
vértice y recebera a informacédo de x em no maximo k repeticdes dos passos 2 e 3 do
algoritmo. Se d for o comprimento do maior caminho entre dois veértices quaisquer do

grafo G, entdo, em dk? passos, todos o0s vértices receberéo todas as informacdes.

O algoritmo apresentado independe da topologia da rede de interconexao, mas
funciona com qualquer coloracéo. Entretanto, uma coloracéo total equilibrada do grafo,

gue representa a rede, torna o processamento mais eficiente. A seguir, ser4& mostrado
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gue as topologias mais utilizadas em redes de interconexado admitem coloragdes totais

equilibradas que ndo contrariam a conjectura de Vizing.

5.5. Principais Topologias de Redes de Interconexao

Abaixo, seguem as principais topologias de redes de interconexdo, anel,
estrela, arvore, hipercubo e toro. Em LOZANO (2005); LOZANO et al. (2008) e
CHUNLING et al. (2009) pode-se encontrar as provas de que estas topologias
admitem uma coloracdo total equilibrada com 4 + 2 cores, no maximo. Estes teoremas

foram reproduzidos na integra, e podem ser consultados nos anexos B, C, D e E.

Anel ou Ciclo. Na topologia em anel, os dispositivos sdo conectados em série,

formando um circuito fechado (anel). Os dados sdo transmitidos unidirecionalmente de
vértice em vértice, até atingir o seu destino. Uma mensagem enviada por uma estacao
passa por outras estacles, através das retransmissdes, até ser retirada pela estacao

destino ou pela estacao fonte.
Teorema 5.1. (LOZANO, FRIEDMANN e JURKIEWICZ, 2008). Qualquer ciclo pode
ser colorido de forma total e equilibrada com trés ou quatro cores.

Prova. Ver anexo B.

A seguir, na Figura 5.2, tem-se o exemplo de uma topologia em anel, colorida

total e equilibradamente:
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Figura 5.2. Uma topologia em anel e sua coloracéo total equilibrada.

Estrela. A mais comum atualmente, a topologia em estrela utiliza cabos de par

trangcado e um concentrador como ponto central da rede. O concentrador se encarrega
de retransmitir todos os dados para todas as esta¢des, mas com a vantagem de tornar
mais facil a localizacdo dos problemas, ja que, se um dos cabos, uma das portas do
concentrador ou uma das placas de rede estiver com problemas, apenas o né ligado

ao componente defeituoso ficara fora da rede.

Teorema 5.2. (LOZANO, 2005). Se G(V, E) é o grafo estrela com n vértices, entéo

existe uma coloracéo total equilibrada de G com (4+1) cores.

Prova. Ver Anexo C.

Na Figura 5.3 abaixo, tem-se o0 exemplo de uma topologia em estrela, colorida

total e equilibradamente com 4+ 1 cores:

Figura 5.3. Uma topologia em estrela e sua coloracéo total equilibrada.
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Arvore. A topologia em arvore é essencialmente uma série de barras

interconectadas. E equivalente a varias redes estrelas interligadas entre si através de

seus vértices centrais.

Teorema 5.3. (LOZANO, 2005). Para toda arvore T(V, E), com |V| =3, se fixarmos

uma folha t/ NV, existe uma coloracdo total equilibrada com as cores do conjunto

C={1,2,3,...,4+1}, na qual a c(t)/LC..

Prova. Ver anexo D.

A Figura 5.4 ilustra uma topologia em arvore, colorida total e equilibradamente

com A+ 1 cores:

Figura 5.4 . Uma topologia em arvore e sua coloragéo total equilibrada.

Hipercubo. E uma topologia de rede que possui pequeno didmetro e, portanto,

conveniente para aplicagdes com pouca localidade de dados. Além disso, todos os
vértices podem ser identificados por uma numeracao binaria, possui escalabilidade

restrita a poténcias de 2 e o diametro cresce logaritmicamente.

Teorema 5.4. (LOZANO, FRIEDMANN e JURKIEWICZ, 2008). Qualquer hipercubo

Q« pode ser colorido de forma total e equilibrada com 4 + 2 cores, ou seja, com k + 2

cores.
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Prova. Ver anexo D.

A Figura 5.5 mostra uma topologia em hipercubo, colorida total e

equilibradamente com quatro cores:

Figura 5.5. Uma topologia em hipercubo e sua coloracéo total equilibrada.

Toro. Esta topologia trata de varios anéis de processadores, sobrepostos e

distribuidos tanto na horizontal como na vertical. Cada processador encontra-se ligado

a outros, formando uma malha em que os extremos estéo ligados entre si.

Teorema 5.4. (LOZANO, FRIEDMANN e JURKIEWICZ, 2008). Qualquer toro pode

ser colorido de forma total e equilibrada com 6 cores no maximo.

Prova. Ver anexo E.

Figura 5.6. Uma topologia em toro e sua coloracao total equilibrada
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Como contribuicdo para este capitulo, sugere-se o uso de topologias que
tomam com base os grafos harménicos, objeto de estudo deste trabalho. Abaixo, na

Figura 5.7, ilustramos algumas destas topologias:

Figura 5.7. Sugestdes de topologias de rede baseadas em grafos harmonicos.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este capitulo apresenta os resultados obtidos neste trabalho e as propostas

para estudos futuros.

6.1. Conclusodes

Algumas definicées foram fundamentais para que os teoremas pudessem ser
enunciados de maneira clara. Entre essas defini¢cdes, citamos o produto funcional de
digrafos, o produto funcional de grafos e de digrafos, a ligagdo funcional de grafos e

digrafos, a rotagdo em um conjunto finito e o grafo suporte.

De posse desses conceitos, provou-se que a partir dos grafos suporte é
possivel gerar uma subfamilia de grafos regulares, que podem ser coloridos de forma
total e equilibrada com 4 + 2 cores no maximo. Esses grafos receberam o nome de

Harménicos, devido a geometria e a forma.
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Em seguida, para garantir a relevancia destes resultados, foi necessério
mostrar que essa familia é suficientemente grande, isto é, que pode ser estendida
preservando a coloracdo total equilibrada. Descreveu-se trés maneiras de ampliar

estes grafos, mantendo-se as propriedades.

Para finalizar, apresentou-se um algoritmo de transmissdo de dados que
explora a ideia de coloracéo total equilibrada para a troca completa de informacdes em
redes de interconexdo do tipo ponto-a-ponto. Estudou-se as principais topologias de
redes que admitem uma coloracéo total equilibrada, e como contribuicdo sugeriu-se a

utilizacdo dos grafos harmdnicos como modelo de transmissdo para essas topologias.

6.2. Trabalhos Futuros

Para dar continuidade ao trabalho desenvolvido nesta tese, sugere-se, para o

futuro, as seguintes linhas de pesquisa:

« Estudar a conexidade, bem como outras propriedades, de grafos resultantes de

produtos funcionais;

« Estudar a coloracéo total equilibrada em grafos ndo regulares que sdo gerados

a partir do produto funcional de outros grafos;

« Estudar a coloracao total equilibrada em grafos k-caminho, uma das primeiras

ideias do inicio dessa caminhada.
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Anexo A

Coloracao com Folgade Ordem2com A4+ 2

Cores

Teorema A.1. (LOZANO, FRIEDMANN, WAGA E MARKENZON, 2009). Para todo
grafo G # Cs, onde Cs € o ciclo com 5 vértices, existe uma coloracdo com folga de

ordem 2 com 4 + 2 cores, isto é, )(f(G) <A+ 2,

Prova. Seja o conjunto de cores C ={1,...,A+2} .

Vamos supor inicialmente que G € um ciclo (vo,...,vn_l,vo) com n #5 vertices, e que t

seja o0 maior multiplo de 3 menor ou igual a n. Seja a coloracao c:V - C tal que:
nmod 3=0 - c(v,)=(imod3)+1i=0,.,n-1

c(v;)=(imod 3)+i=0,.t-1

d3=1-
nmo {c (VH) 4
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v,)=(@mod 3)+1 i=0,...,t-3

2

d
c(v,)=4

nmod 3=2:c(v,,)=3
c(v,)=
d

A construcdo é analoga para caminhos e para o caso de grafos em que todas as

componentes conexas sao ciclos ou caminhos.

Vamos supor que G ndo é um ciclo nem um caminho. Assim, A(G)=3. Se todos os
vértices pertencem a pelo menos um triangulo K,, entdo qualquer coloracdo prépria é

uma coloracdo com folga de ordem 2, limitada em A + 1 cores, pelo Teorema de
Brooks. Desta forma, tratamos de grafos em que existe pelo menos um vértice que
ndo pertence a nenhum triangulo. Demonstraremos usando o segundo principio de

indug&o na ordem do grafo.

Se G possui 4 ou 5 vértices, basta usar uma cor diferente para cada vértice.
Suponhamos verdadeiro o enunciado para grafos com até n —1 vértices.
Caso 1: G possui pelo menos um vértice v OV de grau 1.

Seja u 0V adjacente ao vértice ve w ON(u),w #v . Retiramos v do grafo G,
obtendo o grafo G'=(V',E’). Existe uma coloracdo c¢:V - Ccom folga de

ordem 2 para G'. Adicionando v a G com a respectiva aresta, obtemos

novamente G. A coloracdo c:V - C é com folga de ordem 2, tal que:
c(x)=c’(x),se x#v e
c(v)OC —{c’(u),c'(w)}
Caso 2: G possui dois vértices adjacentes v,u [0V ambos de grau 2.

Seja o caminho P = (vl,...,vp) tal que:
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a) v,ullP,
b) d(v,)=2,i=1...p e
¢) P é um caminho maximal em relacdo aos itens anteriores.

Sejam u, vizinho de v, que ndo pertence a P e u, ovizinho de v, que nado pertence

aP.
Subcaso 2.1: u, #u,

Retiramos P de G, consideramos o grafo G':(V',E')obtido. Por

hipétese de inducédo, existe uma coloracdo c:V' - C com folga de
ordem 2 para o grafo G”. Incluimos, novamente, o caminho P em G" .’

Como P € maximal, u, e u, tém grau maior ou igual a 2 em G". Assim,
‘C(N (ul))‘ >2 e ‘C(N (up))‘ >2 .Podemos entdo definir a coloragdo

c:V - C paratal que:

Casop=2:

c(x)=c(x), xOv

c(v,)0C —{c ul),c(uz)}

C(Vz DC_{C(ul)’C(Vl) C(uz)}
Casop=3:

c(x)=c(x), x OV’

c(v,)0C ~{c(u,)}

c(v,)0C ~{c(u,).c(v,).c(u,)}

c(v,)0C ={c(v,).c(v,).c(u,)}

Casop=4:
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c(x)=c(x), x OV’
c(v,)0C —{c(ul)}
c(v,)0C ~{c(u,).c(v,)}
c(vy)0C ~{c(v,).c(v,).c(u,)}
c(v,)0C —{c(vz),c(v3),c(u4)}
c(x)=c(x), xav’
c(v,)0C ~{c(u,)}
c(v,)0C ~{c(u).c(v,)}
c(v,)oc-{c(v.,).c(v,).c(u,)} parai=3,...p-2
c(v

(

Por construcédo, a coloracdo tem folga de ordem 2.

Subcaso 2.2:

Assim, temos um ciclo. Se ndo for o u, =u,, basta usarmos a coloracédo descrita no

inicio da demonstrag&o. Se for o C;, como A(G)=3,|C|=5 e podemos usar uma cor

para cada vértice.

Caso 3: Nao existem em G dois vértices de grau 2 adjacentes entre si, mas existe pelo

menos um vértice v [0V de grau 2.

Sejam uON(v) e v,

v, todos os veértices com grau 2 adjacentes ao u incluindo v .

Retiramos de G o conjunto de vértices U ={u,v1 ..... vp} e obtemos o grafo G'= (V',E') )

Por hipétese de inducéo, existe uma coloracdo com folga de ordem 2 c:V' - C.

Adicionamos o conjunto U com as respectivas arestas ao grafo G° e podemos definir

em G uma coloragdo c:V — C com folga de ordem 2 tal que:
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c(x)=c(x),sexOU e
c(u)oc —c‘(N (U))
Observe que, |N(U)|sd (u)<A. Sobram A cores para colorir cada vértice v,,...,v

com cores diferentes.

Caso 4: Nao existem vértices de grau 2 no grafo G.
Devemos escolher dois vértices v,u OV adjacentes que ndo possuam vizinhos
em comum. Lembramos que G, obtendo o grafo G'=(V',E’). Existe uma
coloragdo c:V - C com folga de ordem 2. Adicionamos os vértices v e u, e

retornamos ao grafo G. Consideremos a colorac¢éo c:V - C, sabendo-se que

uTON (u) e vON(v):

Esta coloragdo €é com folga de ordem 2 e sempre possivel, pois

|N(u)|:d(u)sA e|N(v)|:d(v)sA.
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Anexo B

Coloracéo Total Equilibrada em Ciclos

Teorema B.1. (LOZANO, FRIEDMANN e JURKIEWICZ, 2008). Qualquer ciclo pode

ser colorido de forma total e equilibrada com trés ou quatro cores.

Prova. 1° caso (k multiplo de 3). Seja C = {c;, C,, C3} um conjunto de cores.

Considere a sequéncia de elementos do anel C, dada por: vie1Vs, Vo€5V3, ..., Vk.1€k.1Vk,
VeV, sendo a aresta e; = {v;, vi;1} quando 1 < i< k-1 e e; = {vi, v} se i = k. Colore-se a
sequéncia acima com as cores g, C,, Cz Nessa ordem e sucessivamente até completar
o ciclo. Observa-se que a cor da aresta e, seré cs; diferente das cores do vértice v; e

da aresta e; que sao coloridos respectivamente por c¢; e ¢,. Cada uma das trés cores €

- 2k ~ 2 -
utilizada 3 vezes e a coloracédo € equilibrada.

2°caso (k ndo mdaltiplo de 3). Se k ndo € multiplo de 3, ndo héa coloracao total com 3
.2k
cores. De fato, cada classe de cor teria 3 +1 elementos, 0 que se constata

facilmente ser impossivel. Em seguida, apresentamos uma coloracdo com 4 cores Cy,

C, C3, C4. Se k € par, a sequéncia de elementos do ciclo dada por: vie;Vs, Vo€,V ..., Vi
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1€k1Vk, Vk€x Sera colorida sucessivamente pelas cores ¢, C, C3, C4 Nessa ordem até

completar o anel. A aresta e tera cor c,, diferente da cor do vértice v, (cor c¢;) e da
.k . .

aresta e; (cor cy). Cada cor aparecera 5 vezes, e a coloragéo é equilibrada. Se k for

impar, colore-se a sequéncia de elementos do ciclo com as cores ¢y, C,, C3, C4 hessa

ordem até a aresta ey inclusive. Observa-se que até e, a coloracdo é equilibrada. A

fim de evitar conflito de cores no restante da coloracéo, o vértice vy € colorido com ¢, e

~ k-1
a aresta e, com a cor cs. As cores c; e ¢4 Sdo usadas T vezes cada uma e as

~ . k+1
cores c, e c3 sao utilizadas > vezes.
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Anexo C

Colorac&o Total Equilibrada em Arvores

Teorema C.1. (LOZANO, 2005). Se G(V, E) é o grafo estrela com n vértices entao,

existe uma coloracéo total equilibrada de G com 4 + 1 cores.

Prova. Seja v, 0 vértice com grau n-1, e os restantes vértices serdo rotulados com v,

...Vp. Colorimos os vértices usando todas as cores {1, ...,n} em qualquer ordem, seja a;
a cor dada ao vértice v;, agora colorimos: a aresta v;v, com a cor a,, ViVzCom a cor
Qn1 , .., ViVh. Se n for impar a coloracdo acima é propria sendo seja k=n/2, entédo
trogue as cores das arestas vivx € ViV Obtendo assim a coloracdo desejada.
Observe que todas as cores foram usadas 2 vezes, exceto a cor a; que foi usada uma

vez.

Teorema C.2. (LOZANO, 2005). Para toda arvore T(V, E), com |V| = 3, se fixarmos

uma folha t/N, existe uma coloracdo total equilibrada com as cores do conjunto

C={1,2,3,...,4+1}, na qual a c(t)/ ..
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Prova. Sejat a folha fixada. Se 4=2 entdo T é um caminho e a prova € evidente, logo

vamos supor 4= 3.

Faremos a prova por indugdo em [V|. Se |V|=4, entdo T € o grafo estrela,
lembre que 4 = 3, e fica provado pelo Teorema A.2, observe que na coloracdo assim
obtida todas as folhas pertencem a C.. Suponhamos agora que o teorema €
verdadeiro para toda arvore T(V, E) tal que 4 < |V| < n-1. Provemos que é verdadeiro

para T(V, E) com |V|=n.

Seja v o vértice de maior grau dentre todos os veértices de Sy. Vamos diferenciar

dois casos:

Caso 1: | Fr(v)| =22. Retiremos de T o conjunto de vértices Fr (v). Seja T'(V',E’) a
nova arvore obtida. Como v é uma folha em T’ entdo existe uma coloracdo total
equilibrada ¢ de T' com as cores do conjunto C={1,2,3,...,4+1} tal que c(v)OC,. Se
tOF+(v), seja a=c(t). Para fixar idéias e sem perder generalidade, sejam u o vértice
adjacente a v em T, c(v)=1, c(uv)=2, c(u)=3, F(V)={vi,Vs,...,.Vp} € A(V)={ei | & =vyv,
i=1...p}. Denotemos por g o0 numero de vezes que uma cor de C. foi utilizada.

Novamente vamos diferenciar 3 casos:

1.1) |C.|=2p. Neste caso podemos colorir todos os elementos de E(v) U A(v) com

as cores de C, observe que vOC, e a cor 2 pode ser usada num vértice. Se allC.

entdo tem que ser usada.

1.2.1.1) p < |C|<2p. Se 2[IC. e a#l. Colorir todas as arestas de A(v) com as
cores de C. - {2} completando com uma cor S0C., -{1} (se alIC, completar com a). Se
for necessério, os vértices de F(v) serdo coloridos com as cores de C., usando técnica
semelhante a usada por LOZANO (2005); se a O C.usar a num ou dois vértices de

forma a ser usada q+1 vezes.
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1.2.1.2) Se a=1 basta substituir 1 por alguma de SOC., f§2,3}, fazer C=(C.
U{1})-{B e proceder como acima. Se isto ndo for possivel (neste caso F(v)<2),

substituir 1 pela cor 4, colorir e; e v, com a cor 1, v, com a cor 2 e e, com a cor 3.

1.2.2.1) Se 2[0C. e a#1, entdo podemos colorir todos elementos de E(v) U A(v)

com cores de C, Se allC, substituir uma cor repetida de C. por a, num vértice, sendo

usar a duas vezes.
1.2.2.2) Se a=1, entdo proceder como em 1.2.1.2.
1.3) |C-|<p.

1.3.1) C,={1,2,3,a}, alJ{1,2,3}, neste caso temos |C_|=4+1-4=4-3 dai p=|F(v)| = 2.
Se F(v)=2 entdo colorir e, e v; com a Unica cor de C, colorir e; com a, e v, com 2.

Se |F(v)|=4-2 entdo colorir e, com @, v, com 2 e os restantes elementos de E(v) U A(v)

podem ser coloridos com cores de C. usando cada cor duas vezes. Se |F(v)|=4-1,
substituir 1 por a em v; colorir v, e ,.; com a cor 1, e, com a cor 3 e v, com a cor 2.
Os restantes elementos de E(v)U A(v) podem ser coloridos usando as cores de C.

duas vezes.

1.3.2) C,={1,2,3} e a}{2,3}, neste caso |C_|=4-2 logo |F(v)|=4-1. Colorir e, com a
cor 3 e V1 com a cor 2. Os restantes elementos de E(v) U A(v) podem ser coloridos

usando duas vezes as cores de C..

1.3.3) C,={1,2,3}, a=1, neste caso |F(v)|=4-1, |C.|=4-2. Substituir 1 por uma cor
BOC. em v. Colorir e,; e v, com a cor 1 colorir os restantes elementos de E(v) U A(v)

usando as cores de C_.U{2,3}, usando primeiro as cores de C. duas vezes.
1.3.4) C.0{1,2,3,a}, |C,|=3, al1{1,2,3}, alIC..

Neste caso |F(v)|=4-1, |C.|=4-2, substituir 1 por a em v colorir v, € e,; com a cor

1 e colorir as restantes arestas com cores de C. (se 2[IC., completar com a cor 3 a
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aresta que falta). Colorir os vértices restantes de F(v) com as cores de C.; usando

técnica semelhante a LOZANO (2005) (a cor 2 agora podera ser usada).

1.3.5) Existe uma cor £{1,2,3,a}, FUC, . Substituir 1 por S em v, colorir e; e v;

com a cor 1. Colorir os restantes vértices e arestas do modo que segue:

Se |F(v)|=2, e C#£0, colorir v, com a Unica cor de C_, senao colorir v, com a cor 2.

Se al){2,3}, colorir e; com a, sendo colorir e; com a cor 3.

Se |F(v)|>2. Se 20C.. Colorir todas as arestas possiveis de A(v), usando duas de
C-{2}; completar a coloracdo das arestas usando cores de C.-{2, £}; colorir os vértices
possiveis de F(v)-{vi} com as cores de C. Se ainda faltarem vértices por serem
coloridos, entdo todas as cores foram usadas g+1 vezes; completar os restantes
vértices tomando cuidado de usar a cor a em um deles, eventualmente teremos que

trocar a cor de duas arestas.

Se tOF(v), observe que nas coloracdes, descritas acima a cor a sempre aparece

em pelo menos uma folha, basta fazer coincidir esta folha com t.

Caso 2: |F(v)|=1. Neste caso, retire de t todas as folhas, cuja retirada néo
diminua 4. Seja T"(V”, E”) a arvore obtida, escolha v[ISt -, recoloque todas as folhas
exceto aquelas que séo adjacentes a vértices de Fr(v). Seja T'(V’, E’) a arvore obtida.
Por hipdtese de inducdo existe uma coloracdo equilibrada de T' com A4+1 cores de
forma que vOC, e neste caso nao é dificil obter a coloracao desejada para T, usando
técnicas parecidas a descritas acima, lembre que cada vértice de Fr(v) tem no maximo

grau 2, e um dos vértices adjacentes é v e 0 outro é uma folha.
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Anexo D

Coloracéo Total Equilibrada em Hipercubos

Um hipercubo de dimenséo k (k inteiro positivo) é um grafo cujo conjunto de
vértices é formado por todas as k-uplas constituidas por “0” e “1”. Existe uma aresta
entre dois vértices do hipercubo se as k-uplas correspondentes aos vértices diferem

apenas de uma coordenada. Um hipercubo de dimensé&o k, denotado por Q,, € um

grafo regular de grau k e possui 2“ vértices e k2! arestas. A figura abaixo mostra os

hipercubos Q,,Q, e Q,.

E—C3)
oo I
Q @)

Nota-se que a retirada da Ultima coordenada de cada uma das k-uplas transforma um

Q, € obtido pela jungéo de dois hipercubos Q,_, ao acrescentar 0 ou 1 apoés a Ultima

coordenada de cada uma das (k —1) -uplas.
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Abaixo, sera demonstrado que qualquer hipercubo Q, pode ser colorido de forma total
e equilibrada com (A +2) cores, ou seja, com (k +2) cores. Posteriormente, também
sera exibida uma coloragéo equilibrada de Q, com quatro cores, o que acarretara uma

conjectura a respeito de que hipercubos podem ser do tipo 1.

Teorema D.1. (LOZANO, FRIEDMANN e JURKIEWICZ, 2008). Qualquer hipercubo

Q« pode ser colorido de forma total e equilibrada com 4 + 2 cores, ou seja, com k + 2

cores no maximo.

Prova. Coloracédo dos vértices . Pela definicdo do hipercubo, observa-se que os

vértices, cuja soma das coordenadas € par, ndo sdo adjacentes. O mesmo vale para o
conjunto dos vértices cuja soma das coordenadas € impar. Esses conjuntos de

vertices sdo coloridos respectivamente com as cores c, e c, . Cada cor sera

utilizada (2“) vezes.

Coloracdo das arestas. Para cada vertice u do hipercubo Q,, existem k vértices
adjacentes a ele. Seja v, (i:1,2,3,...,k) 0 vértice adjacente a u, cuja i-ésima

coordenada de u; atribui-se cor c,,a {u,vi}. Dessa forma, garante-se que cada

aresta{u,vi} € colorida com uma cor diferente. A mesma distribuicdo de cores pode

ser aplicada as arestas adjacentes a todos os vértices. Cada cor é utilizada 2“* vezes.

Observa-se que as cores ¢, e c,, que séo utilizadas para colorir os vértices, ndo se

repetem nas arestas. Tem-se também que quaisquer arestas com a cor c,, nao
possuem vértices em comum. De fato, se duas arestas, com a mesma cor, fossem
incidentes a um vértice em comum, implicaria que os outros dois vértices, cada um

deles incidente em apenas uma das duas arestas, pertenceriam a vizinhanga do
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vértice em comum, e pela coloracdo sugerida no paragrafo anterior, as arestas teriam

cores diferentes.

Sao necessarias (k + 2) cores para colorir totalmente o hipercubo Q, , sendo que cada

cor € utilizada 2“* vezes. A coloracgéo é equilibrada.
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Anexo E

Coloracéo Total Equilibrada em Toros

O toro é definido como o produto cartesiano de dois ciclos. Formalmente, o toro

~

T, €& o grafo ndo orientado que tem como conjunto de vértices

Vv (Tj’k) :{Vs,t |1s s<jl<t< k} e cujas arestas ligam vértices v, ev , sempre que:

« a=c e‘d-b|=1ouk-1(modk) ou
e b=d e‘c-a|:1ouj-1(modj).
Os toros séo 4-regulares, logo, para qualquer niumero de vértices n, o nUmero

de arestas serd m=4n/2=2n. O numero total de elementos a ser colorido é 3n.

A seguir, serd mostrada uma coloracéo equilibrada com 6 cores para todos os

toros e uma coloracdo equilibrada com 5 cores para todos os toros T, em que k €

multiplo de 5.
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Teorema E.1. (LOZANO, FRIEDMANN e JURKIEWICZ, 2008). Qualquer toro pode

ser colorido de forma total e equilibrada com 6 cores no méaximo.

Prova.

Parajparek #5.t, t0Z.

No caso em questdo, como o humero de vértices n é par, entdo 3n é divisivel por 6,

logo a coloragéo oferecida vai alocar a mesma cor a n/2 elementos.

Para colorir totalmente toros com os dois ciclos geradores de ordem par, séo utilizados
“pseudo-toros” modulares do tipo T,, eT,,. A rigor, esses dois moédulos sao
considerados como “toros degenerados”, uma vez que incluem arestas multiplas. Esta
caracteristica, entretanto, ndo interfere na construgédo da coloracao. Abaixo, na Figura

1, sdo indicadas as coloracdes dos médulos 2x2 e 3x2 respectivamente.

1 2 3 4 1 2 3 1 2 4
5 6 5 6 5
3 4 1 2 3 4 1 3 4 2
6 5 6 5 6
Modulo 2 x2 Modulo 2 x3
Figura 1

Observa-se que as coloracdes exibidas sdo equilibradas. Além disso, elas podem ser
utilizadas para colorir todo e qualquer toro com j par e k qualguer. Por exemplo, para

colorir um toro T, ,, basta ligar os modulos, conforme indicado na tabela abaixo:

Tabela 1.
13
2x2 2x2 2x2 2x2 2x2 2x3
2x2 2x2 2x2 2x2 2x2 2x3
8 2x2 2x2 2x2 2x2 2x2 2x3
2x2 2x2 2x2 2x2 2x2 2x3
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Parajimpare k #5.t,t0Z.

A mesma construg¢do do item anterior é utilizada aqui com algumas diferengas. Como
n é impar, a coloragéo total vai alocar cores a trés classes (n+1)/2 cores e a trés de (n-
1)/2 cores. Para conseguir completar a montagem, serdo utilizados dois madulos,

também “degenerados” da forma T,, e T,, . A degeneracdo agora inclui lagos, isto €,

arestas ligando um vértice a ele mesmo. Outra vez, esta caracteristica ndo interferira

na construcdo. A Figura 2 abaixo mostra os moédulos T, e T, .

5 2 5 4 5 2 6 1 5 4
3 1 3 4‘ 3‘
Médulo 1 x2 Modulo 1 x2

Figura 2

A tabela a seguir ilustra a coloragdo de T,, com 6 cores utilizando os quatro tipos de

modulos.
Tabela 2.
7
2X2 2X2 2X3
. 2x2 2X2 2X3
2X2 2X2 2X3
1x2 1x2 1x3
K multiplo de 5

No caso particular em que k € um mdltiplo de 5, é construida uma coloragéo total com
5 cores. Os mddulos utilizados agora serdo 2x5 e 3x5, conforme ilustrado na Figura 3

abaixo.
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1 5 2 L 3 2 4 3 5 4
3 4 5 1 2
4 L 5 2 1 3 2 4 3 5
2 3 4 5 1
Modulo 2 x5
5 4 1 5 2 1 3 2 4 3
1 2 3 4 5
2l S s a2 s} 2112
3 4 5 1 2
4 ! 5 2 1 3 2 4 3 5
2 3 4 5 1
Maodulo 3 x5
Figura 3

Observa-se que a coloracdo desses modulos apresenta uma simetria circular que da
uma caracteristica interessante: todas as cores estdo presentes em exatamente n/5
vértices e 2n/5 arestas. O processo € ilustrado na tabela abaixo com uma 5-coloracéo

de T,,,.

Tabela 3.
10
2x5 2x5
7 2x5 2x5
3x5 3x5
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Anexo F

Coloracao Total Absolutamente Equilibrada em

Grafos Completos

Definicdo F.1 . Dado um grafo G(V, E), um conjunto de cores C e uma coloragéo
total c: EOV - {cy, Cy ..., &}, com k O N, de G, com as cores de C. Esta coloragéo

total € absolutamente equilibrada se, para todo par de cores c; e c;, tem-se |a(c) —
a(c)| = 0, onde a(c) = lc*(c)], i = 1, ... k, ou, dito de outra forma, a(c;) representa o

namero de apari¢cdes da cor ¢ na coloracéo.

Teorema F.1. Todo grafo completo admite uma coloracdo total absolutamente

equilibrada.

Prova. Denota-se por K, o grafo completo de n vértices vi, V5, ...,Vo. Suponha

inicialmente que n € impar. Sejam ¢ uma coloracdo total de K, com as cores {cy, C,
...,Cn}, onde c(v)) = ¢;, A = (a@)ij=1, ...,n, UMa matriz n x n, onde para todo i, j = 1, ...,n,
tem-se que a; = a; representa a cor atribuida a aresta vyv; pela coloragédo c, sempre

que i # j, e a; = c; representa a cor atribuida ao vértice v;.
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E evidente que a matriz A representa um quadrado latino, pois ndo existe cor
repetida nas linhas e nem nas colunas (pois isto significaria que elementos incidentes
ou adjacentes tém a mesma cor), e em todas as linhas e colunas aparecem todas as
cores, pois sdo n posicdes e n cores. Como todas as cores aparecem exatamente n

vezes, a coloracdo é absolutamente equilibrada.

Suponha agora que n é par. Novamente sabemos que existe uma coloragao
total ¢ de K,, mas com o conjunto de cores {cy, C,, ..., Cn+1}, POIS N80 é possivel colori-
lo com n cores (ver YAP, 1996). Constroi-se uma matriz B = (bj)ij-1, .. de forma
semelhante a construcao da matriz A acima. Observe que a matriz B é simétrica com
relacdo a diagonal principal, e as cores c;, ..., C, estdo na diagonal. Conta-se o

namero de vezes que cada cor aparece na matriz fora da diagonal.

Primeiro contamos o numero de vezes que aparecem as cores Ci, ...,c,. Como a
matriz € simétrica entdo cada cor tem que aparecer um numero par de vezes fora da
diagonal, e como a cor j4 esta na diagonal, sobram n — 1 linhas ou colunas onde a cor
pode aparecer. Como n — 1 é impar, entdo a cor aparece no maximo n — 2 vezes. Fora
da diagonal existem n? — n posicdes. Se as cores ¢, ...,c, forem usadas (n — 2) vezes
teriamos n(n — 2) = n? — 2n posicBes usadas, sobrando ainda n posicdes para a cor
Cn+1- COMO a cor ¢y, N0 pode aparecer mais do que n vezes, pois caso contrario
teriamos que repeti-la em linha ou coluna, entdo cada cor c;, ...,c, aparece
exatamente (n — 2) vezes fora da diagonal, e a cor c,.; aparece n vezes fora da
diagonal. Pensando na coloragao, as cores c, ...,c, aparecem (n — 2)/2 vezes nas
arestas e uma vez nos veértices isto é ((n — 2)/2) + 1 = n/2 vezes no total e a cor Cn+1

aparece n/2 vezes nas arestas. Logo, a coloracéo total € absolutamente equilibrada.
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